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С помощью качественной теории дифференциальных уравнений и компьютерного моделирования про-
веден анализ системы дифференциальных уравнений стандартной космологической модели с фундамен-
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1. Уравнения Эйнштейна с космологическим членом для Вселенной Фридмана с
нулевой трехмерной кривизной

Рассмотрим уравнения Эйнштейна с космологическим членом3:

G i
k =Λδ

i
k +8πT i

k (1.1)

и будем полагать в дальнейшем космологический член неотрицательным:

Λ≥ 0. (1.2)

Как и в предыдущей статье [1], рассмотрим в качестве материи классическое скалярное массив-
ное поле:
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,i
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kΦ, jΦ

, j +δ
i
k m2
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2
, (1.3)

где m - масса квантов этого поля. Уравнение скалярного поля получается из тождеств Бианки
T i

k,i
= 0:

�Φ+m2
Φ= 0, (1.4)

где

�Φ= g i k
Φ,i k ≡ 1

p−g

∂

∂xi

p−g g i k ∂

∂xk
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есть оператор д’Аламбера. Для однородной вселенной Φ = Φ(t ), и тензор энергии - импульса
скалярного поля принимает изотропную структуру, где

ε= Φ̇
2 +m2

Φ
2
; p = Φ̇

2 −m2
Φ

2
, (1.6)

так что
ε+p = 2Φ̇

2
, (1.7)

а уравнение поля (1.4) принимает вид:

Φ̈+3
ȧ

a
Φ̇+m2

Φ= 0. (1.8)

В тоже время единственное независимое уравнение Эйнштейна есть4:

3
ȧ2

a2
=Λ+8π(Φ̇

2 +m2
Φ

2
). (1.9)

1E-mail: ignatev_yu@rambler.ru
2Thisworkwas founded by the subsidy allocated toKazanFederal University for the state assignment in the sphere of scientific

activities.
3Здесь и в дальнейшем принята Планковская система единиц ħ = c = G = 1; метрика имеет сигнатуру (−1,−1,−1,+1),

тензор Риччи получается из тензора Римана сверткой первого и третьего индексов.
4В дальнейшем в этой статье мы будем рассматривать модель с Λ= 0.
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2. Качественный анализ динамической системы СКМ

2.1. Приведение системы уравнений к каноническому виду

Во - первых, произведем масштабирование уравнений, переходя к новой безразмерной вре-
менной переменной τ

τ= mt ,⇒ ḟ = m f ′
, (2.1)

где f ′ = d f /dτ. Таким образом, получим вместо уравнений (1.8) и (1.9):

Φ
′′+3HmΦ

′+Φ= 0; (2.2)

3H 2
m =Λm +8π

(

Φ
′2 +Φ

2
)

, (2.3)

где Hm(τ) и Λm – постоянная Хаббла и космологическая постоянная, измеренные в единицах
комптоновского времени:

Hm(τ) = a′

a
= H

m
; Λm = Λ

m2
. (2.4)

Заметим, что уравнения (2.2) и (2.3) представляют систему обыкновенных нелинейных диффе-
ренциальных уравнений, которую c учетом условия

ȧ ≥ 0 ⇔ H ≥ 0 (2.5)

стандартной заменой можно привести к виду нормальной автономной системы обыкновенных
дифференциальных уравнений на плоскости:

Φ
′ = Z (t ); (2.6)

Z ′ = −3Hm Z −Φ, (2.7)

где функция Hm(Φ, Z ) алгебраически определяется из уравнения Эйнштейна с помощью функ-
ций Φ(τ) и Z (τ):

Hm = 1
p

3

√

Λm +8π
(

Z 2 +Φ2
)

. (2.8)

Такимобразом, окончательнополучим систему автономныхдифференциальных уравненийди-
намической системы на плоскости (Φ, Z ):
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Эту систему уравнений можно исследовать с помощью качественной теории дифференциаль-
ных уравнений и определить асимптотическое поведение решений при t →±∞. Важным явля-
ется следующее свойство СКМ.

Утверждение 1. Эволюция Вселенной в стандартной космологической модели c космологи-
ческим членом в терминах временной переменной τ определяется только одним параметраΛm

и начальными условиями.

Заметим, что если масса бозонов – квантов скалярного поля намного меньше планковской, то
есть, в планковских единицахm ≪ 1, тоΛm ≫Λ, следовательно, есть вероятность того, что даже
при Λ≪ 1 нормированная константаΛm может быть достаточно большой величиной.

2.2. Особые точки динамической системы

Особые точки динамической системы M0(x0, y0) (2.9) определяются нулями производных
(см., например, [2]):

P (x0, y0) = 0; Q(x0, y0) = 0.
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Нетрудно видеть, что динамическая система (2.9), как и в случае Λ ≡ 0, имеет единственную
особую точку:

M0 = (0,0) ←→ x0 =Φ0 = 0; y0 = Z0 = 0. (2.10)

2.3. Тип особой точки

Для определения типа особой точки необходимо найти собственные числа характеристиче-
ского многочлена:
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∣

∣

∣

∣
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∣

∣

∣

∣

= 0, (2.11)

где частные производные функций P (x, y),Q(x, y) вычисляются в особой точке M0. Вычисляя
производные от функций P,Q в (2.9), найдем:

P ′
x(0,0) = 0; Q ′

y (0,0) = 1;

Q ′
x (0,0) =−1; Q ′

y (0,0) =−
√

3Λm .

Таким образом, характеристический многочлен (2.11) равен:
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откуда найдем его корни
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2

√

3Λm + 1

2

√

3Λm −4; λ2 =−1

2

√
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2

√

3Λm −4. (2.12)

Собственные числа удовлетворяют тождеству:

λ1λ2 ≡ 1. (2.13)

Таким образом, возможны три принципиально различных случая (см. [2]):

1. Случай малого значения космологического члена:

Λm < 4

3
(2.14)

– тогда мы имеем два комплексно сопряженных собственных числа, причем

Re(λ)=−
p

3Λm

2
< 0. (2.15)

В этом случае согласнокачественнойтеориидифференциальныхуравненийточкаM0 : Φ=
0,Φ̇= 0 является притягивающим фокусом, – все фазовые траектории динамической систе-
мы при τ → +∞ являются скручивающимися спиралями, наматывающимися на особую
точку и совершающими при этом бесконечное количество витков. Этот случай, фактиче-
ски, качественно совпадает с рассмотренным ранее [1].

2. Случай большого значения космологического члена:

Λm > 4

3
(2.16)

– тогдамыимеем два различных вещественныхи согласно (2.12) отрицательных собствен-
ных числа λ1 6=λ2, λ1 < 0,λ2 < 0. В этом случае особая точка является устойчивым притяги-
вающим узлом. При τ→+∞ все фазовые траектории динамической системы входят в осо-
бую точку, причем все траектории, кроме исключительных двух, при входе в особую точку
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касательны к собственному вектору u1, отвечающему минимальному по модулю собствен-
ному числу, то есть, λ1. Две исключительные траектории касательны ко второму собствен-
ному вектору u2. Указанные собственные векторы равны:

u1 = (1,λ1); u1 = (1,λ2). (2.17)

Угол α между собственными векторами определяется соотношением:

cosα≡ u1u2
√

u
2
1

u
2
2

=
√

4

3Λm

< 1. (2.18)

При очень больших значениях Λm угол между собственными векторами стремится к π/2,
при Λm → 4/3 угол стремится к нулю.

3. Вырожденный случай:

Λm = 4

3
(2.19)

– этот случай практически совпадает с предыдущим с учетом лишь того обстоятельства,
что все траектории входят в особую точку касательно к единственному собственному век-
тору – это как раз и соответствует указанному выше предельному случаю α→ 0.

Утверждение 2. Такимобразом, главныйвыводпредыдущейработы [1] сохраняется:фазовая
траектория динамической системы, основанной на уравнении классического массивного ска-
лярного поля (1.8) и уравнении Эйнштейна (1.9), в плоскости (Φ, Z ) имеет одну нулевую особую
точку (притягивающий фокус или притягивающий устойчивый узел) (2.10), в котором:

t →+∞⇒Φ→ 0; Φ̇→ 0 ⇒ H →

√

Λ

3
. (2.20)

Изменяются лишь тип особой точки и вместе с этим детали приближения фазовых траекторий
к особой точке Φ= 0, Φ̇= 0 при τ→+∞.

2.4. Асимптотическое поведение масштабного фактора

Поскольку при τ→+∞ (или t →+∞)Φ→ 0 и Φ̇→ 0, то при отсутствиидругих видовматерии,
кроме скалярногополя, Вселеннаяостаетсянаедине сΛ - членом, поэтомувследствиеуравнения
Эйнштейна (1.9) масштабный фактор эволюционирует по инфляционному закону:

a(t )∼ e
H0 t

, t →+∞, (2.21)

где H0 – постоянная Хаббла:

H0 =

√

Λ

3
≡ m

√

Λm

3
. (2.22)

На ранних стадиях τ→−∞, до тех пор, пока:

Φ(τ) ≈Φ0 = Const;−→ 8πΦ
2
0 ≫Λm , (2.23)

H (t ) ≈ H1 =
m
p

3

√

Λm +8πΦ2
+0 > H0 (2.24)

имеет место ранняя инфляция:
a(t )∼ e

H1 t
, t →−∞. (2.25)

Утверждение 3. Таким образом, инвариантное космологическое ускорение

Ω= äa

ȧ2
≡ 1+ Ḣ

H 2
(2.26)

при Λ 6≡ 0 стремится к единице на ранних и поздних стадиях:

Ω(t ) → 1, t →±∞. (2.27)

Вместе с тем, «постоянная» Хаббла имеет постоянные значения в этих предельных случаях:

H (t ) → H1; (t →−∞), H (t ) → H0; (t →+∞); (H1 > H0). (2.28)
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3. Фазовые траектории динамической системы (2.9)

Приведем характерные примеры фазовых портретов динамической системы (2.9), полученных
методами численного моделирования в прикладном математическом пакете MapleXVII.

3.1. Малые значения Λ: Λm = 0.1 < 4

3

В этом случае конечным пунктом фазовой траектории является притягивающийфокус (2.10)
Φ0 = 0; y0 = Z0 = 0.

Рис. 1. Крупномасштабная картина фазовой
траектории τ ∈ [−1000,1000] при начальных
значениях: Φ(−1000)= 10; Z (−1000)= 0.

Рис. 2. Этап спуска фазовой траектории на
временах τ ∈ [−1000,−999.9] при начальных
значениях: Φ(−1000) = 10; Z (−1000)= 0.

Рис. 3. Этап накручивания фазовой траекто-
рии на притягивающий фокус: τ ∈ [−915,−700]

при начальных значениях: Φ(−1000) = 10;
Z (−1000)= 0.

Рис. 4. Конечный этап фазовой траекто-
рии – скручивающаяся спиралевидная линия:
τ ∈ [−800,−100] при начальных значениях:
Φ(−1000) = 10; Z (−1000)= 0.
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3.2. Большие значения Λ: Λm = 10> 4

3

В этом случае конечнымпунктомфазовой траектории является устойчивыйпритягивающий
узел (2.10) Φ0 = 0; y0 = Z0 = 0. Крупномасштабная картина фазовой траектории качественно не
отличается от предыдущей,однако, способ вхождения в особую точку изменяется (Рис. 5, 6).

Рис. 5. Приближение к притягивающе-
му узлу фазовой траектории: τ ∈ [85,1000]

при начальных значениях: Φ(−1000) = 10;
Z (−1000)= 0.

Рис. 6. Прохождение через притягиваю-
щий узел фазовой траектории: τ ∈ [900,1000]

при начальных значениях: Φ(−1000) = 10;
Z (−1000)= 0.

4. Численное моделирование динамической системы

Фазовые портреты динамической системы (2.9), представленные на рисунках 1 – 4, однако, не
дают информацию о некоторых деталях космологической эволюции, которые возможно полу-
чить лишь прямым численным интегрированием исходной системы уравнений Эйнштейна -
Клейна - Гордона. Кроме того, они не дают информации об исходной трехмерной динамической
системе, включающей также и уравнение Эйнштейна (1.9), а также о наблюдаемых космологи-
ческих скалярах H (t ) и Ω(t ). Для получения этой информации необходимо применить методы
прямого численного интегрирования исходной системы дифференциальных уравнений. Ниже
мы приведем результаты численного интегрирования этих уравнений методом Розенброка, хо-
рощо приспособленного для численного интегрирования систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений, обладающих признаками жесткости. В ряде более простых случаев мы при-
меняли стандартный метод Рунге - Кутта - Фелхберга 4 - 5 порядков, а в ряде более сложных
слачаев – метод Рунге - Кутта 7 - 8 порядков.

4.1. Эволюция скалярного поля Φ(t ),Φ̇(t )

На начальных стадиях τ→∞ при достаточно больших значениях потенциала скалярное по-
ле эволюционирует также, как и в случае Λ = 0: значение потенциала скалярного поля падает
линейно со временем. Затем происходит переход на колебательный режим.
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Рис. 7. Эволюция потенциала на ранних ста-
диях Φ(−1000) = 100 при малом значении кос-
мологической постоянной Λm = 0.001.

Рис. 8. Эволюция потенциала на поздних
стадиях Φ(−1000) = 100 при малом значении
космологической постоянной Λm = 0.001

На рисунках 9 – 10 показана эволюция потенциала на стадии затухающих колебаний в случае
нулевого и малого значения космологической постоянной. Видно, что при одних и тех же на-
чальных значениях скалярного потенциала на этой стадии амплитуда колебаний потенциала в
одно и то же значение времени на порядок больше в случае нулевого значения космологической
постоянной.

Рис. 9. Эволюция потенциала на стадии ко-
лебаний при нулевом значении космологиче-
ской постоянной Λm = 0 в логарифмической
шкале времени; Φ(−1000) = 100.

Рис. 10. Эволюция потенциала на стадии ко-
лебаний в логарифмической шкале времени
при малом значении космологической посто-
янной Λm = 0.001; Φ(−1000)= 100.

4.2. Эволюция постоянной Хаббла H (t )

Падение величины постоянной Хаббла от значения H1 (2.24) до значения H0 (2.22) начи-
нается тем позже, чем больше начальное значение потенциала скалярного поля Φ0 = Φ(−∞)

(Рис. 11, 12).
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Рис. 11. Зависимость эволюции постоянной
Хаббла от начального значения скалярно-
го потенциала: снизу - вверх: Φ(−1000) =
0.1;1;10;30;100 при малом значении космоло-
гической постоянной Λm = 0.01.

Рис. 12. Зависимость эволюции постоянной
Хаббла от величины космологической посто-
янной: снизу - вверх: Λm = 0;0.0001;0.1;1;10

при начальных значениях: Φ(−1000) = 100;
Z (−1000)= 0.

4.3. Масштабный фактор

Эволюция масштабного фактора показана на рисунках 13 – 14. На оси ординат графиков на
этих рисунках отложены значения ln функции

L(τ) = ln(a(τ)).

Поэтому значение ln L = 10 соответствует значению L ∼ 104 и значению масштабного фактора
a/a0 ∼ 109566.

Рис. 13. Зависимость эволюции масштабно-
го фактора от начального значения скаляр-
ного потенциала: снизу - вверх: Φ(−1000) =
0.1;1;10;100 при малом значении космологи-
ческой постоянной Λm = 0.1.

Рис. 14. Зависимость эволюции масштабно-
го фактора от величины космологической по-
стоянной: снизу - вверх: Λm = 0;0.1;4/3;10

при начальных значениях: Φ(−1000) = 1;
Z (−1000)= 0.



Качественный и численный анализ стандартной космологической модели с Λ - членом 45

4.4. Эволюция инвариантного космологического ускорения

Космологическое ускорениеΩ подсчитывается по формуле:

Ω(τ) = 1+
H ′

m(τ)

H 2
m(τ)

. (4.1)

Величина космологического ускорения также осцилирует с периодом∼ 2π после стадиипервич-
ной инфляции. На рисунках 15 – 16 показана стадия колебаний космологического ускорения. В
частности, на рисунке 16 можно видеть, как среднее значение космологического ускорения рас-
тет примерно от −1/2 до 1.

Рис. 15. Крупномасштабная эволюция кос-
мологического ускорения: Φ(−1000) = 100 при
малом значении космологической постоянной
Λm = 0.00001. Черная область графика пред-
ставляет затухающие колебания.

Рис. 16. Участок колебательной стадии эво-
люции космологического ускорения: Λm =
0.001 при начальных значениях: Φ(−1000) =
0.1; Z (−1000)= 0.

4.5. Среднее значение космологического ускорения

Как отмечалось в [1], микроскопический характер колебания5 вынуждает перейти к наблю-
даемому среднему значению космологического ускорения, вычисляемого по формуле [1]:

Ω(τ,∆τ) = 1+ 1

∆τ

( 1

h(τ)
− 1

h(τ+∆τ)

)

, (4.2)

где ∆τ= 2πN – длительность интервала усреднения.

5Период колебаний космологического ускорения Ω во временном масштабе τ порядка 2π. Поэтому в обычной шкале
времени – это комптоновский масштаб T ∼ 2πm−1, поэтому эти колебания согласно принципу неопределенности недо-
ступны наблюдениям. В принципе, этот фактор побуждает нас перейти к квантово - полевым вычислениям скалярного
поля и космологического ускорения.
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Рис. 17. Эволюция среднего космологическо-
го ускорения: Φ(−1000) = 100 при значении
космологической постоянной Λm = 0.1. Дли-
тельность интервала усреднения ∆τ= 20π.

Рис. 18. Эволюция среднего космологиче-
ского ускорения: Φ(−1000) = 100 при зна-
чении космологической постоянной Λm =
0.0001. Длительность интервала усреднения
∆τ= 100π.

Рис. 19. Эволюция среднего космологиче-
ского ускорения:Φ(−1000)= 100 значениикос-
мологической постоянной Λm = 0.00001. Дли-
тельность интервала усреднения ∆τ= 100π.

Рис. 20. Эволюция среднего космологиче-
ского ускорения:Φ(−1000) = 100 при значении
космологической постоянной – снизу – вверх:
Λm = 10−8;3 · 10−8;10−7;10−6;10−5;10−4. Дли-
тельность интервала усреднения ∆τ = 100π÷
200π.

Заключение

Таким образом, можно констатировать, что при малых значениях космологической посто-
янной Λm ≤ 3 · 10−8 эволюция динамической системы, положенной в основание СКС, на боль-
ших временных интервалах весьма слабо отличается от эволюции динамической системы без
учета космологической постоянной. В частности, и в такой системе возникает достаточно дли-
тельная нерелятивистская стадия. Следует заметить, что при использовании в качестве базовой
стандартной модели элементарных частиц с массой Хиггсова бозона порядка 10 Tev ∼ 10−15mpl

это ограничение даетΛ≤ 3 ·10−38. Как известно, значение космологической постоянной оцени-
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вается как 10−123, так что реальная космологическая ситуация относится именно к рассматри-
ваемому случаю, отвечающему первому типу особой точки – притягивающего полюса. Как мы
отмечали выше, конечной стадией такой космологическоймодели является инфляционная, а на
промежуточных стадиях расширения автоматически возникает нерелятивистский режим.

В заключении Авторы выражают благодарность членам MW - семинара по релятивистской
кинетике и космологииКазанскогофедерального университета за полезное обсуждениеработы.
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