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Ïðåäèñëîâèå

Â 2010 ãîäó âûøëà ìîíîãðà�èÿ Àâòîðà [1℄, ïîñâÿùåííàÿ ñèñòåìàòè÷å-

ñêîìó èçëîæåíèþ îáùåðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè è åå ïðèëîæå-

íèÿì ê ïðîáëåìàì òåîðèè ãðàâèòàöèè, ãðàâèòàöèîííîãî ýêñïåðèìåíòà, ðåëÿ-

òèâèñòñêîé àñòðî�èçèêå è êîñìîëîãèè. Ìîíîãðà�èÿ âûøëà íåáîëüøèì, ¾ïè-

ëîòíûì¿ òèðàæîì è, ïî-âèäèìîìó, ïîýòîìó áûñòðî ðàçîøëàñü. Íåñìîòðÿ íà

òî, ÷òî ìîíîãðà�èÿ áûëà îïóáëèêîâàíà Àâòîðîì íà ðàçëè÷íûõ âåá-ñàéòàõ

1

,

ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé ñïðîñ íà ýòó êíèãó â ¾òâåðäîì¿ �îðìàòå, ïîñêîëüêó

åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â êà÷åñòâå ó÷åáíèêà è ñïðàâî÷íèêà, êîòîðûé âñåãäà

óäîáíî èìåòü ïîä ðóêîé. Â òå÷åíèå ïîñëåäóþùèõ 3-õ ëåò Àâòîðîì áûë ïîëó-

÷åí ðÿä ñåðüåçíûõ ðåçóëüòàòîâ â îáëàñòè îáùåðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé

òåîðèè, ñâÿçàííûõ ñ îáîáùåíèåì íåêîòîðûõ òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé íà êîñ-

ìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñ óñêîðåíèåì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêëà èäåÿ ïåðåðàáîò-

êè ïðåäûäóùåé ìîíîãðà�èè ñ îïóñêàíèåì íåêîòîðûõ âîïðîñîâ, íå èìåþùèõ

ïîêà íàáëþäàòåëüíîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ è ðàñøèðåíèåì

ìîíîãðà�èè â íàïðàâëåíèè ïðîáëåì êîñìîëîãèè, êîòîðàÿ ñåé÷àñ ïåðåæèâàåò

íàñòîÿùèé áóì â ñâÿçè ñ ðÿäîì ðåâîëþöèîííûõ îòêðûòèé âíåãàëàêòè÷åñêîé

àñòðîíîìèè: óñêîðåíèå Âñåëåííîé, òåìíàÿ ìàòåðèÿ è òåìíàÿ ýíåðãèÿ è ò.ï. Â

ðåçóëüòàòå â 2013 ãîäó âûøëà ìîíîãðà�èÿ Àâòîðà [2℄, ïîñâÿùåííàÿ âîïðîñàì

ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòèêè â êîñìîëîãèè, â êîòîðîé íàøëè îòðàæåíèå îðèãè-

íàëüíûå èññëåäîâàíèÿ Àâòîðà è åãî ó÷åíèêîâ ïî êîñìîëîãè÷åñêèì ìîäåëÿì

ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö. Â óêàçàííîé ìîíîãðà�èè ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ [1℄ áûëè îïóùåíû ãëàâû, ïîñâÿùåííûå âçàèìîäåéñòâèþ ãðàâèòàöè-

îííîãî èçëó÷åíèÿ ñ ðåëÿòèâèñòñêîé ïëàçìîé, è äîáàâëåíû ãëàâû, ïîñâÿùåí-

íûå êèíåòè÷åñêèì ìîäåëÿì óñêîðåíèÿ Âñåëåííîé è êèíåòèêå âîññòàíîâëå-

íèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â óñêîðåííîé Âñåëåííîé. Çà ïîñëåäíèå

2 - 3 ãîäà, îäíàêî, íàó÷íîìó êîëëåêòèâó èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî óäàëîñü ïîëó÷èòü ðÿä íîâûõ, âåñüìà èíòåðåñíûõ äëÿ

1
ñì., íàïðèìåð, http://rgs.vniims.ru/books/kinetis.pdf

6



Ïðåäèñëîâèå

êîñìîëîãèè ðåçóëüòàòîâ, â ñâÿçè ñ ÷åì âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü íàïèñàíèÿ

íîâîé ìîíîãðà�èè. Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü

ðåçóëüòàòîâ áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåí-

íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ èçëîæåíû â ìîíîãðà�èè àâòîðà

[3℄. Àâòîð, ïî ìåðå âîçìîæíîñòåé, ñòàðàëñÿ íàïèñàòü êíèãó òàê, ÷òîáû îíà

áûëà äîñòóïíîé äëÿ ïîíèìàíèÿ ñòóäåíòàì, ìàãèñòðàíòàì è àñïèðàíòàì, òåì

ñàìûì ñäåëàâ åå êàê áû áîëåå ïðî�åññèîíàëüíûì ïðîäîëæåíèåì ó÷åáíèêà

[4℄.

Àâòîð áëàãîäàðåí ñâîèì ðåöåíçåíòàì, ïðî�åññîðàì Âëàäèñëàâó �àâðè-

èëîâè÷ó Áàãðîâó è Äìèòðèþ Âëàäèìèðîâè÷ó �àëüöîâó çà êîíñòðóêòèâíûå

çàìå÷àíèÿ, ñïîñîáñòâóþùèå óëó÷øåíèþ êà÷åñòâà êíèãè. Êðîìå òîãî, Àâòîð

áëàãîäàðåí Ñàìèãóëëèíîé Àëñó �èíàòîâíå çà ïîìîùü ïî ïîäãîòîâêå êíèãè

ê èçäàíèþ è ñâîåìó ó÷åíèêó, ê.�.-ì.í. Àãà�îíîâó Àëåêñàíäðó Àëåêñååâè÷ó,

çà ïîäãîòîâêó ìàêåòà îáëîæêè êíèãè è âûïîëíåíèå ðÿäà ñëîæíûõ ðèñóíêîâ.

Íèæå ïðèíÿòà, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî îñîáî, ñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé

G = c = ~ = 1; ñèãíàòóðà ìåòðèêè (−−−+), ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò

çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4, ãðå÷åñêèå - îò 1 äî 3. Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå îáîçíà-

÷àþòñÿ çàïÿòîé ëèáî, ãäå ýòî óäîáíî, ñèìâîëîì ∇i. Òåíçîð �è÷÷è îïðåäåëåí

÷åðåç ñâåðòêó òåíçîðà �èìàíà ïî ïåðâîìó è òðåòüåìó èíäåêñàì, êàê è â êíèãå

[124℄;

(p, q) = gikp
iqk

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ pi è pk. Ñîîòíîøåíèå: A
∗
= B áóäåò îáîçíà-

÷àòü, ÷òî ðàâåíñòâî A = B èìååò ìåñòî â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Àâòîð

.

7



�ëàâà I

Ñòàíäàðòíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü:

ìàòåìàòè÷åñêèé, êà÷åñòâåííûé è

÷èñëåííûé àíàëèç

I.1 Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ñ êîñìîëîãè÷åñêèì ÷ëåíîì

I.1.1 Ïðîñòðàíñòâî - âðåìÿ äå Ñèòòåðà

Â 1917 ãîäó À. Ýéíøòåéí ìîäè�èöèðîâàë ñâîþ òåîðèþ ãðàâèòàöèè [49℄, äî-

áàâèâ â óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ òàê íàçûâàåìûé êîñìîëîãè÷åñêèé

÷ëåí (Λ - ÷ëåí)

1

:

Gi
k = Λδik + 8πT ik. (I.1)

Â òîì æå ãîäó äå Ñèòòåð íàøåë ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ ïðîñòðàíñòâà

ïîñòîÿííîé êðèâèçíû [50℄:

ds2 = cos2
( r
R

)
dt2 − dr2 − R2 sin2

( r
R

)
(dθ2 + sin2 θdϕ2). (I.2)

Â 1918 Ýéíøòåéí óêàçàë íà òî, ÷òî ðåøåíèå äå Ñèòòåðà (I.2) èìååò èñòèí-

íóþ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè r = π/2R [51℄. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâåëî åãî â

äàëüíåéøåì ê îòêàçó îò Λ - ÷ëåíà.

Êàê îêàçàëîñü â äàëüíåéøåì, ñèíãóëÿðíîñòü áûëà âûçâàíà íåóäà÷íûì ñè-

ñòåìû îòñ÷åòà, â êîòîðîé âñå ïðîñòðàíñòâî íå ïîêðûâàëîñü ñâåòîâûì êîíó-

ñîì. Â ñèíõðîííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ìåòðèêà (I.2) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

ìåòðèêà Ôðèäìàíà [52℄. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå, íàçûâàåìîå èí�ëÿöèåé,

îïèñûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðîå ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé:

ds2 = dt2 − a2(t){dχ2 + ̺2(χ)(dθ2 + sin2 θdϕ2)}; (I.3)

1
Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïðèíÿòà Ïëàíêîâñêàÿ ñèñòåìà åäèíèö ~ = c = G = 1; ìåòðèêà èìååò ñèãíàòóðó

(−1,−1,−1,+1), òåíçîð �è÷÷è ïîëó÷àåòñÿ èç òåíçîðà �èìàíà ñâåðòêîé ïåðâîãî è òðåòüåãî èíäåêñîâ.
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I.1. Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ñ êîñìîëîãè÷åñêèì ÷ëåíîì

a(t) =






a0H
−1
0 coshH0t; ̺(χ) = sinχ; k > 0;

a0e
H0t; ̺(χ) = χ; k = 0;

a0 sinhH0t; ̺(χ) = sh(χ); k < 0,

, (I.4)

ãäå k - êðèâèçíà òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà è

H0 =
√

Λ/3. (I.5)

Ìåòðèêà (I.3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â �îðìå ìåòðèêè êîí�îðìíî ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ïðîñòðàíñòâó ïîñòîÿííîé êðèâèçíû:

ds2 = a2(η)(dη2 − dχ2 + ̺2(χ)(dθ2 + sin2 θdϕ2)), (I.6)

ãäå

a(η)dη = dt⇔ t =

∫
a(η)dη ⇔ η =

∫
dt

a(t)
. (I.7)

I.1.2 Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ïóñòîé Âñåëåííîé â ñëó÷àå íó-

ëåâîé êðèâèçíû

Â ñëó÷àå íóëåâîé êðèâèçíû ̺ = r ìåòðèêà Ôðèäìàíà (I.3) ïðèíèìàåò âèä

ds2 = dt2 − a2(t)(dx2 + dy2 + dz2) (I.8)

è åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ïóñòîé Âñåëåííîé

ïðèíèìàåò �îðìó:

a′2

a4
= Λ⇒ a′

a2
=
√
Λ. (I.9)

�åøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ:

a =
a0

1− a0
√
Λ(η − η0)

(I.10)

Âûáèðàÿ êîíñòàíòó η0 òàê, ÷òîáû ñèíãóëÿðíîå (íóëåâîå) çíà÷åíèå ìàñøòàá-

íîãî �àêòîðà ñîîòâåòñòâîâàëî çíà÷åíèþ η = −∞ (ò.å., η0a0
√
Λ = 1), ïîëó÷èì

a(η) = − 1√
Λη

, η ∈ (−∞,−0). (I.11)

Ñ ïîìîùüþ (I.7) íàéäåì ñîîîòíîøåíèå ìåæäó âðåìåííîé ïåðåìåííîé η è

�èçè÷åñêèì âðåìåíåì t. Òàê áåñêîíå÷íî óäàëåííîå ïðîøëîå ñîîòâåòñòâóåò
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�ëàâà I. Ñòàíäàðòíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü: êà÷åñòâåííûé è ÷èñëåííûé àíàëèç

çíà÷åíèþ η = −∞, è áåñêîíå÷íî óäàëåííîå áóäóùåå � η = −0. Èíòåãðèðóÿ
óðàâíåíèå (I.6) ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ (I.11), ïîëó÷èì

t = − 1√
Λ
ln(−η),⇒ η → −∞↔ t→ −∞; η → +∞↔ t→ +∞. (I.12)

Òàêèì îáðàçîì, èñòîðèÿ äå Ñèòòåðîâñêîé âñåëåííîé íå èìååò íè íà÷àëà, íè

êîíöà.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðèìåì ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðî-

èçâîäíûõ �óíêöèé ïî âðåìåííûì ïåðåìåííûì:

f ′ =
∂f

∂η
, ḟ =

∂f

∂t
⇒ f ′ = aḟ ; ḟ =

f ′

a
. (I.13)

I.2 Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ íåïóñòîé Âñåëåííîé

I.2.1 Òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà

Ó÷òåì òåïåðü âêëàä ìàòåðèè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (II.1).

Ñèììåòðèè ìåòðèêè ïî îòíîøåíèþ ê âðàùåíèÿì è ïåðåìåùàíèÿì òðåõìåð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà âñëåäñòâèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷-

íûì ñèììåòðèÿì òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà. Ïîýòîìó òåíçîð ýíåðãèè - èì-

ïóëüñà îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé âñåëåííîé îáÿçàí èìåòü ñòðóêòóðó òåíçîðà

ýíåðãèè - èìïóëüñà èäåàëüíîé æèäêîñòè:

T ik = (ε+ p)δi4δ
4
k − pδik. (I.14)

Ñîîòâåòñòâåííî (VII.34) Ý.Á. �ëèíåð [53℄ äàë èíòåðïðåòàöèþ êîñìîëîãè÷å-

ñêîìó ÷ëåíó êàê ïëîòíîñòè ýíåðãèè âàêóóìà ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ:

Λ = ε0 ⇒ ε0 + p0 = 0. (I.15)

Â ðåçóëüòàòå îñòàþòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, îäíî èç êîòî-

ðûõ âñëåäñòâèå òîæäåñòâ Áèàíêè ìîæåò áûòü çàìåíåíî äè��åðåíöèàëüíûì

ñëåäñòâèåì � çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

ε′ + 3
a′

a
(ε+ p) = 0⇔ ε̇+ 3

ȧ

a
(ε+ p) = 0. (I.16)

Ïðè çàäàííîì óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ

p = p(ε) (I.17)
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I.3. Ôèçè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ìèðà äå Ñèòòåðà

óðàâíåíèå (I.16) âñåãäà èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:

∫
dε

ε+ p(ε)
= −3 ln a. (I.18)

Â ïðèñóòñòâèè ìàòåðèè îñòàâøååñÿ óðàâíåíèå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïðèíè-

ìàåò âèä:

3
a′2

a4
= Λ + 8πε⇒ 3

ȧ2

a2
= Λ+ 8πε. (I.19)

Çàìå÷àíèå: Ñèñòåìà óðàâíåíèé (I.16), (I.19) èíâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ ê

ìàñøòàáíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ

a(t)→ Const · a(t), (I.20)

ïîýòîìó ìàñøòàáíóþ �óíêöèþ a(t) ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé, íàïðèìåð, 1 â
ïðîèçâîëüíûé, íåñèíãóëÿðíûé, ìîìåíò �èçè÷åñêîãî âðåìåíè t.

I.3 Ôèçè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ìèðà äå Ñèòòåðà

I.3.1 Íåóñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê äîáàâëåíèþ âåùåñòâà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ââåäåì â ìèð äå Ñèòòåðà íåáîëüøóþ ïîðöèþ âåùå-

ñòâà, òàê ÷òî:

ε≪ Λ; p ≈ dp

dε

∣∣∣∣
0

ε⇒ p = κε, (I.21)

ãäå κ åñòü òàê íàçûâàåìûé êîý��èöèåíò áàðîòðîïû. Òîãäà èç çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ ýíåðãèè (I.18) íàéäåì, ïîëàãàÿ a0 = 1:

ε = ε0 · a−3(1+k); (k 6= −1). (I.22)

Ïîäñòàâëÿÿ (I.22) â óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà (I.19), ìû íàéäåì, ïîëàãàÿ ε0 6≡ 0):

a(t) =

[√
8πε0
Λ

sinh

(
3(1 + k)

√
Λ

2
t

)] 2
3(1+k)

∼





t

2
3(1+k) , t→ 0;

e
√
Λt, t→∞

(I.23)

(èí�ëÿöèÿ ïðè t→∞) è ñîãëàñíî (I.18):

ε→ 1

6π(1 + k)2t2
, (I.24)
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�ëàâà I. Ñòàíäàðòíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü: êà÷åñòâåííûé è ÷èñëåííûé àíàëèç

ò.å., ïðè t → 0 ìû ïîëó÷èì ñòàíäàðòíîå êîñìîëîãè÷åñêîå ðåøåíèå  Λ = 0
äëÿ ìàòåðèè ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ (I.21).

×òî æå ïðîèçîøëî?

Çàìåòèì, âî - ïåðâûõ, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè ε0 äîáàâ-

ëåííîãî âåùåñòâà âîîáùå âûïàëà èç �îðìóëû äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè âåùå-

ñòâà (I.24). Ïðèñóòñòâèå æå ýòîé âåëè÷èíû â âûðàæåíèè (I.23) âñëåäñòâèå

óêàçàííîãî ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ïî îò-

íîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì (I.20) ìîæåò áûòü óñòðàíåíî ïóòåì ìàñøòàáíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî �îðìóëû êîñìîëîãè÷åñêîé

ìîäåëè ïðèñóòñòâèå âåùåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ýòî-

ãî âåùåñòâà, ò.å., êîý��èöèåíòîì áàðàòðîïû κ, íî ïðè ýòîì íå çàâèñÿò îò

äîëè âåùåñòâà, âíåñåííîãî â ìèð äå Ñèòòåðà. Ïðè ýòîì âðåìÿ ïåðåõîäà ñ �ìà-

òåðèàëüíîãî ðåæèìà� ðàñøèðåíèÿ íà èí�ëÿöèîííûé, tλ, âîîáùå íå çàâèñèò

îò íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ε0 äîáàâëåííîãî âåùåñòâà, à îïðåäåëÿåòñÿ
ëèøü êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λ è óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà:

tλ =
2

3(1 + k)
√
Λ
. (I.25)

Âî - âòîðûõ, ìû çàìå÷àåì åùå áîëåå �ñòðàííîå� îáñòîÿòåëüñòâî: íàëè÷èå

ñêîëü óãîäíî ìàëîãî êîëè÷åñòâà âåùåñòâà ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ε+ p > 0

äåëàåò êîíå÷íûì ïðîøëîå Âñåëåííîé: ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (I.23)

� (I.24) èìååò êîñìîëîãè÷åñêóþ ñèíãóëÿðíîñòü a = 0 â ìîìåíò �èçè÷åñêîãî

âðåìåíè t = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [30, 46℄:

Óòâåðæäåíèå 1 Ìèð äå Ñèòòåðà íåóñòîé÷èâ ïî îòíîøåíèþ ê äîáàâëå-

íèþ ëþáîé ìàòåðèàëüíîé �ïðèìåñè� â ñêîëü óãîäíî ìàëîì îòíîñèòåëüíîì

êîëè÷åñòâå: áåñêîíå÷íîå ïðîøëîå ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì, ïåðâîé êîñ-

ìîëîãè÷åñêîé ñòàäèåé ñòàäèåé ñòàíîâèòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ, êîòîðàÿ ÷åðåç

âðåìÿ tλ (I.25) ïåðåõîäèò â èí�ëÿöèîííóþ ñòàäèþ.

Ïðèìå÷àíèå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ âåðîÿòíîñòü

âîçíèêíîâåíèÿ àáñîëþòíî îäíîðîäíîãî è èçîòðîïíîãî ÷èñòîãî âàêóóìíîãî

ñîñòîÿíèÿ ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé, â òîì ÷èñëå, íåèçîòðîïíûõ è

íåîäíîðîäíûõ, à òàêæå äîïóñêàþùèõ íàëè÷èå äðóãèõ íåîäíîðîäíûõ è íåèçî-

òðîïíûõ �èçè÷åñêèõ ïîëåé, ñòðîãî ðàâíà íóëþ. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ

âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, ïî êðàéíåé ìåðå, íå ìåíååM
6
, ãäåM åñòü

ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó êîñìîëîãàì äëÿ
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I.3. Ôèçè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ìèðà äå Ñèòòåðà

îáúÿñíåíèÿ ýòîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íå îñòàåòñÿ íè÷åãî äðóãîãî, êàê ïðè-

áåãàòü ê òàê íàçûâàåìûì �ýñòåòè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì�. Íî êàê äàâíî èçâåñò-

íî, ýñòåòè÷åñêèå ïðåäïî÷òåíèÿ ðàçëè÷íûõ ëþäåé, â òîì ÷èñëå, è �èçèêîâ -

òåîðåòèêîâ, ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ

2

. Îáðàùåíèå ê ýñòåòè÷åñêèì äî-

âîäàì â �îðìóëèðîâêå �óíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ïðèðîäû óìåñòíî òîëüêî

òîãäà, êîãäà ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîñòðîåííûõ íà ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ïðèíöèïàõ, ïîääàþòñÿ îäíîçíà÷íîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå.

I.3.2 Àíàëèç ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ñî ñêàëÿðíûì âàêóóìîì

I.3.2.1 Óðàâíåíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñî ñêàëÿðíûì âàêóóìîì

Â ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ðàííåé âñåëåííîé â êà÷åñòâå ìîäåëè

âàêóóìà ðàññìàòðèâàåòñÿ âàêóóìíîå ìàññèâíîå ñêàëÿðíîå ïîëå Φ, êîòîðîìó
ñîîòâåòñòâóåò òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà:

T ik = 2Φ,iΦ,k − δikΦ,jΦ
,j + δikm

2Φ2, (I.26)

ãäå m - ìàññà êâàíòîâ ýòîãî ïîëÿ. Óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïîëó÷àåòñÿ èç

òîæäåñòâ Áèàíêè T ik,i = 0:

�Φ +m2Φ = 0, (I.27)

ãäå

�Φ = gikΦ,ik ≡
1√−g

∂

∂xi
√−ggik ∂

∂xk
Φ (I.28)

åñòü îïåðàòîð D'Alembert. Äëÿ îäíîðîäíîé âñåëåííîé Φ = Φ(t), è òåíçîð

ýíåðãèè - èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðèíèìàåò èçîòðîïíóþ ñòðóêòóðó (VII.34),

ãäå

ε = Φ̇2 +m2Φ2; p = Φ̇2 −m2Φ2, (I.29)

òàê ÷òî

ε+ p = 2Φ̇2, (I.30)

à óðàâíåíèå ïîëÿ (II.4) ïðèíèìàåò âèä:

Φ̈ + 3
ȧ

a
Φ̇ +m2Φ = 0. (I.31)

2
Çäåñü óìåñòíî âñïîìíèòü ïîëåìèêó â íà÷àëå XX-ãî âåêà êðóïíåéøèõ �èçèêîâ âîêðóã ïðèíöèïèàëü-

íûõ âîïðîñîâ êâàíòîâîé òåîðèè.
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Â òîæå âðåìÿ åäèíñòâåííîå íåçàâèñèìîå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà åñòü:

3
ȧ2

a2
= 8π(Φ̇2 +m2Φ2). (I.32)

Ïðèìå÷àíèå:

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû Φ̇ = 0, òî ñîãëàñíî (II.6), ìû ïîëó÷èëè áû âàêóóìíîå

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ε+p = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïîëå ìîãëî áû èãðàòü

ðîëü ý��åêòèâíîãî êîñìîëîãè÷åñêîãî ÷ëåíà.

I.3.2.2 Ïðèáëèæåíèå ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ

Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü îñíîâàíà íà òàê íàçûâàåìîì ïðèáëèæåíèè ìåäëåííîãî

ñêàòûâàíèÿ â óðàâíåíèÿõ (II.8) è (II.9) (ñì., íàïðèìåð, [54℄)

3

:

|Ḣ | ≪ H2 ⇔ |Ω− 1| ≪ 1, (I.33)

ãäå H(t) � ïîñòîÿííàÿ Õàááëà

H =
ȧ

a
=
a′

a2
, (I.34)

è

Ω =
äa

ȧ2
≡ 1 +

Ḣ

H2
(I.35)

åñòü èíâàðèàíòíîå êîñìîëîãè÷åñêîå óñêîðåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåíèå

ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ ýêâèâàëåíòíî íàëîæåíèþ óñëîâèÿ íà âòîðûå ïðîèç-

âîäíûå ìàñøòàáíîãî �àêòîðà:

aä = ȧ2. (I.36)

Ñîîòíîøåíèå (I.36) ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

íà ìàñøòàáíûé �àêòîð. Ïðîèçâîäÿ ïðîñòåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå:

ä ≡ dȧ

da
ȧ, (I.37)

ïðèâåäåì åãî ê âèäó:

dȧ

ȧ
=
da

a
3
Ìû âûïèñûâàåì çäåñü îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ñëó÷àÿ ïðî-

ñòåéøåãî ïîòåíöèàëà V (Φ) = m2Φ2
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è íàéäåì åãî ðåøåíèå:

ȧ = Ca,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èíòåãðèðóÿ åùå ðàç ýòî ñîîòíîøåíèå, ïî-

ëó÷èì èí�ëÿöèîííîå ðåøåíèå äëÿ ìàñøòàáíîãî �àêòîðà:

a(t) = a1e
Ct. (I.38)

Â ýòîì ñëó÷àå:

H = H0 = C; Ω = 1. (I.39)

Óòâåðæäåíèå 2 Òàêèì îáðàçîì, òàê íàçûâàåìîå ïðèáëèæåíèå ìåäëåííî-

ãî ñêàòûâàíèÿ (I.33) ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíî ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî

ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè èí�ëÿöèîííûì:

Ḧ ≪ Ḣ2 ⇔ a(t) ∝ eH0t. (I.40)

I.3.2.3 �åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïðèáëèæåíèè ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ

Òåïåðü íàäî âûÿñíèòü, êàê ïîëó÷èòü èí�ëÿöèîííîå ðåøåíèå (I.38) â êà÷å-

ñòâå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (II.9). Ïðÿìàÿ ïîä-

ñòàíîâêà (I.38) â óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà (II.9) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó:

3H2
0 = 8π(Φ̇2 +m2Φ2). (I.41)

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (I.41) ïîñòîÿííà, à ïðàâàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé

êâàäðàòîâ äâóõ �óíêöèé, îáùèì ðåøåíèåì (I.41) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

Φ =

√
3

8π

H0

m
sinψ(t); Φ̇ =

√
3

8π

H0

m
cosψ(t), (I.42)

ãäå ψ(t) � ïîêà ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Âû÷èñëÿÿ Φ̇ äè��åðåíöèðîâàíèåì

ïåðâîãî èç ñîîòíîøåíèé (I.42) è ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ñî âòîðûì, íàéäåì:

ψ̇ = 1 → ψ = t. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â óðàâíåíèå ïîëÿ (II.8),

ìû, åñòåñòâåííî, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ H0/m = 0, îòêóäà ïîëó÷èì äëÿ

ïîñòîÿííîé C â ñîîòíîøåíèè (I.39) åäèíñòâåííî âîçìîæíîå ðåøåíèå, ñòðîãî

ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèáëèæåíèþ ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ è îòâå÷àþùåå ïóñòî-

ìó åâêëèäîâîìó ïðîñòðàíñòâó C = H0 = 0, Φ = 0.

Óòâåðæäåíèå 3 Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ïðèáëèæåíèÿ ìåä-

ëåííîãî ñêàòûâàíèÿ íå äàåò íóæíîãî ðåçóëüòàòà: ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðèáëè-

æåíèå ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ äàåò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû

óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà - Êëåéíà - �îðäîíà:

Ω− 1→ 0↔ H = 0; Φ = 0. (I.43)
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I.3.2.4 Ïðèáëèæåíèå ìàëîé ìàññû

Ïîýòîìó â ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàííåé èí-

�ëÿöèè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ åùå îäíî ïðèáëèæåíèå: ïðèáëèæåíèå ìàëîé

ìàññû êâàíòîâ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

m2 ≪ ȧ2

a2
≡ H2. (I.44)

Â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è óñëîâèå:

m2Φ≪ Φ̈↔ m2Φ≪ ȧ

a
Φ̇. (I.45)

Â ýòîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (II.8) ïðèíèìàåò âèä

Φ̈ + 3
ȧ

a
Φ̇ = 0 (I.46)

è åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå, ïðèâîäÿùåå ê äå Ñèòòåðîâñêîìó âàêóóìó, åñòü

Φ = Φ0 = Const. (I.47)

Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (II.6) ïîëó÷èì:

ε = −p = m2Φ2
0 = Const. (I.48)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà (II.9) è ðåøàÿ åãî, ïîëó÷èì

èí�ëÿöèîííîå ðåøåíèå:

a(t) = a1e
H0t, H0 =

√
8π

3
m|Φ0|. (I.49)

�åøåíèå (I.47) � (I.49) ìû áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèé Ýéíøòåéíà - Êëåéíà - �îðäîíà ñîîòâåòñòâåííî åãî öåíòðàëüíîé ðîëè

â ñîâðåìåííîì ñòàíäàðòíîì êîñìîëîãè÷åñêîì ñöåíàðèè. Â ýòîé ñòàíäàðòíîé

ìîäåëè íà÷àëî Âñåëåííîé, ñîîòâåòñòâóþùåå êîñìîëîãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè

a = 0, íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîì ïðîøëîì:

a(−∞) = 0. (I.50)

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà (II.9) â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè èìååò

âèä:

H2 = H2
0 , (I.51)
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ïîýòîìó ñîãëàñíî (I.49) óñëîâèå (I.44) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ:

|Φ0| ≫
√

3

8π
, (I.52)

ò.å., âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà ñêàëÿð-

íîãî ïîëÿ.

Ñîâåðøèì òåïåðü ñëåäóþùóþ èòòåðàöèþ äëÿ ó÷åòà ìàññèâíîãî ÷ëåíà â

óðàâíåíèè ïîëÿ (II.8). Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì èí�ëÿöèîííîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèå Ýéíøòåéíà (I.49) â èñõîäíîå óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (II.8)

Φ̈ + 3H0Φ̇ +m2Φ = 0 (I.53)

è íàéäåì åãî òî÷íîå ðåøåíèå:

Φ = C1 exp

[
−1
2

(
3H0 +

√
9H2

0 − 4m2
)
t

]

+C2 exp

[
−1
2

(
3H0 −

√
9H2

0 − 4m2
)
t

]
, (I.54)

â êîòîðîì çàòåì ó÷òåì óñëîâèå (I.44). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

Φ ≈ C1e
−3H0t + C2e

− m2

3H0
t. (I.55)

Ïåðâûé ÷ëåí â ýòîì ðåøåíèè áûñòðî çàòóõàåò ïðè t → +∞, à âòîðîé ÷ëåí

ïðè óñëîâèè ìàëûõ çíà÷åíèé âðåìåííîé ïåðåìåííîé

|mt| ≪ 3H0

m
≡
√
3|Φ0| (I.56)

îñòàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííûì. Èìåííî ýòîò ÷ëåí è ñîçäàåò ìîäåëü

ïîñòîÿííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó â ñîãëàñèè áîëåå òî÷íîé ìîäåëè �ïî-

ñòîÿííîãî� ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïðèáëèæåíèè (I.44) ìû äîëæíû ïîëîæèòü:

Φ ≈ Φ0e
− m2

3H0
t. (I.57)

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå âìåñòî ñòàíäàðòíîãî (I.47), ïðîâåðèì âûïîë-

íåíèå èñõîäíîãî óñëîâèÿ (I.45) (óñëîâèå (I.44), êàê ìû âèäåëè, ñâîäèòñÿ ê

óñëîâèþ (I.52) íà âåëè÷èíó ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà):

Φ̈≫ m2Φ→ 9H2
0 ≪ m2; (I.58)

ȧ

a
Φ̇≫ m2Φ→ 1

3
≫ 1. (I.59)
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Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå èç ýòèõ óñëîâèé, (I.58), ãðóáî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó

óñëîâèþ (I.44), à âòîðîå óñëîâèå, (I.59), ïðîòèâîðå÷èò ýëåìåíòàðíîé ëîãèêå.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âáëèçè êîñìîëîãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè t → −∞ ýòîò

÷ëåí ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðè áîëüøèõ æå

âðåìåíàõ t ≫ 3H0/m
2
ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ Φ → 0.

Ïîýòîìó ïðè óñëîâèè (I.56) è îäíîâðåìåííî H0t≫ 1 ìû ïîëó÷èì:

Φ ≈ Φ0e
− m2

3H0
t ≈ Φ0 ≫ 1. (I.60)

Çàìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå (I.44) óñëîâèå (I.56) ãîðàçäî ñëàáåå óñëîâèÿ (I.45),

ïîýòîìó èí�ëÿöèîííîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âðåìåí ãîðàçäî áîëüøèõ

êîìïòîíîâñêèõ äëÿ ñêàëÿðíûõ áîçîíîâ:

t≪ tc =

√
3|Φ0|
m

≫ 1

m
. (I.61)

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí â ðåøåíèè (I.55) âáëèçè êîñìîëîãè÷åñêîé

ñèíãóëÿðíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî óæå

óêàçûâàåò íà íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ (I.47).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëüþ, îïè-

ñûâàåìîé íåëèíåéíîé ñèñòåìîé äâóõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (II.8) è (II.9), òî ïðèáëèæåíèå ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ (I.44) äîëæíî

ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà âñþ ñèñòåìó ýòèõ óðàâíåíèé, à íå íà îäèíî÷íîå óðàâ-

íåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (II.8). Íî â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèè Ýéíøòåéíà ìû

òàêæå ñðàçó äîëæíû áûëè áû îòáðîñèòü ìàññèâíûé ÷ëåí, ò.å., âìåñòî (II.9)

ïîëó÷èòü óðàâíåíèå:

3
ȧ2

a2
= 8πΦ̇2. (I.62)

Íî òîãäà ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ (I.47) â ýòî óðàâíåíèå äàëî áû Φ̇0 = 0→ a =
Const, ò.å., âìåñòî èí�ëÿöèè ìû ïîëó÷èëè áû ïëîñêèé ìèð Ìèíêîâñêîãî. Òà-

êèì îáðàçîì, ðåøåíèå (I.47) Φ = Φ0 ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè íåêîððåêòíûì

äàæå â ïðèáëèæåíèè ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ.

Êàêîå æå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì â ïðèáëèæåíèè ìåäëåííîãî ñêà-

òûâàíèÿ? Ëåãêî íàéòè ïåðâûé èíòåãðàë äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (I.46):

a3Φ̇ = C1 = Const. (I.63)

�åøåíèå (I.47) ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîìó âûáîðó êîíñòàíòû C1 = 0 â (I.63).

Êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò â òåîðèè ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå îòáðàñûâàíèåì ïðî-

èçâîëüíûõ êîíñòàíò, îêàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè. Åñëè ìû ïîëîæèì â (I.63)
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C1 6= 0 è ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà (II.9), òî

êàê ðàç â ïðèáëèæåíèè ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ, ò.å., äëÿ óðàâíåíèÿ (I.62),

ñðàçó ïîëó÷èì ðåøåíèå

a(t) = a1t
1/3; a1 = C

1/3
1 (24π)1/6, (I.64)

ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëüíî - æåñòêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ p = ε, ò.å.,

κ = +1. Ïîäñòàíîâêà íàéäåííîãî ìàñøòàáíîãî �àêòîðà (I.64) â ïåðâûé èí-

òåãðàë (I.63) äàåò îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïîëÿ â ïðèáëèæåíèè

ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ [30, 46℄:

Φ = C2 +
1√
24π

ln t, (I.65)

ãäå C2 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Óòâåðæäåíèå 4 Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü îñíîâàíà íà íåêîð-

ðåêòíîì ðåøåíèè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà - Êëåéíà - �îðäîíà â ïðèáëèæå-

íèè ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ. Êîððåêòíîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé â ïðè-

áëèæåíèè ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ ïðèâîäèò ê êîíå÷íîìó íà÷àëó Âñåëåí-

íîé ñ ïðåäåëüíî - æåñòêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ âáëèçè êîñìîëîãè÷åñêîé

ñèíãóëÿðíîñòè.

I.3.2.5 Íåóñòîé÷èâîñòü ñòàíäàðòíîãî ðåøåíèÿ â ïðèáëèæåíèè ìåäëåííîãî ñêà-

òûâàíèÿ

I.3.3 Óñòîé÷èâîñòü ñòàíäàðòíîãî ðåøåíèÿ

�àññìîòðèì âîçìóùåíèÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè, çàâèñÿùèå ëèøü îò âðåìåíè è

âûçûâàåìûå �àêòîðîì ìàññû m2
, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíîé îäíîãî

ïîðÿäêà ìàëîñòè âìåñòå ñ âîçìóùåíèÿìè δ(t) è φ(t):

a(t) = a0(t)(1 + δ(t)); (I.66)

Φ(t) = Φ0(1 + φ(t)), (I.67)

ãäå a0(t) = a1e
H0t

, H0 = 8π√
3
m|Φ0| � ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå (I.49). Ïîäñòàâëÿÿ

(I.67) â óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (II.8) è ðàçëàãàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå â

ðÿä ïî ìàëîñòè φ, δ,m2
, â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

φ̈+ 3H0φ̇+m2 = 0, (I.68)
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ðåøàÿ êîòîðîå, íàéäåì (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû ïîëîæèëè Φ0 > 0):

φ = C1 + C2e
−3H0t − m2

3H0
t,

ïðè÷åì ìû äîëæíû ïîëîæèòü C1 = 0, C2 = 0, òàê êàê ìû èùåì íå âñå

ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, à òîëüêî òå, êîòîðûå èñ÷åçàþò ïðè m = 0.
Òàêèì îáðàçîì:

φ = − m2

3H0
t. (I.69)

Âîçìóùåíèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà â ëèíåéíîì ïî δ ïðèáëèæåíèè ïðèâîäèò
ê óðàâíåíèþ:

δ̇ =
4π

3H0
δε. (I.70)

Èç (II.6) âèäíî, ÷òî âîçìóùåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè êâàäðàòè÷íî ïî âîçìó-

ùåíèÿì φ è m2
. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (I.69) â óðàâíåíèå (I.70), ïîëó÷èì ñ

ó÷åòîì (I.49) è (I.52) óðàâíåíèå íà âîçìóùåíèå ìàñøòàáíîãî �àêòîðà:

δ̇ =
4πΦ2

0

3H0

( m4

9H2
0

+m2
)
≡ H0

2

(
1 +

1

72πΦ2
9

)
≈ H0

2
(I.71)

è, òàêèì îáðàçîì, íàéäåì:

δ =
1

2
H0t. (I.72)

Äëÿ ðàçâèòèÿ èí�ëÿöèè íåîáõîäèìî H0t ≫ 1, òàêèì îáðàçîì, â òå÷åíèå

èí�ëÿöèîííîãî ïåðèîäà îòíîñèòåëüíîå âîçìóùåíèå ìàñøòàáíîãî �àêòîðà

ñòàíîâèòñÿ áîëüøîé âåëè÷èíîé, ñëåäîâàòåëüíî ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå íåóñòîé-

÷èâî. Ýòî îçíà÷àåò íåóñòîé÷èâîñòü èí�ëÿöèîííîãî ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ

ê �àêòîðó ìàññû.

Óòâåðæäåíèå 5 Èí�ëÿöèîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (I.48) � (I.49)

íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê �àêòîðó ìàññû: âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè è ñêà-

ëÿðíîãî ïîëÿ âûðàñòàþò äî áåñêîíå÷íîñòè â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ýòîãî áåñêîíå÷íî óäàëåííîãî ïðî-

øëîãî ïðîñòî íå ñóùåñòâîâàëî.
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I.4 Êà÷åñòâåííûé àíàëèç äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÑÊÌ

I.4.1 Ïðèâåäåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Âûïèøåì åùå ðàç ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÑÊÌ: óðàâíåíèå

ïîëÿ (II.8)

Φ̈ + 3
ȧ

a
Φ̇ +m2Φ = 0 (I.73)

è óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà (II.9)

3
ȧ2

a2
= 8π(Φ̇2 +m2Φ2). (I.74)

Âî - ïåðâûõ, ïðîèçâåäåì ìàñøòàáèðîâàíèå óðàâíåíèé, ïåðåõîäÿ ê íîâîé áåç-

ðàçìåðíîé âðåìåííîé ïåðåìåííîé τ

τ = mt,⇒ ḟ = mf ′, (I.75)

ãäå f ′ = df/dτ . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì âìåñòî óðàâíåíèé (I.73) è (I.74):

Φ′′ + 3hΦ′ + Φ = 0; (I.76)

3h2 = 8π
(
Φ′2 + Φ2

)
, (I.77)

ãäå h(τ) - ïîñòîÿííàÿ Õàááëà, èçìåðåííàÿ â åäèíèöàõ êîìïòîíîâñêîãî âðå-

ìåíè:

h(τ) =
a′

a
=
H

m
. (I.78)

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (II.11) è (II.12) ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ

íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ  ó÷åòîì óñëîâèÿ

ȧ ≥ 0⇔ H ≥ 0 (I.79)

ñòàíäàðòíîé çàìåíîé ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó íîðìàëüíîé àâòîíîìíîé ñè-

ñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè:

Φ′ = Z(t); (I.80)

Z ′ = −3hZ − Φ, (I.81)

ãäå �óíêöèÿ h(Φ, Z) àëãåáðàè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

ñ ïîìîùüþ �óíêöèé Φ(τ) è Z(τ):

h =

√
8π

3

√
Z2 + Φ2. (I.82)
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Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñèñòåìó àâòîíîìíûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè (Φ, Z):

{
Φ′ = Z(t);

Z ′ = −
√
24π
√
Z2 +Φ2Z − Φ;

⇒





dx

dt
= P (x, y);

dy

dt
= Q(x, y)

. (I.83)

Ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ êà÷åñòâåííîé òåîðèè

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è îïðåäåëèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðå-

øåíèé ïðè t→ ±∞. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ÑÊÌ.

Óòâåðæäåíèå 6 Ýâîëþöèÿ Âñåëåííîé â ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìî-

äåëè â òåðìèíàõ âðåìåííîé ïåðåìåííîé τ íå çàâèñèò îò êàêèõ - ëèáî ïà-

ðàìåòðîâ è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

I.4.2 Îñîáûå òî÷êè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

Îñîáûå òî÷êè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû M0(x0, y0 (II.18) îïðåäåëÿþòñÿ íóëÿìè
ïðîèçâîäíûõ (ñì, íàïðèìåð, [56℄):

P (x0, y0) = 0; Q(x0, y0) = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (II.18) èìååò åäèíñòâåííóþ îñî-

áóþ òî÷êó:

M0 = (0, 0)←→ Φ0 = 0; Z0 = 0. (I.84)

I.4.3 Òèï îñîáîé òî÷êè

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà îñîáîé òî÷êè íåîáõîäèìî íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà:

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣

P ′x(x0, y0)− λ P ′y(x0, y0)

Q′x(x0, y0) Q′y(x0, y0)− λ

∣∣∣∣∣∣
= 0, (I.85)

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé P (x, y), Q(x, y) âû÷èñëÿþòñÿ â îñîáîé

òî÷êå M0. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèé P,Q â (II.18), íàéäåì:

Q′x(0, 0) = lim
Z→0

lim
Φ→0

(
−2
√
6π

ZΦ√
Φ2 + Z2

− 1

)
=

lim
Φ→0

lim
Z→0

(
−2
√
6π

ZΦ√
Φ2 + Z2

− 1

)
= −1; (I.86)
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Q′y(0, 0) = −2
√
6π lim

Z→0
lim
Φ→0

(
Z2

√
Φ2 + Z2

−
√

Φ2 + Z2

)

= −2
√
6π lim

Φ→0
lim
Z→0

(
Z2

√
Φ2 + Z2

−
√

Φ2 + Z2

)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (II.20) ðàâåí:

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣

−λ 1

−1 −λ

∣∣∣∣∣∣
= 0,

îòêóäà íàéäåì åãî êîðíè

λ = ±i. (I.87)

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå ÷èñëà îêàçàëèñü ÷èñòî ìíèìûìè, òî åäèíñòâåííàÿ

îñîáàÿ òî÷êà (II.19) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì (ñì.

[56℄). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè τ → +∞ �àçîâàÿ òðàåêòîðèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

íàìàòûâàåòñÿ íà ýòîò öåíòð, ñîâåðøàÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî âèòêîâ.

Óòâåðæäåíèå 7 Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îñíîâàííîé

íà óðàâíåíèè êëàññè÷åñêîãî ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (I.73) è óðàâíåíèè

Ýéíøòåéíà (I.74), èìååò îäèí öåíòð (II.19), â êîòîðîì:

t→ +∞⇒ Φ→ 0; Φ̇→ 0⇒ H → 0. (I.88)

Òàêèì îáðàçîì, âîïðåêè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîìó ìíåíèþ ñèñòåìà íå ïå-

ðåõîäèò â ðåæèì ïîñòîÿííîé èí�ëÿöèè, à, íàîáîðîò, ðàñøèðåíèå îñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ è Âñåëåííàÿ ñòàíîâèòñÿ ïëîñêîé (ñì. �èñ. 1).

F(t)

Z(t)

Z=-0.115

F
0

Dt

Dt

t -

8

t +

8

�èñ. 1. Êà÷åñòâåííûé âèä �àçîâîé òðàåêòîðèè äèíà-

ìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18).
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I.5 Ôàçîâûå ïîðòðåòû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî âðåìåííîé ïåðåìåííîé íà âñåõ ãðà�èêàõ ÿâëÿåòñÿ

τ , ò.å., âðåìÿ, èçìåðåííîå ïî êîìïòîíîâñêîé øêàëå. Ïîñêîëüêó âñëåäñòâèå

óòâåðæäåíèÿ 9 ýâîëþöèÿ èññëåäóåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) îïðåäå-

ëÿåòñÿ ëèøü íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, áóäåì èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü äåòà-

ëåé ýâîëþöèè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Äàëåå, ïðèìåì ïðåäïîëîæåíèå, ñîãëà-

ñóþùååñÿ ñ ÑÊÌ Φ̇0 = 0. Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ �àçîâûõ ïîðòðåòîâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) ïðè áîëüøèõ

íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïîòåíöèàëà Φ0 ≥ 10. Íàïîìíèì, ÷òî îäíèì èç íåîáõî-

äèìûõ óñëîâèé ñïðàâåäëèâîñòè ïðèáëèæåíèÿ ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ Φ0 ≫ 1 (I.60). Áóäåì èññëåäîâàòü îñîáåííîñòè �àçîâûõ òðàåêòîðèé â

òåðìèíàõ ãðà�èêà íà �èñ. 1:

1. Íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ äëèòåëüíîñòüþ ∆τ ñ Φ ≈ Φ0 � ïðàâàÿ ÷àñòü ãðà�èêà;

ýòîé ñòàäèè õàðàêòåðíî áûñòðîå ïàäåíèå ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà îò 0

äî ¾òàèíñòâåííîãî ÷èñëà¿ −0.115. Íà ñàìîì äåëå â ýòîì ÷èñëå íè÷åãî

òàèíñòâåííîãî íåò:

Z0 = −
1√
24π
≈ −0.1151647165. (I.89)

Íà ýòîé ñòàäèè, ñîáñòâåííî, è ïðîèñõîäèò èí�ëÿöèÿ.

2. Ñðåäíÿÿ ñòàäèÿ äëèòåëüíîñòüþ ∆t � ñðåäíÿÿ ÷àñòü ãðà�èêà; íà ýòîé

ñòàäèè Z = Φ′ ≈ Const = Z0. Íà ýòîé ñòàäèè ïðîèñõîäèò ïàäåíèå ïî-

òåíöèàëà äî âåñüìà ìàëûõ âåëè÷èí.

3. Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ñòàäèÿ ýâîëþöèè ñ áåñêîíå÷íîé äëèòåëüíîñòüþ; íà ýòîé

ñòàäèè ïðîèñõîäÿò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ïîòåíöèàëà è åãî ïðîèçâîä-

íîé. Ïðè ýòîì Âñåëåííàÿ ñòàíîâèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîé.

Íèæå íà ãðà�èêàõ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ â ëèöåíçè-

îííîì ïðèêëàäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå Maple XVII. Ýòîò ïàêåò ïîçâî-

ëÿåò êàê ñòðîèòü �àçîâûå ïîðòðåòû äâóìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òàê è

ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. Â äàííîé ðàáî-

òå ïðèìåíåí ìåòîä �îçåíáðîêà, õîðîøî ïðèñïîñîáëåííûé ê èíòåãðèðîâàíèþ

æåñòêèõ ñèñòåì. Ïîñêîëüêó èíòåðåñóþùèå íàñ õàðàêòåðíûå äåòàëè �àçîâûõ

ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (II.18) èìåþò íåñîïîñòàâèìûå ìàñøòàáû, íèæå ìû ïðåä-

ñòàâëÿåì �ðàãìåíòû �àçîâûõ ïîðòðåòîâ íà ðàçíûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ.
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I.5. Ôàçîâûå ïîðòðåòû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

I.5.1 Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: Φ(−1000) = 10, Φ̇(−1000) = 0

�èñ. 2. Êðóïíîìàñøòàáíûé �àçîâûé ïîðò-

ðåò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) τ ∈
[−1000, 1000].

�èñ. 3. Íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ ñïóñêà äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) (ñàìàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü

ãðà�èêà íà �èñ. 1) τ ∈ [−1000,−999.9]; ∆τ .

10−1
.

�èñ. 4. Ñðåäíÿÿ ñòàäèÿ äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû (II.18) Φ′ ≈ Const ≈ −0.115 τ ∈
[−950, 100].

�èñ. 5. Íàêðó÷èâàíèå íà öåíòð M0 = (0, 0)
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) (ëåâàÿ ÷àñòü

ãðà�èêà íà �èñ. 1) τ ∈ [−915,−700].
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�èñ. 6. Êîíå÷íàÿ ñòàäèÿ äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû (II.18): íàêðó÷èâàíèå íà öåíòð M0 =
(0, 0) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ: Φ(−1000) =
10, Φ̇(−1000) = 0; τ ∈ [−900,−700].

�èñ. 7. Êîíå÷íàÿ ñòàäèÿ äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû (II.18): íàêðó÷èâàíèå íà öåíòð M0 =
(0, 0) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) (ëåâàÿ

÷àñòü ãðà�èêà íà �èñ. 1) τ ∈ [−800,−100].

I.5.2 Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: Φ(−1000) = 1, Φ̇(−1000) = 0

�èñ. 8. Êðóïíîìàñøòàáíûé �àçîâûé ïîðò-

ðåò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) τ ∈
[−1000, 0].

�èñ. 9. Íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ ñïóñêà äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) (ñàìàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü

ãðà�èêà íà �èñ. 1) τ ∈ [−1000,−999]; ∆τ . 1.
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�èñ. 10. Ñðåäíÿÿ ñòàäèÿ äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû (II.18) Φ′ > Const = −0.115 τ ∈
[−1000,−990].

�èñ. 11. Íàêðó÷èâàíèå íà öåíòð M0 =
(0, 0) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) (ëåâàÿ

÷àñòü ãðà�èêà íà �èñ. 1) τ ∈ [−950,−850].

I.5.3 Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: Φ(−1000) = 0.1, Φ̇(−1000) = 0

�èñ. 12. Êðóïíîìàñøòàáíûé �àçîâûé

ïîðòðåò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18)

τ ∈ [−1000, 1000].

�èñ. 13. Íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ ñïóñêà äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) (ñàìàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü

ãðà�èêà íà �èñ. 1) τ ∈ [−1000,−999]; ∆τ . 1.
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�èñ. 14. Ñðåäíÿÿ ñòàäèÿ äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû (II.18) Φ′ ≈ Const ≈ −0.115 τ ∈
[−999,−850].

�èñ. 15. Íàêðó÷èâàíèå íà öåíòð M0 =
(0, 0) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18) (ëåâàÿ

÷àñòü ãðà�èêà íà �èñ. 1) τ ∈ [−900,−800].

I.6 ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé

I.6.1 Ýâîëþöèÿ ïîòåíöèàëà è åãî ïðîèçâîäíîé

Ôàçîâûå ïîðòðåòû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18), ïðåäñòàâëåííûå íà �èñ. 2 �

15, îäíàêî, íå äàþò èí�îðìàöèþ î íåêîòîðûõ äåòàëÿõ êîñìîëîãè÷åñêîé ýâî-

ëþöèè, êîòîðûå âîçìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü ïðÿìûì ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâà-

íèåì èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà - Êëåéíà - �îðäîíà. Íèæå ìû

ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ìåòîäîì

�îçåíáðîêà. Ïðåæäå âñåãî ïðèâåäåì êðóïíîìàñøòàáíûé �àçîâûé ïîðòðåò

ñðåäíåé è êîíå÷íîé ñòàäèè ýâîëþöèè êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, ïîëó÷åííûé

ïðÿìûì ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (II.18) è, �àêòè÷å-

ñêè, ïîëíîñòüþ âîñïðîèçâîäÿùèé ýñêèç �àçîâîãî ïîðòðåòà íà �èñ. 1.
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�èñ. 16. Ôàçîâûé ïîðòðåò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18), ïîëó÷åí-

íûé ïðÿìûì ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ìåòîäîì �îçåíáðîêà ñè-

ñòåìû (II.18) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: Φ(−100) = 100; Φ̇(−100) = 0;
τ ∈ [640, 1000].

Äàëåå, ïðèâåäåì ãðà�èêè �óíêöèé Φ(τ) è Z(τ). Ýòè ãðà�èêè ââèäó èõ îñî-

áåííîñòåé òàêæå ïðèõîäèòüñÿ ïðîñìàòðèâàòü íà ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõ è èí-

òåðâàëàõ.

�èñ. 17. Êðóïíîìàñøòàáíîå ïîâåäåíèå ïî-

òåíöèàëà Φ(τ) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

Φ(−1000) = 100, Φ̇(−1000) = 0; τ ∈
[−1000, 1000].

�èñ. 18. Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ñòàäèÿ ýâîëþ-

öèè ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà Φ(τ) ïðè íà÷àëü-

íûõ óñëîâèÿõ Φ(−1000) = 100, Φ̇(−1000) =
0 â ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëå âðåìåíè; τ ∈
[0.001, 1000].

Êàê âèäíî èç ýòèõ è íèæåïðèâåäåííûõ ãðà�èêîâ, âåëè÷èíà ïîòåíöèàëà ïà-

äàåò ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî ïî âðåìåíè íà èíòåðâàëå τ ∈ [−1000,−100] ïî
ïðèáëèæåííîìó çàêîíó: Φ(τ) = Φ0 − 0.1(τ − τ0)∆τ . Ñ ìîìåíòà τ ≈ −100
ïîòåíöèàë ýâîëþöèîíèðóåò ïî çàêîíó çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé.
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�èñ. 19. Ïåðåõîä ãðà�èêà ïîòåíöèàëà Φ(τ)
íà êîëåáàòåëüíûé ðåæèì ïðè íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ Φ(−1000) = 100, Φ̇(−1000) = 0; τ ∈
[−100, 1000].

�èñ. 20. �åæèì çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé

ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà Φ(τ) ïðè íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ Φ(−1000) = 100, Φ̇(−1000) = 0; τ ∈
[20, 200].

Íà ñëåäóþùèõ ãðà�èêàõ ïîêàçàíû àíàëîãè÷íûå ðåæèìû ïðîèçâîäíîé ïî-

òåíöèàëà.

�èñ. 21. Êðóïíîìàñøòàáíîå ïîâåäåíèå

ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà Φ′(τ) ïðè íà÷àëü-

íûõ óñëîâèÿõ Φ(−1000) = 100, Φ̇(−1000) = 0;
τ ∈ [−1000, 1000]. Íà äíå ãðà�èêà Φ′(τ) ≈ Z0

â ñîãëàñèè ñ (VIII.117).

�èñ. 22. Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ñòàäèÿ ýâîëþöèè

ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà Z(τ) =
Φ′(τ) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ Φ(−1000) =
100, Φ̇(−1000) = 0 â ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëå

âðåìåíè; τ ∈ [0.001, 1000].

I.6.2 Ýâîëþöèÿ ïîñòîÿííîé Õàááëà, êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ

è ìàñøòàáíîãî �àêòîðà

¾Ïîñòîÿííàÿ¿ Õàááëà, H(t), ñâÿçàíà ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì (II.13) ñ íîðìè-

ðîâàííîé íà ìàññó ñêàëÿðíîãî ïîëÿ m ¾ïîñòîÿííîé¿ h(τ), êîòîðàÿ âû÷èñëÿ-
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åòñÿ ïî �îðìóëå (II.17). Âñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêî-

ðåíèÿ Ω îòíîñèòåëüíî ìàñøòàáèðîâàíèÿ âðåìåííîé ïåðåìåííîé t = τ/m,

êîñìîëîãè÷åñêîå óñêîðåíèå ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå, ñîâïàäàþùåé ñ

(IX.70), äåëàÿ â íåé çàìåíó H(t)→ h(τ):

Ω = 1 +
h′

h2
. (I.90)

�èñ. 23. Êðóïíîìàñøòàáíîå ïîâåäåíèå ëî-

ãàðè�ìà íîðìèðîâàííîé ïîñòîÿííîé Õàááëà

h(τ) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ: Φ(−1000) =
100, Φ̇(−1000) = 0 � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ;

Φ(−1000) = 10, Φ̇(−1000) = 0 � ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ;Φ(−1000) = 1, Φ̇(−1000) = 0 � òî÷å÷-

íàÿ ëèíèÿ; Φ(−1000) = 0.1, Φ̇(−1000) = 0 �

òî÷å÷íî - ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ.

�èñ. 24. Êðóïíîìàñøòàáíîå ïîâåäåíèå êîñ-

ìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω(τ) ïðè íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ Φ(−1000) = 100, Φ̇(−1000) = 0.

Íà �èñ. 25 ïîêàçàíî äåòàëüíîå ïîâåäåíèå êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ. Äà-

ëåå, ìàñøòàáíûé �àêòîð íàõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì (II.13):

L(τ) ≡ ln a(τ) =

∫
hdτ.
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�èñ. 25. Äåòàëüíîå ïîâåäåíèå êîñìîëîãè-

÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω(τ) íà ýòàïå êîëåáà-

íèé ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ Φ(−1000) =
100, Φ̇(−1000) = 0.

�èñ. 26. Ýâîëþöèÿ ìàñøòàáíîãî �àêòî-

ðà ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ: Φ(−1000) =
100, Φ̇(−1000) = 0 � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ;

Φ(−1000) = 10, Φ̇(−1000) = 0 � ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ; Φ(−1000) = 0.1, Φ̇(−1000) = 0 � òî÷å÷-
íî - ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ. Íà ãðà�èêå ïîêàçàíû

çíà÷åíèÿ lnL, ãäå L = ln a(τ).

I.6.3 Ñðåäíåå çíà÷åíèå êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ

Òîò �àêò, ÷òî èíâàðèàíòíîå êîñìîëîãè÷åñêîå óñêîðåíèÿ èìååò êîëåáàòåëü-

íûé õàðàêòåð íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (�èñ. 25), ïðè÷åì ïåðèîä ýòèõ êîëåáàíèé

âî âðåìåíííîé øêàëå τ ïîðÿäêà 2π, ò.å., â îáû÷íîé øêàëå âðåìåíè t 2π/m

ÿâëÿåòñÿ ÿâíî ìèêðîñêîïè÷åñêîé âåëè÷èíîé ïîáóæäàåò íàñ ââåñòè ñðåäíþþ

âåëè÷èíó èíâàðèàíòíîãî êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ, óñðåäíåííóþ ïî äî-

ñòàòî÷íî áîëüøîìó ÷èñëó êîëåáàíèé, ò.å., ïî äîñòàòî÷íî áîëüøîìó ïðîìå-

æóòêó ∆τ ≫ 1:

Ω(τ,∆τ) ≡ 1

∆τ

τ+∆τ∫

τ

Ω(τ ′)dτ ′. (I.91)

Èñïîëüçóÿ â (I.91) �îðìóëó (I.90) è ïðîâîäÿ ýëåìåíòàðíîå èíòåãðèðîâàíèå,

ïîëó÷èì äëÿ ñðåäíåãî êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèå ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Ω(τ,∆τ) = 1 +
1

∆τ

(
1

h(τ)
− 1

h(τ +∆τ)

)
. (I.92)

Íà �èñ. 27 ïðèâåäåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè ñðåäíåãî óñêîðåíèÿ îò âðåìåíè

τ .
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�èñ. 27. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî óñêîðåíèÿ Ω(τ,∆τ)
(I.91) îò âðåìåíè τ ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ: Φ(−1000) =
100, Φ̇(−1000) = 0 � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ; Φ(−1000) =
30, Φ̇(−1000) = 0 � ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ; Φ(−1000) =
10, Φ̇(−1000) = 0 � òî÷å÷íàÿ ëèíèÿ. Âñþäó ïðèíÿòî ∆τ =
20π.

×òî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ýòîò ðèñóíîê? Âî - ïåðâûõ, ìû âèäèì,

êàê ìàêðîñêîïè÷åñêîå êîñìîëîãè÷åñêîå óñêîðåíèå ðåçêî ïàäàåò ïî îêîí÷à-

íèþ ñòàäèè èí�ëÿöèè (Ω = +1) äî çíà÷åíèÿ Ω = −1
2 , à çàòåì � ìåäëåí-

íî ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ Ω = −1. Âî âòîðûõ, çàìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòíîå

êîñìîëîãè÷åñêîå óñêîðåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì ñâÿçàíî ñ êîý��èöèåíòîì

áàðàòðîïû κ:

Ω = −1
2
(1 + 3κ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå Ω = 1 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ κ = −1, çíà÷å-
íèå Ω = −1/2 � çíà÷åíèþ κ = 0 è, íàêîíåö, çíà÷åíèå Ω = −1 � çíà÷åíèþ

κ = 1/3.

Óòâåðæäåíèå 8 Òàêèì îáðàçîì, êîñìîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,

îñíîâàííàÿ íà óðàâíåíèÿõ Ýéíøòåéíà - Êëåéíà - �îðäîíà, îáëàäàåò ñëå-

äóþùèì ñâîéñòâîì: ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ ýòîé ñè-

ñòåìû èìååò 3 ýòàïà:

èí�ëÿöèîííûé ýòàï: Ω = +1; κ = −1;
ðåçêèé ïåðåõîä ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó ýòàïó: Ω = −1

2; κ = 0;
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�ëàâà I. Ñòàíäàðòíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü: êà÷åñòâåííûé è ÷èñëåííûé àíàëèç

ïîñòåïåííîå ñïîëçàíèå, ïî - âèäèìîìó, ê óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìó ýòàïó:

Ω→ −1; κ→ 1
3.
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�ëàâà II

Êà÷åñòâåííûé è ÷èñëåííûé àíàëèç

ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ

Λ - ÷ëåíîì

II.1 Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ñ êîñìîëîãè÷åñêèì ÷ëåíîì

äëÿ Âñåëåííîé Ôðèäìàíà ñ íóëåâîé òðåõìåðíîé êðè-

âèçíîé

�àññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ñ êîñìîëîãè÷åñêèì ÷ëåíîì

1

:

Gi
k = Λδik + 8πT ik (II.1)

è áóäåì ïîëàãàòü â äàëüíåéøåì êîñìîëîãè÷åñêèé ÷ëåí íåîòðèöàòåëüíûì:

Λ ≥ 0. (II.2)

Êàê è â ïðåäûäóùåé ñòàòüå [30℄([46℄), ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ìàòåðèè êëàñ-

ñè÷åñêîå ñêàëÿðíîå ìàññèâíîå ïîëå:

T ik = 2Φ,iΦ,k − δikΦ,jΦ
,j + δikm

2Φ2, (II.3)

ãäå m - ìàññà êâàíòîâ ýòîãî ïîëÿ. Óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïîëó÷àåòñÿ èç

òîæäåñòâ Áèàíêè T ik,i = 0:

�Φ +m2Φ = 0, (II.4)

ãäå

�Φ = gikΦ,ik ≡
1√−g

∂

∂xi
√−ggik ∂

∂xk
Φ (II.5)

1
Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïðèíÿòà Ïëàíêîâñêàÿ ñèñòåìà åäèíèö ~ = c = G = 1; ìåòðèêà èìååò ñèãíàòóðó

(−1,−1,−1,+1), òåíçîð �è÷÷è ïîëó÷àåòñÿ èç òåíçîðà �èìàíà ñâåðòêîé ïåðâîãî è òðåòüåãî èíäåêñîâ.
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�ëàâà II. Êà÷åñòâåííûé è ÷èñëåííûé àíàëèç êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ Λ - ÷ëåíîì

åñòü îïåðàòîð ä'Àëàìáåðà. Äëÿ îäíîðîäíîé âñåëåííîé Φ = Φ(t), è òåíçîð

ýíåðãèè - èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðèíèìàåò èçîòðîïíóþ ñòðóêòóðó, ãäå

ε = Φ̇2 +m2Φ2; p = Φ̇2 −m2Φ2, (II.6)

òàê ÷òî

ε+ p = 2Φ̇2, (II.7)

à óðàâíåíèå ïîëÿ (II.4) ïðèíèìàåò âèä:

Φ̈ + 3
ȧ

a
Φ̇ +m2Φ = 0. (II.8)

Â òîæå âðåìÿ åäèíñòâåííîå íåçàâèñèìîå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà åñòü

2

:

3
ȧ2

a2
= Λ + 8π(Φ̇2 +m2Φ2). (II.9)

II.2 Êà÷åñòâåííûé àíàëèç äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÑÊÌ

II.2.1 Ïðèâåäåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Âî - ïåðâûõ, ïðîèçâåäåì ìàñøòàáèðîâàíèå óðàâíåíèé, ïåðåõîäÿ ê íîâîé áåç-

ðàçìåðíîé âðåìåííîé ïåðåìåííîé τ

τ = mt,⇒ ḟ = mf ′, (II.10)

ãäå f ′ = df/dτ . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì âìåñòî óðàâíåíèé (II.8) è (II.9):

Φ′′ + 3hΦ′ + Φ = 0; (II.11)

3H2
m = Λm + 8π

(
Φ′2 + Φ2

)
, (II.12)

ãäå Hm(τ) è Λm � ïîñòîÿííàÿ Õàááëà è êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, èçìå-

ðåííûå â åäèíèöàõ êîìïòîíîâñêîãî âðåìåíè:

Hm(τ) =
a′

a
=
H

m
; Λm =

Λ

m2
. (II.13)

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (II.11) è (II.12) ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ

íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ  ó÷åòîì óñëîâèÿ

ȧ ≥ 0⇔ H ≥ 0 (II.14)

2
Â äàëüíåéøåì â ýòîé ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü ñ Λ = 0.
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II.2. Êà÷åñòâåííûé àíàëèç äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÑÊÌ

ñòàíäàðòíîé çàìåíîé ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó íîðìàëüíîé àâòîíîìíîé ñè-

ñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè:

Φ′ = Z(t); (II.15)

Z ′ = −3HmZ − Φ, (II.16)

ãäå �óíêöèÿ Hm(Φ, Z) àëãåáðàè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

ñ ïîìîùüþ �óíêöèé Φ(τ) è Z(τ):

Hm =
1√
3

√
Λm + 8π

(
Z2 +Φ2

)
. (II.17)

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñèñòåìó àâòîíîìíûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè (Φ, Z):

{
Φ′ = Z(t);

Z ′ = −
√
3π
√

Λm + 8π
(
Z2 + Φ2

)
Z − Φ;

⇒





dx

dt
= P (x, y);

dy

dt
= Q(x, y)

. (II.18)

Ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ êà÷åñòâåííîé òåîðèè

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è îïðåäåëèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðå-

øåíèé ïðè t→ ±∞. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ÑÊÌ.

Óòâåðæäåíèå 9 Ýâîëþöèÿ Âñåëåííîé â ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìî-

äåëè  êîñìîëîãè÷åñêèì ÷ëåíîì â òåðìèíàõ âðåìåííîé ïåðåìåííîé τ îïðå-

äåëÿåòñÿ òîëüêî îäíèì ïàðàìåòðà Λm è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàññà áîçîíîâ � êâàíòîâ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íàìíîãî ìåíüøå

ïëàíêîâñêîé, ò.å., â ïëàíêîâñêèõ åäèíèöàõ m≪ 1, òî Λm ≫ Λ, ñëåäîâàòåëü-
íî, åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äàæå ïðè Λ≪ 1 íîðìèðîâàííàÿ êîíñòàíòà Λm
ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé âåëè÷èíîé.

II.2.2 Îñîáûå òî÷êè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

Îñîáûå òî÷êè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû M0(x0, y0 (II.18) îïðåäåëÿþòñÿ íóëÿìè
ïðîèçâîäíûõ (ñì, íàïðèìåð, [56℄):

P (x0, y0) = 0; Q(x0, y0) = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (II.18), êàê è â ñëó÷àå Λ ≡ 0,
èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó:

M0 = (0, 0)←→ x0 = Φ0 = 0; y0 = Z0 = 0. (II.19)
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II.2.3 Òèï îñîáîé òî÷êè

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà îñîáîé òî÷êè íåîáõîäèìî íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà:

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣

P ′x(x0, y0)− λ P ′y(x0, y0)

Q′x(x0, y0) Q′y(x0, y0)− λ

∣∣∣∣∣∣
= 0, (II.20)

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé P (x, y), Q(x, y) âû÷èñëÿþòñÿ â îñîáîé

òî÷êå M0. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèé P,Q â (II.18), íàéäåì:

P ′x(0, 0) = 0; Q′y(0, 0) = 1;

Q′x(0, 0) = −1; Q′y(0, 0) = −
√
3Λm

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (II.20) ðàâåí:

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣

−λ 1

−1 −λ−
√
3Λm

∣∣∣∣∣∣
= 0,

îòêóäà íàéäåì åãî êîðíè

λ1 = −
1

2

√
3Λm +

1

2

√
3Λm − 4; λ2 = −

1

2

√
3Λm −

1

2

√
3Λm − 4. (II.21)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó:

λ1λ2 ≡ 1. (II.22)

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû òðè ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ (ñì. [56℄):

1. Ñëó÷àé ìàëîãî çíà÷åíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîãî ÷ëåíà:

Λm <
4

3
(II.23)

� òîãäà ìû èìååì äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà, ïðè-

÷åì

Re(λ) = −
√
3Λm
2

< 0. (II.24)

Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé òî÷êà M0 : Φ = 0, Φ̇ = 0 ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì �îêóñîì, �
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II.2. Êà÷åñòâåííûé àíàëèç äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÑÊÌ

âñå �àçîâûå òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè τ → +∞ ÿâëÿþò-

ñÿ ñêðó÷èâàþùèìèñÿ ñïèðàëÿìè, íàìàòûâàþùèìèñÿ íà îñîáóþ òî÷êó è

ñîâåðøàþùèìè ïðè ýòîì áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî âèòêîâ. Ýòîò ñëó÷àé,

�àêòè÷åñêè, êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííûì ðàíåå [30℄([46℄).

2. Ñëó÷àé áîëüøîãî çíà÷åíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîãî ÷ëåíà:

Λm >
4

3
(II.25)

� òîãäà ìû èìååì äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ è ñîãëàñíî (II.21) îòðè-

öàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà λ1 6= λ2, λ1 < 0, λ2 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå îñî-

áàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïðèòÿãèâàþùèì óçëîì. Ïðè τ → +∞
âñå �àçîâûå òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âõîäÿò â îñîáóþ òî÷êó,

ïðè÷åì âñå òðàåêòîðèè, êðîìå èñêëþ÷èòåëüíûõ äâóõ, ïðè âõîäå â îñî-

áóþ òî÷êó êàñàòåëüíû ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó u1, îòâå÷àþùåìó ìèíè-

ìàëüíîìó ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, ò.å., λ1. Äâå èñêëþ÷èòåëüíûå
òðàåêòîðèè êàñàòåëüíû êî âòîðîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó u2. Óêàçàííûå

ñîáñòâåííûå âåêòîðû ðàâíû:

u1 = (1, λ1); u1 = (1, λ2). (II.26)

Óãîë α ìåæäó ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

cosα ≡ u1u2√
u2
1u

2
2

=

√
4

3Λm
< 1. (II.27)

Ïðè î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Λm óãîë ìåæäó ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè

ñòðåìèòñÿ ê π/2, ïðè Λm → 4/3 óãîë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

3. Âûðîæäåííûé ñëó÷àé:

Λm =
4

3
(II.28)

� Ýòîò ñëó÷àé ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì ñ ó÷åòîì ëèøü òîãî

îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî âñå òðàåêòîðèè âõîäÿò â îñîáóþ òî÷êó êàñàòåëüíî

ê åäèíñòâåííîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó � ýòî êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóåò

óêàçàííîìó âûøå ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ α→ 0.
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Óòâåðæäåíèå 10 Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûé âûâîä ïðåäûäóùåé ðàáîòû [30℄

([46℄)ñîõðàíÿåòñÿ: �àçîâàÿ òðàåêòîðèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îñíîâàííîé

íà óðàâíåíèè êëàññè÷åñêîãî ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (II.8) è óðàâíåíèè

Ýéíøòåéíà (II.9), â ïëîñêîñòè (Φ, Z) èìååò îäíó íóëåâóþ îñîáóþ òî÷êó

(ïðèòÿãèâàþùèé �îêóñ èëè ïðèòÿãèâàþùèé óñòîé÷èâûé óçåë) (II.19), â

êîòîðîì:

t→ +∞⇒ Φ→ 0; Φ̇→ 0⇒ H →
√

Λ

3
. (II.29)

Èçìåíÿþòñÿ ëèøü òèï îñîáîé òî÷êè è âìåñòå ñ ýòèì äåòàëè ïðèáëèæå-

íèÿ �àçîâûõ òðàåêòîðèé ê îñîáîé òî÷êå Φ = 0, Φ̇ = 0 ïðè τ → +∞.

II.2.4 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàñøòàáíîãî �àêòîðà

Ïîñêîëüêó ïðè τ → +∞ (èëè t → +∞) Φ → 0 è Φ̇ → 0, òî ïðè îòñóòñòâèè

äðóãèõ âèäîâ ìàòåðèè, êðîìå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, Âñåëåííàÿ îñòàåòñÿ íàåäèíå

ñ Λ - ÷ëåíîì, ïîýòîìó âñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (II.9) ìàñøòàáíûé

�àêòîð ýâîëþöèîíèðóåò ïî èí�ëÿöèîííîìó çàêîíó:

a(t) ∼ eH0t, t→ +∞, (II.30)

ãäå H0 � ïîñòîÿííàÿ Õàááëà:

H0 =

√
Λ

3
≡ m

√
Λm
3
. (II.31)

Íà ðàííèõ ñòàäèÿõ τ → −∞, äî òåõ ïîð, ïîêà:

Φ(τ) ≈ Φ0 = Const;−→ 8πΦ2
0 ≫ Λm, (II.32)

H(t) ≈ H1 =
m√
3

√
Λm + 8πΦ2

+0 > H0 (II.33)

èìååò ìåñòî ðàííÿÿ èí�ëÿöèÿ:

a(t) ∼ eH1t, t→ −∞ (II.34)

Óòâåðæäåíèå 11 Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíîå êîñìîëîãè÷åñêîå óñêîðå-

íèå

Ω =
äa

ȧ2
≡ 1 +

Ḣ

H2
(II.35)
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II.3. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

ïðè Λ 6≡ 0 ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå íà ðàííèõ è ïîçäíèõ ñòàäèÿõ:

Ω(t)→ 1, t→ ±∞. (II.36)

Âìåñòå ñ òåì, ¾ïîñòîÿííàÿ¿ Õàááëà èìååò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ â ýòèõ

ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ:

H(t)→ H1; (t→ −∞), H(t)→ H0; (t→ +∞); (H1 > H0). (II.37)

II.3 Ôàçîâûå òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

Ïðèâåäåì õàðàêòåðíûå ïðèìåðû �àçîâûõ ïîðòðåòîâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

(II.18), ïîëó÷åííûõ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ïðèêëàäíîì ìà-

òåìàòè÷åñêîì ïàêåòå Maple XVII.

II.3.1 Ìàëûå çíà÷åíèÿ Λ: Λm = 0.1 < 4
3

Â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íûì ïóíêòîì �àçîâîé òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâà-

þùèé �îêóñ (II.19) Φ0 = 0; y0 = Z0 = 0.

�èñ. 28. Êðóïíîìàñøòàáíàÿ êàðòèíà �àçî-

âîé òðàåêòîðèè τ ∈ [−1000, 1000] ïðè íà÷àëü-

íûõ çíà÷åíèÿõ: Φ(−1000) = 10; Z(−1000) = 0.

�èñ. 29. Ýòàï ñïóñêà �àçîâîé òðàåêòîðèè

íà âðåìåíàõ τ ∈ [−1000,−999.9] ïðè íà÷àëü-

íûõ çíà÷åíèÿõ: Φ(−1000) = 10; Z(−1000) = 0.
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�èñ. 30. Ýòàï íàêðó÷èâàíèÿ �àçîâîé

òðàåêòîðèè íà ïðèòÿãèâàþùèé �îêóñ:

τ ∈ [−915,−700] ïðè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ:

Φ(−1000) = 10; Z(−1000) = 0.

�èñ. 31. Êîíå÷íûé ýòàï �àçîâîé òðàåêòî-

ðèè � ñêðó÷èâàþùàÿñÿ ñïèðàëåâèäíàÿ ëèíèÿ:

τ ∈ [−800,−100] ïðè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ:

Φ(−1000) = 10; Z(−1000) = 0.

II.3.2 Áîëüøèå çíà÷åíèÿ Λ: Λm = 10 > 4
3

�èñ. 32. Ïðèáëèæåíèå ê ïðèòÿãèâàþùå-

ìó óçëó �àçîâîé òðàåêòîðèè: τ ∈ [85, 1000]
ïðè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ: Φ(−1000) = 10;
Z(−1000) = 0.

�èñ. 33. Ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ïðèòÿãèâàþ-

ùèé óçåë �àçîâîé òðàåêòîðèè: τ ∈ [900, 1000]
ïðè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ: Φ(−1000) = 10;
Z(−1000) = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íûì ïóíêòîì �àçîâîé òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé

ïðèòÿãèâàþùèé óçåë (II.19) Φ0 = 0; y0 = Z0 = 0. Êðóïíîìàñøòàáíàÿ êàðòè-
íà �àçîâîé òðàåêòîðèè êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé, îäíàêî,

42



II.4. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåñû

ñïîñîá âõîæäåíèÿ â îñîáóþ òî÷êó èçìåíÿåòñÿ (�èñ. 32 � 33).

II.4 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåñû

Ôàçîâûå ïîðòðåòû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (II.18), ïðåäñòàâëåííûå íà �èñ.

28 � 31, îäíàêî, íå äàþò èí�îðìàöèþ î íåêîòîðûõ äåòàëÿõ êîñìîëîãè÷å-

ñêîé ýâîëþöèè, êîòîðûå âîçìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü ïðÿìûì ÷èñëåííûì èí-

òåãðèðîâàíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà - Êëåéíà - �îðäîíà.

Êðîìå òîãî, îíè íå äàþò èí�îðìàöèè îá èñõîäíîé òðåõìåðíîé äèíàìè÷å-

ñêîé ñèñòåìå, âêëþ÷àþùåé òàêæå è óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà (II.9), à òàêæå î

íàáëþäàåìûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ñêàëÿðàõ H(t) è Ω(t). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé

èí�îðìàöèè íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü ìåòîäû ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-

âàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íèæå ìû ïðèâåäåì

ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ìåòîäîì �îçåíáðîêà,

õîðîùî ïðèñïîñîáëåííîãî äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì îáûêíî-

âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îáëàäàþùèõ ïðèçíàêàìè æåñòêîñòè.

Â ðÿäå áîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àåâ ìû ïðèìåíÿëè ñòàíäàðòíûé ìåòîä �óíãå -

Êóòòà - Ôåëõáåðãà 4 - 5 ïîðÿäêîâ, à â ðÿäå áîëåå ñëîæíûõ ñëà÷àåâ � ìåòîä

�óíãå - Êóòòà 7 - 8 ïîðÿäêîâ.

II.4.1 Ýâîëþöèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ(t), Φ̇(t)

�èñ. 34. Ýâîëþöèÿ ïîòåíöèàëà íà ðàííèõ

ñòàäèÿõ Φ(−1000) = 100 ïðè ìàëîì çíà÷åíèè

êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λm = 0.001.

�èñ. 35. Ýâîëþöèÿ ïîòåíöèàëà íà ïîçäíèõ

ñòàäèÿõ Φ(−1000) = 100 ïðè ìàëîì çíà÷åíèè

êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λm = 0.001
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Íà íà÷àëüíûõ ñòàäèÿõ τ →∞ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïîòåíöè-

àëà ñêàëÿðíîå ïîëå ýâîëþöèîíèðóåò òàêæå, êàê è â ñëó÷àå Λ = 0: çíà÷åíèå

ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïàäàåò ëèíåéíî ñî âðåìåíåì. Çàòåì ïðîèñõîäèò

ïåðåõîä íà êîëåáàòåëüíûé ðåæèì. Íà �èñ. 36 � 37 ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ ïîòåí-

öèàëà íà ñòàäèè çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé â ñëó÷àå íóëåâîãî è ìàëîãî çíà÷åíèÿ

êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Âèäíî, ÷òî ïðè îäíèõ è òåõ æå íà÷àëüíûõ çíà-

÷åíèÿõ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà íà ýòîé ñòàäèè àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïîòåí-

öèàëà â îäíî è òî æå çíà÷åíèå âðåìåíè íà ïîðÿäîê áîëüøå â ñëó÷àå íóëåâîãî

çíà÷åíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé.

�èñ. 36. Ýâîëþöèÿ ïîòåíöèàëà íà ñòàäèè

êîëåáàíèé ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè êîñìîëîãè-

÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λm = 0 â ëîãàðè�ìè÷å-

ñêîé øêàëå âðåìåíè; Φ(−1000) = 100.

�èñ. 37. Ýâîëþöèÿ ïîòåíöèàëà íà ñòàäèè

êîëåáàíèé â ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëå âðåìåíè

ïðè ìàëîì çíà÷åíèè êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòî-

ÿííîé Λm = 0.001; Φ(−1000) = 100.

II.4.2 Ýâîëþöèÿ ïîñòîÿííîé Õàááëà H(t)

Ïàäåíèå âåëè÷èíû ïîñòîÿííîé Õàááëà îò çíà÷åíèÿ H1 (II.33) äî çíà÷åíèÿ

H0 (II.31) íà÷èíàåòñÿ òåì ïîçæå, ÷åì áîëüøå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ0 = Φ(−∞) (�èñ. 38 � 39).
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�èñ. 38. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè ïîñòîÿí-

íîé Õàááëà îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ñêàëÿð-

íîãî ïîòåíöèàëà: ñíèçó - ââåðõ: Φ(−1000) =
0.1; 1; 10; 30; 100 ïðè ìàëîì çíà÷åíèè êîñìîëî-

ãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λm = 0.01.

�èñ. 39. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè ïîñòî-

ÿííîé Õàááëà îò âåëè÷èíû êîñìîëîãè÷å-

ñêîé ïîñòîÿííîé: ñíèçó - ââåðõ: Λm =
0; 0.0001; 0.1; 1; 10 ïðè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ:

Φ(−1000) = 100; Z(−1000) = 0.

II.4.3 Ìàñøòàáíûé �àêòîð

�èñ. 40. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè ìàñøòàá-

íîãî �àêòîðà îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ñêàëÿð-

íîãî ïîòåíöèàëà: ñíèçó - ââåðõ: Φ(−1000) =
0.1; 1; 10; 100 ïðè ìàëîì çíà÷åíèè êîñìîëîãè-

÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λm = 0.1.

�èñ. 41. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè ìàñøòàá-

íîãî �àêòîðà îò âåëè÷èíû êîñìîëîãè÷åñêîé

ïîñòîÿííîé: ñíèçó - ââåðõ: Λm = 0; 0.1; 4/3; 10
ïðè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ: Φ(−1000) = 1;
Z(−1000) = 0.
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Ýâîëþöèÿ ìàñøòàáíîãî �àêòîðà ïîêàçàíà íà �èñ. 40 � 41. Íà îñè îðäèíàò

ãðà�èêîâ íà ýòèõ ðèñóíêàõ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ln �óíêöèè

L(τ) = ln(a(τ)).

Ïîýòîìó çíà÷åíèå lnL = 10 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ L ∼ 104 è çíà÷åíèþ

ìàñøòàáíîãî �àêòîðà a/a0 ∼ 109566.

II.4.4 Ýâîëþöèÿ èíâàðèàíòíîãî êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ

Êîñìîëîãè÷åñêîå óñêîðåíèå Ω ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî �îðìóëå:

Ω(τ) = 1 +
H ′m(τ)

H2
m(τ)

. (II.38)

Âåëè÷èíà êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ òàêæå îñöèëèðóåò ñ ïåðèîäîì ∼ 2π

ïîñëå ñòàäèè ïåðâè÷íîé èí�ëÿöèè. Íà �èñ. 42 � 43 ïîêàçàíà ñòàäèÿ êîëå-

áàíèé êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, íà ãðà�èêå �èñ. 43 ìîæíî

âèäåòü, êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ ðàñòåò ïðèìåðíî

îò −1/2 äî 1.

�èñ. 42. Êðóïíîìàñøòàáíàÿ ýâîëþöèÿ êîñ-

ìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ: Φ(−1000) = 100
ïðè ìàëîì çíà÷åíèè êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòî-

ÿííîé Λm = 0.00001. ×åðíàÿ îáëàñòü ãðà�èêà
ïðåäñòàâëÿåò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ.

�èñ. 43. Ó÷àñòîê êîëåáàòåëüíîé ñòàäèè

ýâîëþöèè êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ: Λm =
0.001 ïðè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ: Φ(−1000) =
0.1; Z(−1000) = 0.
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II.4.5 Ñðåäíåå çíà÷åíèå êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ

Êàê îòìå÷àëîñü â [30℄([46℄), ìèêðîñêîïè÷åñêèé õàðàêòåð êîëåáàíèÿ

3

âûíóæ-

äàåò ïåðåéòè ê íàáëþäàåìîìó ñðåäíåìó çíà÷åíèþ êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðå-

íèÿ, âû÷èñëÿåìîãî ïî �îðìóëå [30℄ ([46℄):

Ω(τ,∆τ) = 1 +
1

∆τ

(
1

h(τ)
− 1

h(τ +∆τ)

)
, (II.39)

ãäå ∆τ = 2πN � äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ.

�èñ. 44. Ýâîëþöèÿ ñðåäíåãî êîñìîëîãè÷å-

ñêîãî óñêîðåíèÿ: Φ(−1000) = 100 ïðè çíà÷å-

íèè êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λm = 0.1.
Äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ ∆τ =
20π.

�èñ. 45. Ýâîëþöèÿ ñðåäíåãî êîñìîëîãè÷å-

ñêîãî óñêîðåíèÿ: Φ(−1000) = 100 ïðè çíà-

÷åíèè êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λm =
0.0001. Äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ

∆τ = 100π.

3
Ïåðèîä êîëåáàíèé êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω âî âðåìåííîì ìàñøòàáå τ ïîðÿäêà 2π. Ïîýòîìó

â îáû÷íîé øêàëå âðåìåíè � ýòî êîìïòîíîâñêèé ìàñøòàá T ∼ 2πm−1
, ïîýòîìó ýòè êîëåáàíèÿ ñîãëàñíî

ïðèíöèïó íåîïðåäåëåííîñòè íåäîñòóïíû íàáëþäåíèÿì. Â ïðèíöèïå, ýòîò �àêòîð ïîáóæäàåò íàñ ïåðåéòè

ê êâàíòîâî - ïîëåâûì âû÷èñëåíèÿì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ.
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�èñ. 46. Ýâîëþöèÿ ñðåäíåãî êîñìîëîãè÷å-

ñêîãî óñêîðåíèÿ: Φ(−1000) = 100 çíà÷åíèè

êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λm = 0.00001.
Äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ ∆τ =
100π.

�èñ. 47. Ýâîëþöèÿ ñðåäíåãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ: Φ(−1000) = 100
ïðè çíà÷åíèè êîñìîëîãè÷åñêîé ïî-

ñòîÿííîé � ñíèçó � ââåðõ: Λm =
10−8; 3 · 10−8; 10−7; 10−6; 10−5; 10−4

.

Äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ

∆τ = 100π ÷ 200π.

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîñìîëî-

ãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λm ≤ 3 · 10−8 ýâîëþöèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîëî-

æåííîé â îñíîâàíèå ÑÊÑ, íà áîëüøèõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ âåñüìà ñëàáî

îòëè÷àåòñÿ îò ýâîëþöèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû áåç ó÷åòà êîñìîëîãè÷åñêîé

ïîñòîÿííîé. Â ÷àñòíîñòè, è â òàêîé ñèñòåìå âîçíèêàåò äîñòàòî÷íî äëèòåëüíàÿ

íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ñòàäèÿ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷å-

ñòâå áàçîâîé ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñ ìàññîé Õèããñîâà

áîçîíà ïîðÿäêà 10 Tev ∼ 10−15mpl ýòî îãðàíè÷åíèå äàåò Λ ≤ 3 · 10−38. Êàê
èçâåñòíî, çíà÷åíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé îöåíèâàåòñÿ êàê 10−123, òàê
÷òî ðåàëüíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ îòíîñèòñÿ èìåííî ê ðàññìàòðèâàå-

ìîìó ñëó÷àþ, îòâå÷àþùåìó ïåðâîìó òèïó îñîáîé òî÷êè � ïðèòÿãèâàþùåãî

ïîëþñà. Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, êîíå÷íîé ñòàäèåé òàêîé êîñìîëîãè÷åñêîé

ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ èí�ëÿöèîííàÿ, à íà ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèÿõ ðàñøèðåíèÿ

àâòîìàòè÷åñêè âîçíèêàåò íåðåëÿòèâèñòñêèé ðåæèì.
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�ëàâà III

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Ýéíøòåéíà è êîñìîëîãèÿ ðàííåé

Âñåëåííîé

III.1 Ââåäåíèå

Â [26℄, [27℄ íà îñíîâå óñðåäíåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ëîêàëüíûõ �ëóêòóàöèé

ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ âîêðóã ìåòðèêè Ôðèäìàíà âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè

âîçìóùåíèé áûëè ïîëó÷åíû ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, íàé-

äåíî òî÷íîå ðåøåíèå ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé â ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèè, àíàëèòè-

÷åñêè îïèñûâàþùåå ïåðåõîä ñ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ íà

èí�ëÿöèîííóþ. Â áîëåå ïîçäíåé ðàáîòå [28℄ ñ ïîìîùüþ áîëåå ñòðîãîé îïåðà-

öèè óñðåäíåíèÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàáîò áûëè óòî÷íåíû â ÷èñëåííîì

îòíîøåíèè.

�àññìîòðèì ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà è ìàññèâ-

íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ ñ ìàññîé êâàíòîâ m1,2
:

Gi
k ≡ Ri

k −
1

2
Rδik = T ik(g,Φ) + Λgik, (1)

�Φ +m2Φ = 0, (2)

ãäå Λ � êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðóþ ìû äîáàâèëè äëÿ îáùíîñòè,

�Φ = gikΦ,ik ≡
1√−g

∂

∂xi
√
−ggik ∂

∂xk
Φ (3)

1
Â ýòîé ñòàòüå âñþäó G = ~ = c = 1, ñèãíàòóðà ìåòðèêè (−,−,−,+), òåíçîð �è÷÷è ïîëó÷àåòñÿ

ñâåðòêîé ïåðâîãî è òðåòüåãî èíäåêñîâ.

2
Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çäåñü óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ñìåøàí-

íûõ êîìïîíåíò, �îðìà êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ áîëåå êîìïàêòíîé.
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�ëàâà III. Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà è êîñìîëîãèÿ ðàííåé Âñåëåííîé

� îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà è

T ik = 2Φ,iΦ,k − δikΦ,jΦ
,j + δikm

2Φ2 (4)

� òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Óðàâíåíèÿ (1) � (2) â äàëüíåé-

øåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî � óðàâíåíèÿìè ïîëÿ. Ýòà ñèñòåìà

óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ êîñìîëîãèè ðàí-

íåé Âñåëåííîé, êîòîðàÿ â òîé èëè èíîé ìîäè�èêàöèè ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé ìî-

äåëüþ èí�ëÿöèè â îãðîìíîì êîëè÷åñòâå ðàáîò.

Â ðàáîòå [30℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ

äå-Ñèòòåðîâñêèì íà÷àëîì ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêè íåóñòîé÷èâîé ïî îòíîøåíèþ

ê äîáàâëåíèþ ê òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà ëþáîé ìàòåðèàëüíîé äîáàâêè, âî-

âòîðûõ, ìîäåëü ñ èí�ëÿöèîííûì íà÷àëîì, îñíîâàííàÿ íà ìîäåëè ñ ïîñòî-

ÿííûì ñêàëÿðíûì ïîëåì âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè, íåóñòîé÷èâà â ñìûñëå Ëÿ-

ïóíîâà è, íàêîíåö, â-òðåòüèõ, ýòà ìîäåëü ãðàâèòàöèîííî íåóñòîé÷èâà ïî îò-

íîøåíèþ ê ïåðâè÷íûì ñëàáûì ãðàâèòàöèîííûì âîëíàì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

íåîáõîäèìûì ýëåìåíòîì òàê íàçûâàåìîé ¾êâàíòîâîé êîñìîëîãèè¿

3

. Ïîñêîëü-

êó, êàê èçâåñòíî, âî-ïåðâûõ, âñå êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè èìåþò ñèíãóëÿð-

íîñòü âî âðåìåííîé øêàëå, êîãäà ìàñøòàáíûé �àêòîð îáðàùàåòñÿ â íóëü, à,

âî-âòîðûõ, àìïëèòóäà êîðîòêîâîëíîâûõ ïîïåðå÷íûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîçìó-

ùåíèé ïàäàåò îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ìàñøòàáíîìó �àêòîðó [32℄, [33℄, òî

ëîêàëüíûå ãðàâèòàöèîííûå �ëóêòóàöèè ìåòðèêè âåëèêè âáëèçè êîñìîëîãè-

÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè è ìîãóò îêàçàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ýâîëþöèþ

ðàííåé Âñåëåííîé. Ïîýòîìó âàæíîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàþò èññëåäîâàíèÿ, íà-

ïðàâëåííûå íà ñîçäàíèå àäåêâàòíîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé ìîäåëè ãðàâèòàöèè.

Â ýòîé ãëàâå ìû îïèøåì ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ

ïîëåé ïî ëîêàëüíûì ãðàâèòàöèîííûì �ëóêòóàöèÿì è ïðèìåíèì åãî ê �îð-

ìóëèðîâàíèþ è èññëåäîâàíèþ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ìîäåëè ðàííåé Âñåëåííîé.

�åçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [26℄, [27℄, [28℄. Êðîìå òîãî,

íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ â òåîðèè âîç-

ìóùåíèé óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ïðîâîäèëèñü â ïðèêëàäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì

ïàêåòå Maple XVII, â êîòîðîì áûëà ñîçäàíà ñïåöèàëüíàÿ ïðîãðàììà âû÷èñ-

ëåíèÿ âîçìóùåíèé 2-ãî ïîðÿäêà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìåòðèê [29℄.

3
Cì. íàïðèìåð îáçîð [31℄.
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III.2. Ñàìîñîãëàñîâàííûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ëîêàëüíûõ �ëóêòóàöèé ìåòðèêè

III.2 Ñàìîñîãëàñîâàííûé ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê îïè-

ñàíèþ ëîêàëüíûõ �ëóêòóàöèé ìåòðèêè

III.2.1 Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ

Ñòàòèñòè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëó÷åíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéíøòåé-

íà ìîæíî ðàçâèòü ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé ìíîãèõ ÷àñòèö â ðàìêàõ ïîäõîäà

ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ, ïåðâîíà÷àëüíî âîçíèêøåãî â íåáåñíîé ìåõàíèêå,

à çàòåì ïðèìåíåííîãî â òåîðèè ìíîãèõ ÷àñòèö (P. Weiss, 1907; I. Langmuir,

1913; L. Thomas, 1927; Å. Fermi, 1928; D. Hartree, 1928; Â.À. Ôîê, 1930).

Îñîáóþ ðîëü â ðàçâèòèè ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ ïðèíàäëåæèò ñî-

âåòñêîìó �èçèêó-òåîðåòèêó Àíàòîëèþ Àëåêñàíäðîâè÷ó Âëàñîâó, êîòîðûé â

ñâîèõ �óíäàìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ (1938) [36℄

4

âïåðâûå äàë ãëóáîêèé àíàëèç

�èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïëàçìû, ïîêàçàë íåïðèìåíèìîñòü

ê îïèñàíèþ ïëàçìû ãàçîêèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà è ïðåäëîæèë

íîâîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëàçìû (óðàâíåíèå Âëàñîâà), îïèñûâàþùåå

êîëëåêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ïëàçìû ÷åðåç ñàìîñîãëàñîâàííîå ïî-

ëå. Â äàëüíåéøåì òåîðèÿ Âëàñîâà áûëà óòî÷íåíà â ñòàòüå Ë.Ä. Ëàíäàó

5

(1946), à çàòåì ñòðîãî îáîñíîâàíà è îáîáùåíà â ðàáîòàõ Í.Í. Áîãîëþáîâà

(1946) è áëåñòÿùå ïðèëîæåíà èì ê êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå è òåîðèè ñâåðõòå-

êó÷åñòè (1947). Ñëåäóåò îòìåòèòü êëàññè÷åñêóþ ìîíîãðà�èþ ×àíäðàññåêàðà

[39℄ (1942), â êîòîðîé íà îñíîâå ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ áûëè ñ�îð-

ìóëèðîâàíû ïðèíöèïû çâåçäíîé äèíàìèêè è �àêòè÷åñêè ïîñòðîåíà òåîðèÿ

îáðàçîâàíèÿ ãàëàêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ñîãëàñíî ìåòîäó ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ äâèæåíèå îòäåëüíîé ÷àñòèöû

ìîæíî îïèñàòü êàê äâèæåíèå â ñóììàðíîì óñðåäíåííîì ïîëå îñòàëüíûõ ÷à-

ñòèö ñèñòåìû, ïðåíåáðåãàÿ âëèÿíèåì îäíîé ÷àñòèöû íà äèíàìèêó ñèñòåìû.

Óñëîâèÿìè ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ äàëü-

íîäåéñòâóþùèé õàðàêòåð ìåæ÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé è áîëüøîå ÷èñëî

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö N ≫ 1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìå-

òîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ ïðèìåíèòåëüíî ê íåëèíåéíûì ÷èñòî ïîëåâûì

ñèñòåìàì. Ïðè ýòîì ðîëü îäíîé ÷àñòèöû èãðàåò îòäåëüíàÿ ìàëàÿ ïîëåâàÿ

ìîäà, õàðàêòåðèçóåìàÿ íåêîòîðûìè ïîëåâûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, à óñëîâè-

åì ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ äàëüíîäåéñòâó-

4
Ñì. òàêæå [37℄, [38℄.

5
Òàê íàçûâàåìîå ¾çàòóõàíèå Ëàíäàó¿, ñâÿçàííîå ñ íåó÷òåííûì â ðàáîòå Âëàñîâà ïîëþñîì â ðåøåíèè

áåññòîëêíîâèòåëüíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
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�ëàâà III. Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà è êîñìîëîãèÿ ðàííåé Âñåëåííîé

þùèé õàðàêòåð ïîëÿ è áîëüøîå ÷èñëî åãî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ýòèì óñëîâè-

ÿì êàê íåëüçÿ ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå: çàêîí

ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè-ìàññû è îòñóòñòâèå îòðèöàòåëüíûõ ¾ãðàâèòàöè-

îííûõ çàðÿäîâ¿ ãàðàíòèðóåò åãî äàëüíîäåéñòâóþùèé õàðàêòåð, à áîëüøîå

÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû çàëîæåíî â ñàìîé ïîëåâîé ïðèðîäå âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïîýòîìó ìû èìååì ïðàâî ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ñ ãðàâèòàöèîííûì âçàèìî-

äåéñòâèåì ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ, â êîòîðîì êàæäàÿ ìèêðîñêîïè-

÷åñêàÿ ìîäà ãðàâèòàöèîííîãî âîçìóùåíèÿ ìàëà, òîãäà êàê ìàêðîñêîïè÷åñêîå

ñàìîñîãëàñîâàííîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå âåëèêî.

III.2.2 Óñðåäíåíèå ëîêàëüíûõ �ëóêòóàöèé ìåòðèêè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷íóþ ìèêðîñêîïè÷åñêóþ ìåòðèêó ðèìàíîâà ïðîñòðàí-

ñòâà - âðåìåíè V4 ìîæíî çàïèñàòü â �îðìå [41, 1℄:

gik(x) = gik(x) + δgik(x), (III.1)

ãäå gik(x) � íåêîòîðàÿ ñðåäíÿÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ìåòðèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìàêðîñêîïè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó - âðåìåíè V̄4, à δgik(x) � ìàëûå ìèêðîñêî-

ïè÷åñêèå �ëóêòóàöèè ìåòðèêè, òàê ÷òî

δgikδgjk ≪ 1, (III.2)

è

δgik = 0. (III.3)

×åðòîé ñâåðõó ìû îáîçíà÷àåì çäåñü è â äàëüíåéøåì íåêîòîðóþ îïåðàöèþ

óñðåäíåíèÿ ìåòðèêè è ñîïóòñòâóþùèõ åé âåëè÷èí, ïîêà íå êîíêðåòèçèðóÿ

åå. Çàìåòèì ëèøü, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà äåëèêàòíîé ïðîöåäó-

ðîé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåé îò ñïîñîáà èçìåðåíèÿ (äåòàëè ñì. â [41, 1℄). Çà-

ìåòèì òàêæå, ÷òî ¾ïèîíåðñêèå¿ ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ìåòðè-

êè, ïðèìåíÿåìûå íåêîòîðûìè èññëåäîâàòåëÿìè è çàêëþ÷àþùèåñÿ â ïåðå-

íîñå ìåòîäîâ êëàññè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòðè÷åñêèõ

âåëè÷èí ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó îáúåìó, â ðåëÿòèâèñòñêîé ãðàâèòàöèè ÿâíî

íå ïðèãîäíû. Âî-ïåðâûõ, êàê èçâåñòíî èç ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, ðåçóëüòàò

èíòåãðèðîâàíèÿ òåíçîðà ïî îáúåìó ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîé îïåðàöèåé è íå

ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé âåëè÷èíîé. Âî-âòîðûõ, ïîñêîëüêó ñèíõðîíèçàöèÿ íàáëþ-

äåíèé âîçìîæíà ëèøü â ñèíõðîííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, �èçè÷åñêèé ñìûñë ðå-

çóëüòàòà èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïî îáúåìó òàêæå íåâîçìîæ-

íî îïðåäåëèòü. Â-òðåòüèõ, ìàêðîñêîïè÷åñêèé ïðèáîð, èçìåðÿþùèé ìåòðèêó
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Âñåëåííîé, ïîïðîñòó, íåðåàëèçóåì. Ïîýòîìó, ñëåäóÿ ìåòîäàì, ðàçâèòûì â ðà-

áîòàõ [41, 1℄, ìû áóäåì óñðåäíÿòü ìåòðèêó ïî íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì âåëè-

÷èíàì, íàïðèìåð, âîëíîâûì âåêòîðàì, �àçàì êîëåáàíèé è òîìó ïîäîáíûì.

Òàê, íàïðèìåð, â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ìåòðèêà ãåíåðèðîâàëàñü ìàññèâíûìè

÷àñòèöàìè, à åå óñðåäíåíèå ïðîâîäèëîñü ïî êîîðäèíàòàì ýòèõ ÷àñòèö, íå ÿâ-

ëÿþùèìèñÿ àðãóìåíòàìè òåíçîðíûõ ïîëåé. Âîîáùå æå ãîâîðÿ, êîððåêòíîå

óñðåäíåíèå ìåòðèêè, êàê è äðóãèõ òåíçîðíûõ ïîëåé ìîæåò áûòü îñóùåñòâëå-

íî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà èçâåñòíà ãåíåðàëüíàÿ

òåîðåìà î òîì, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü

ðàçëîæåíà ïî ïîëíîìó îðòîãîíàëüíîìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ëèíåé-

íîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàê èçâåñòíî, òàêèì

îïåðàòîðîì â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà (3).

Ïîýòîìó ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ýòîò íàáîð ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè îïåðà-

òîðà Ä'Àëàìáåðà, ÿâëÿþùèìñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà

ðèìàíîâîì V4, îòâå÷àþùèìè ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�ψλ = λ, (III.4)

ãäå � � îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà, îïðåäåëåííûé íà ìåòðèêå gik. Íàäî ïîì-

íèòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñîáñòâåííûå �óíêöèè λ îïðåäåëÿþòñÿ íåêîòîðûì

n-ìåðíûì íàáîðîì ÷èñåë, [l1, l2, . . . , ln], òî åñòü, âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ

~λ =

[l1, l2, . . . , ln]. Ïî ýòîìó âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ

~λ è ñëåäóåò ïðîâîäèòü ñòàòèñòè-

÷åñêîå óñðåäíåíèå. Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ ïîëíîñòüþ

àäåêâàòíà è óñðåäíåíèþ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð,

â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïëîñêîãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà òàêèì ïîë-

íûì îðòîãîíàëüíûì ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ÿâëÿþòñÿ eikr, à â ñ�åðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ � ñèñòåìà, ïîñòðîåííàÿ íà øàðîâûõ �óíêöèÿõ: Jν(r)Y
ν
λ(θ, ϕ).

Ïîýòîìó â ïåðâîì ñëó÷àå óñðåäíåíèå äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ïî ñëó÷àéíûì çíà-

÷åíèÿì âîëíîâîãî âåêòîðà, à âî âòîðîì � ïî çíà÷åíèÿì ÷èñåë {λ, µ, ν} � è

â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àÿõ óêàçàííûå ÷èñëà ïðèíèìàþò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ íàëàãàòü îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ íà

�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(xi, ~λ), êîòîðûå äîëæíû îòðàæàòü ìàêðîñêîïè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà ñèììåòðèè óñðåäíÿåìûõ òåíçîðíûõ ïîëåé.

Íàäî ïîíèìàòü, ÷òî âìåñòå ñ �ëóêòóàöèÿìè ìåòðèêè ñóùåñòâóþò è ñîïóò-

ñòâóþùèå èì ìàëûå �ëóêòóàöèè �èçè÷åñêèõ ïîëåé, δφa
6

,

φa = φa + δφa, (III.5)

6
Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ýòî åäèíñòâåííîå ïîëå φa = Φ(x), õîòÿ ñêàçàííîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ

ëþáîãî ÷èñëà �èçè÷åñêèõ ïîëåé ëþáîé ïðèðîäû.
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òàê ÷òî

δφaδφa ≪ φ2a, (III.6)

è

δφa = 0. (III.7)

Óñðåäíÿÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íîé ïðîöåäóðû, ïîëó-

÷èì:

Gi
k(g) = 8πT ik(g, φa) + Λδik. (III.8)

Âñëåäñòâèå íåëèíåéíîñòè òåíçîðà Ýéíøòåéíà è òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà:

Gi
k(g) 6= Gi

k(g); T ik(g, φa) 6= T ik(g, φa), (III.9)

òî åñòü, ìàêðîñêîïè÷åñêèé èñòî÷íèê íå ñîîòâåòñòâóåò ìàêðîñêîïè÷åñêîé ìåò-

ðèêå, êàê ýòî èìååò ìåñòî â ýëåêòðîäèíàìèêå.

Êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ìàêðîñêîïè÷åñêóþ

ìåòðèêó? Îáùèå ïðèíöèïû óñðåäíåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêîé ìåòðèêè â ÂÊÁ-

ïðèáëèæåíèè è ïîëó÷åíèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà áûëè

èçëîæåíû â ðàáîòàõ Èñààêñîíà [34, 35℄ (1968), à çàòåì ïðèìåíåíû äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ òåîðèè ðåëÿòèâèñòñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãðàâèòàöèîííûì

âçàèìîäåéñòâèåì â ðàáîòàõ Àâòîðà [40℄ (1983)

7

. Â ðàáîòàõ [43, 42℄ (1990) ýòà

òåîðèÿ áûëà ïðèìåíåíà ê âûâîäó êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ �îòîíîâ,

ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ãðàâèòàöèîííî �ëóêòóèðóþùåì ìèðå Ôðèäìàíà, â

êîòîðîì ëîêàëüíûå �ëóêòóàöèè ïîðîæäàëèñü ìàññèâíûìè ¾÷àñòèöàìè¿. Â

÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [43, 42℄ (1990) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ¾ó÷åò ëîêàëüíûõ

�ëóêòóàöèé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ýêâèâàëåíòåí äîáàâëåíèþ ê �ðèäìàíîâ-

ñêîé ïûëè æèäêîñòè ñ ïðåäåëüíî æåñòêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, èëè äîáàâ-

ëåíèþ â ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà Λ - ÷ëåíà¿

8

.

Èòàê, áóäåì óñðåäíÿòü óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà è ñîïóòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ

�èçè÷åñêèõ ïîëåé. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Äëÿ íà-

÷àëà ïðîöåññà óñðåäíåíèÿ íàì íåîáõîäèìî èìåòü íåêîòîðóþ ¾çàòðàâî÷íóþ¿

ñòàðòîâóþ ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ìåòðèêó g
(0)
ik (x) è íåêîòîðûå çàòðàâî÷íûå ñòàð-

òîâûå �èçè÷åñêèå ïîëÿ φ
(0)
a , ñ êîòîðûõ â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ

7
Àíãëèéñêàÿ âåðñèÿ - [41℄ (2007), ñì. òàêæå ìîíîãðà�èè [1, 2℄ (2010,2013).

8
Â ýòèõ ðàáîòàõ Àâòîðà ñ À.À. Ïîïîâûì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ p = −ε ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì

ñîñòîÿíèÿ p = ε áûëî íàçâàíî ¾ïðåäåëüíî - æåñòêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ¿, òàê êàê íà òî âðåìÿ åùå íå

áûëî ñîîòâåòñòâóþùåé îáùåïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè.
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ìîæíî íà÷èíàòü ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòòåðàöèé ïðîöåäóðû óñðåäíå-

íèÿ. Ýòè çàòðàâî÷íûå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìå óðàâ-

íåíèé ïîëÿ:

Gi
k

(
g
(0)
jm

)
= 8πT ik(

(
g
(0)
jm, φ

(0)
a

)
+ Λδik; (III.10)

(0)

∇k T
k
i (g

(0), φ(0)a ) = 0. (III.11)

Èòàê, â ñîãëàñèè ñ îáùèì ïîäõîäîì ê óñðåäíåíèþ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé

ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ìàêðîñêîïè÷åñêîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî, è ïóñòü òå-

ïåðü g
(0)
ik (x) ≡ gik(x), φ

(0)
a (x) ≡ φa(x) íåêîòîðûå ïîêà íåèçâåñòíûå ìàêðîñêî-

ïè÷åñêèå ñðåäíèå ïîëåâûõ âåëè÷èí.

Ïðåäïîëîæåíèå 1 Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïåðàöèè äè�-

�åðåíöèðîâàíèÿ èëè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì ïåðåñòàíîâî÷íû ñ

îïåðàöèåé óñðåäíåíèÿ:

∂iφ(x) = ∂iφ(x); (III.12)

∫
φ(x)dx =

∫
φ(x)dx. (III.13)

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ âûøå îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ ïîëíîñòüþ óäîâëå-

òâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèþ 1.

Ïóñòü äàëåå:

δgik = gik − g(0)ik ; δφa = φa − φ(0)a , (III.14)

� ìàëûå ëîêàëüíûå îòêëîíåíèÿ ìåòðèêè è �èçè÷åñêèõ ïîëåé îò èõ ñðåäíèõ

çíà÷åíèé, òàêèå, ÷òî:

δgik = 0; ∂jδgik = 0; (III.15)

δφ = 0; ∂jδφ = 0. (III.16)

�àçëîæèì óðàâíåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîëÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî ìàëîñòè îòêëî-

íåíèé ìåòðèêè è �èçè÷åñêèõ ïîëåé îò ýòèõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé äî âòîðîãî

ïîðÿäêà ïî âîçìóùåíèÿì:

G(0)i
k +G(1)i

k +G(2)i
k = 8π

(
T (0)i

k + T (1) i
k + T (2)i

k

)
+ Λδik, (III.17)

è óñðåäíèì ýòè óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì (III.3), (III.7), à òàêæå ëèíåéíîñòè îïå-

ðàòîðîâ G
(1)
ik è T

(1)
ik ïî îòíîøåíèþ ê �ëóêòóàöèÿì:

G(1)i
k(δg) = G(1)i

k(δg) = 0; (III.18)

T (1)i
k(δg, δφ) = T (1)i

k(δg, δφ) = 0. (III.19)
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Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ìû ïîëó÷èì ìèêðî-

ñêîïè÷åñêèå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âîçìóùåíèÿì ìåòðèêè

è �èçè÷åñêèõ ïîëåé

G(1)i
k(δg) = 8πT (1)i

k(δg, δφ) + Λδik; (III.20)

∇kT
(1)i

k(δg, δφ) = 0, (III.21)

êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ìèêðîñêîïè÷åñêèìè ýâîëþöèîííûìè óðàâíåíè-

ÿìè äëÿ âîçìóùåíèé. Ïîëàãàÿ

9

g
(0)
ik = gik, (III.22)

âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîñëå óñðåäíåíèÿ ìû ïîëó÷èì ìàê-

ðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ìåòðèêè

G(0)i
k(g) = −G(2)i

k(δg) + 8π(T (0)i
k(g, φ) + T (2)i

k(δg, δφ)) + Λδik, (III.23)

ñîãëàñíî êîòîðûì ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ìåòðèêó âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî òåîðèè

âîçìóùåíèé îïðåäåëÿþò óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà  êîñìîëîãè÷åñêèì ÷ëåíîì è

ñóììàðíûì ý��åêòèâíûì òåíçîðîì ýíåðãèè èìïóëüñà:

T̃ ik = T (0)i
k(g, φ) + T (2)i

k, (III.24)

ãäå

T (2)i
k ≡ T (2)i

k −
1

8π
G(2)i

k. (III.25)

Òàêèì îáðàçîì, ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà âòîðîãî ïîðÿäêà

ïî âîçìóùåíèÿì ïðèíèìàþò ñòàíäàðòíûé âèä:

Gi
k(g) = 8πT̃ ik + Λδik. (III.26)

Äëÿ çàìûêàíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà íåîáõîäèìî âû÷èñ-

ëèòü ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñðåäíèå, êâàäðàòè÷íûå ïî ëîêàëüíûì �ëóêòóàöèÿì

ìåòðèêè è �èçè÷åñêèõ ïîëåé, îïðåäåëÿåìûå ýâîëþöèîííûìè óðàâíåíèÿìè

(III.20) � (III.21).

9
Îòìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà (III.22) ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ïðèåìîì ïåðåíîðìèðîâêè ìåòðèêè.
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III.2.3 Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñèììåòðèè

Ïðîèçâîäíîé Ëè îò îáúåêòà Ωi
k â íàïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ

i
íàçûâàåòñÿ

îáúåêò [44℄.

L
ξ
U i
k = lim

dt→0

Ωi
k(x

i + ξidt)− Ωi
k(x

i)

dt
, (III.27)

òàê ÷òî:

L
ξ
U i
k = ξj∂jU

i
k − U j

k∂jξ
i + U i

j∂kξ
j. (III.28)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè U i
k ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì, â �îðìóëå (III.28) ìîæíî çàìåíèòü

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íà êîâàðèàíòíûå:

L
ξ
U i
k = ξj∇jU

i
k − U j

k∇jξ
i + U i

j∇kξ
j

(III.29)

� ýòîò îáúåêò ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òîé æå âàëåíòíîñòè, ÷òî è èñõîäíûé.

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå çàòðàâî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ïñåâäîðèìàíîâî V4, äî-

ïóñêàþùåå íåêîòîðóþ ãðóïïó äâèæåíèé, Gr
ñ âåêòîðàìè Êèëëèíãà ξ

(α)

, îïðå-

äåëÿþùèõ ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ñèììåòðèþ:

L
α
g
(0)
ik = 0; L

α
φ(0)a = 0;

(
L
α
≡L
ξα

)
. (III.30)

Ïðèìåì äàëåå ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 2 Ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñðåäíåå òåíçîðà Ýéíøòåéíà íàñëå-

äóåò ñâîéñòâà ñèììåòðèè ìàêðîñêîïè÷åñêîé ìåòðèêè:

L
ξ
gik = σgik =⇒L

ξ
Gik = σ1gik, (III.31)

ãäå L
ξ
� ïðîèçâîäíàÿ Ëè (ñì., íàïðèìåð, [44℄), σ(x), σ1(x) � íåêîòîðûå ñêà-

ëÿðíûå �óíêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè σ = 0, σ1 = 0 ìû ïîëó÷àåì ãðóïïó äâèæåíèé V̄4, à ïðè

íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ñêàëÿðîâ � ãðóïïó êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïîÿñíèì ïðåäïîëîæåíèå 2. Êàê èçâåñòíî èç ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè (ñì. [1℄),

âñå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû íàñëåäóþò ñâîéñòâà ñèììåòðèè ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà, íàïðèìåð:

L
ξ
gik = 0⇒L

ξ
Γjik = 0; L

ξ
Rijkl = 0; L

ξ
Tik = 0. (III.32)
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Îòñþäà ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî âñå ñèììåòðè÷íûå êîâàðèàíòíûå òåíçîðû

âòîðîé âàëåíòíîñòè èìåþò òàêóþ æå àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, êàê è ìåò-

ðè÷åñêèé òåíçîð. Ëîãè÷íî ïîýòîìó ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóê-

òóðà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåíçîðîâ òàêæå áóäåò îäèíàêîâà. Çàìåòèì äàëåå, ÷òî,

ïîñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà:

L
α
G(0) i

k = 0; L
α
Λδik = 0; L

α
T (0) i

k(g, φ) = 0, (III.33)

òî âñëåäñòâèå ïðåäïîëîæåíèÿ 2 ñóììàðíûé òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà âòî-

ðîãî ïîðÿäêà ïî âîçìóùåíèÿì ïðè óñðåäíåíèè òàêæå äîëæåí íàñëåäîâàòü

ñèììåòðèè ìàêðîñêîïè÷åñêîé ìåòðèêè:

L
α
T (2) i

k = 0⇒L
α
T̃ ik = 0. (III.34)

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå 2 íàëàãàåò îïðåäåëåííûå íåîáõîäèìûå óñëî-

âèÿ íà ñèììåòðèþ ñêàëÿðíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ òåíçîðíûõ

ïîëåé f(xi, ~λ), â ÷àñòíîñòè:

L
α
f(xi, ~λ) = 0. (III.35)

III.2.4 Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà âòîðîãî ïîðÿäêà

Âûïèøåì îêîí÷àòåëüíî ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ìàêðîñêîïè÷å-

ñêóþ ìåòðèêó âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé. Ýòè óðàâíåíèÿ ñîñòî-

ÿò èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ëîêàëüíûõ âîçìóùåíèé ìåòðèêè è

�èçè÷åñêèõ ïîëåé:

1. Óðàâíåíèÿ äëÿ ëîêàëüíûõ âîçìóùåíèé:

G(1)i
k(δg) = 8πT (1)i

k(δg, δφ); (III.36)

∇kT
(1)i
k(δg, δφ) = 0. (III.37)

2. Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà:

Gi
k(g)− Λδik = −G(2)i

k(δg) + 8π(T (0)i
k(g, φ) + T (2)i

k(δg, δφ)), (III.38)

ãäå âåëè÷èíû Gik(g) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñòàíäàðòíûì ïðàâèëàì âû÷èñëåíèÿ

êîìïîíåíò òåíçîðà Ýéíøòåéíà îòíîñèòåëüíî ìàêðîñêîïè÷åñêîé ìåòðèêè.

Ñäåëàåì ñëåäóþùåå âàæíîå çàìå÷àíèå. Ïðè ïîëó÷åíèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ

óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ìû ïðîèçâåëè ïåðåíîðìèðîâêó ìåòðèêè g
(0)
ik → gik.
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Ïðè ýòîì òåïåðü, âî-ïåðâûõ, ñîãëàñíî ìåòîäó ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ ìàê-

ðîñêîïè÷åñêèå ñðåäíèå G
(2)
ik (δg) íå îáÿçàíû áûòü ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ

Gik(g), òàê êàê ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

ñòåïåíåé ñâîáîäû ãðàâèòàöèîííûõ âîçìóùåíèé

10

. Âî-âòîðûõ, óêàçàííàÿ ïå-

ðåíîðìèðîâêà ìåòðèêè ïðèâîäèò ê çàìåíå Gik(g
(0)) → Gik(g). Ýòî, â ñâîþ

î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (III.38) ðå-

øàþòñÿ ñðàçó îòíîñèòåëüíî ìàêðîñêîïè÷åñêîé ìåòðèêè, à íå ìåòîäîì ïîñëå-

äîâàòåëüíûõ èòåðàöèé:

gik = g
(0)
ik + δgik + . . .

� ýòî è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïðåèìóùåñòâ ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàí-

íîãî ïîëÿ Õàðòðè - Ôîêà - Âëàñîâà - Áîãîëþáîâà. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé óâåë áû íàñ ñîâñåì â äðóãóþ ñòîðîíó � äëÿ ïîíèìàíèÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ Ôðèäìàíîâñêîé Âñåëåí-

íîé, â êîòîðîé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà îïðåäåëÿëñÿ áû ãàçîì áåñêîíå÷íîãî

÷èñëà ¾ìàëåíüêèõ �îòîíîâ¿. Ñëåäóÿ ìåòîäó ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-

íèé, ìû äîëæíû áûëè áû ïîëîæèòü â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ òåí-

çîð Ìèíêîâñêîãî. ßñíî, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå ìû íèêîãäà áû íå ïîëó÷èëè

êîñìîëîãè÷åñêóþ ñèíãóëÿðíîñòü, ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü ãðàâèòàöèîííûõ âîçìó-

ùåíèé, âíîñèìûõ ¾ìàëåíüêèìè �îòîíàìè¿, ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöàìè ìåò-

ðèêè Ìèíêîâñêîãî. Ýòîò ïðèìåð íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðåëÿòèâèñòñêîé

òåîðèè ãðàâèòàöèè âñå èññëåäîâàòåëè áåññîçíàòåëüíî èñïîëüçóþò ìåòîä ñà-

ìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ, íå ïûòàÿñü îáîñíîâàòü åãî.

III.3 Ìèêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ Âñå-

ëåííîé Ôðèäìàíà ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì

Èòàê, áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíóþ, èçîòðîïíóþ, ïðîñòðàíñòâåííî - ïëîñ-

êóþ ìîäåëü Ôðèäìàíà:

ds20 = a2(η)(dη2 − dx2 − dy2 − dz2) ≡ dt2 − a2dl20; (III.39)

Ìåòðèêó ñ ãðàâèòàöèîííûìè âîçìóùåíèÿìè çàïèøåì â âèäå (ñì., íàïðèìåð,

[124℄):

ds2 = ds20 + a2(η)hαβdx
αdxβ. (III.40)

10
Ïðè îòñóòñòâèè íåãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé ýòè òåíçîðû ðàâíû.
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Ââåäåì, êàê ýòî ïðèíÿòî, áîëåå óäîáíûå äëÿ âû÷èñëåíèé ñìåøàííûå êîìïî-

íåíòû âîçìóùåíèé ìåòðèêè:

hαβ = hγβg
αγ
0 ≡ −

1

a2
hαβ ; (III.41)

h ≡ hαα ≡ gαβ0 hαβ = − 1

a2
(h11 + h22 + h33). (III.42)

III.3.1 Îáùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îòäåëüíûõ ìîä âîçìóùåíèé

Ïîñêîëüêó òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî V 0
3 â ìåòðèêå (III.39) ñ ìåòðèêîé dl20

ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàññà íà ýòîì ïðî-

ñòðàíñòâå

△0ψn = n2ψn (III.43)

ðàâíû:

ψn(r) = einr+iα, (III.44)

ãäå n � ïðîèçâîëüíûé âîëíîâîé âåêòîð, α � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, �àçà êîëå-

áàíèé. ×åòâåðêà ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë {n1, n2, n3, α} è ÿâëÿþòñÿ òåìè ñòåïå-

íÿìè ñâîáîäû, ïî êîòîðûì ìû áóäåì óñðåäíÿòü ëîêàëüíóþ ìåòðèêó. Äàëåå,

ïðåäñòàâèì âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè â âèäå îòäåëüíûõ ãàðìîíèê ñ çàäàííûì

âîëíîâûì âåêòîðîì, ðàçëàãàÿ èõ íà äâà àëãåáðàè÷åñêèõ òèïà � ïîïåðå÷íûå

è ïðîäîëüíûå âîçìóùåíèÿ [124℄.

Äëÿ ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèé:

hαβ = eαβSn(η)e
inr, (III.45)

ãäå S(η) � àìïëèòóäà âîçìóùåíèé, â êîòîðîé ìû âî èçáåæàíèå ãðîìîçäêèõ

îáîçíà÷åíèé ó÷ëè çàâèñèìîñòü îò �àçû α, òî åñòü,

S(η)→ eiαS(η); (III.46)

hαβnα = 0; (III.47)

h = 0. (III.48)

Âñëåäñòâèå (III.48) â ëèíåéíîì ïî h ïðèáëèæåíèè:

√−g ≈ √−g0 = a4. (III.49)
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Â ïðîèçâîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-

ñòðàíñòâà E3 òåíçîð ïîëÿðèçàöèè eαβ �îðìóëû (III.45) èìååò âèä:

eαβ = 2sαsβ +
nαnβ
n2
− δαβ, (III.50)

s2 = 1; sn = 0; n2 = n2. (III.51)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå

(III.47).

Äëÿ ïðîäîëüíûõ âîçìóùåíèé:

hαβ = einr[µ(η)Pαβ + ν(η)Qαβ], (III.52)

ãäå

Pαβ =
1

3
δαβ −

nαnβ
n2

; Qαβ =
1

3
δαβ. (III.53)

Âûáîð ñèñòåìû êîîðäèíàò. Áóäåì ðàçëàãàòü â ðÿä òåíçîð Ýéíøòåéíà, òåí-

çîð ýíåðãèè - èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ðÿä

ïî ìàëîñòè àìïëèòóäû ãðàâèòàöèîííûõ è ñêàëÿðíûõ âîçìóùåíèé S(η), µ(η),
ν(η), φ(η). Ïðè ýòîì, ïîëüçóÿñü èçîòðîïèåé íåâîçìóùåííîé ìåòðèêè, óäîáíî

ââåñòè ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé

11

:

n = n(0, 0, 1); s = (1, 0, 0), (III.54)

ãäå s - åäèíè÷íûé âåêòîð ïîëÿðèçàöèè ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèé. Â ýòîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò

h12 = 0; h11 =

[
S(η) +

1

3
µ(η) +

1

3
ν(η)

]
einz; (III.55)

h22 =

[
−S(η) + 1

3
µ(η) +

1

3
ν(η)

]
einz; (III.56)

h33 =

[
−2
3
µ(η) +

1

3
ν(η)

]
einz; h = νeinz. (III.57)

Äàëåå, ïîòåíöèàë ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ(r, t) ïðåäñòàâèì â âèäå:

Φ(r, η) = Φ0(η) + φ(η)einr; φ(η)≪ Φ0(η). (III.58)

Â ýòîé ñòàòüå ìû áóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî ïîïåðå÷íûå âîçìóùåíèÿ ãðàâèòà-

öèîííîãî ïîëÿ.

11
Ìû ðàññìàòðèâàåì çäåñü òîëüêî îäíó ìîäó âîçìóùåíèé. Êàê ïåðåéòè ê ñïåêòðó âîçìóùåíèé ïîêàçàíî

â [26℄.
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III.3.2 Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå

�àçëàãàÿ òåíçîð Ýéíøòåéíà ïî âîçìóùåíèÿì ìåòðèêè, â íóëåâîì ïðèáëèæå-

íèè ïîëó÷èì èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ:

G(0)1
1 = G(0)2

2 = G(0)3
3 = −

a′2

a4
+ 2

a′′

a3
; (III.59)

G(0)4
4 = 3

a′2

a4
. (III.60)

Äëÿ ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (2) â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè

ïîëó÷èì:

�0Φ0 +m2Φ0 =
Φ′′0
a2

+ 2
a′

a3
Φ′0 +m2Φ0. (III.61)

Ïðè ýòîì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïî-

ëÿ ðàâíû:

T (0)1
1 = T (0)2

2 = T (0)3
3 = m2a2Φ2

0 −
Φ′20
a2

;

T (0)4
4 = m2a2Φ2

0 +
Φ′20
a2
. (III.62)

Òàêèì îáðàçîì, â íóëåâîì ïî ãðàâèòàöèîííûì âîçìóùåíèÿì ïðèáëèæåíèè

ìû ïîëó÷èëè áû îäíî íåçàâèñèìîå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà

3
a′2

a4
− Λ =

Φ′20
a2

+m2Φ2
0 (III.63)

è óðàâíåíèå ïîëÿ

Φ′′0 + 2
a′

a
Φ′0 +m2Φ0 = 0.

Âòîðîå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïðè ýòîì ÿâèëîñü áû äè��åðåíöèàëüíûì ñëåä-

ñòâèå ýòèõ äâóõ. Óêàçàííûå äâà óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó óðàâíåíèé

ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöèàëà U(Φ) =

m2Φ2/2. Òàêæå îòìåòèì è ñëåäñòâèå ýòèõ óðàâíåíèé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâ-

íåíèåì Ýéíøòåéíà äëÿ òðåõìåðíûõ êîìïîíåíò:

2
a′′

a3
− a′2

a4
− Λ = 8π

(
m2a2Φ2

0 −
Φ′20
a2
)
. (III.64)

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ìû íå áóäåì ðåøàòü óêàçàííûå óðàâíåíèÿ íóëåâî-

ãî ïðèáëèæåíèÿ, òàê êàê òàêîé èòåðàöèîííûé ïîäõîä ïðîòèâîðå÷èò ìåòîäó

ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ.
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III.3. Ìèêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ Âñåëåííîé Ôðèäìàíà

III.3.3 Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ � ýâîëþöèîííûå óðàâíå-

íèÿ äëÿ âîçìóùåíèé

Â ëèíåéíîì ïî S, µ, νφ ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì, âî-ïåðâûõ, óðàâíåíèå äëÿ

âîçìóùåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

φ′′ + 2
a′

a
φ′ + (n2 + a2m2)φ = 0 (III.65)

è íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ýéíøòåéíà G(1)1
1, G

(1)2
2, G

(1)4
4 è ñîîòâåòñòâó-

þùèå èì êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà

12

. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ,

÷òî:

G(1)1
1 = −G(1)2

2 = −
1

2

Sn2

a2
− 1

2

S ′′

a2
− a′

a

S ′

a2
;

G(1)1
3 = G(1)1

4 = G(1)2
3 = G(1)1

4 = G(1)4
4 = 0. (III.66)

Äàëåå, îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà:

T (1)1
1 = T (1)2

2 = T (1)3
3 = 2Φ0φm

2 − 2
Φ′0
a2
φ′;

T (1)4
4 = 2Φ0φm

2 + 2
Φ′0
a2
φ′. (III.67)

Ñðàâíèâàÿ ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ïåðâîãî ïîðÿäêà (III.66) è (III.67),

íàéäåì

13

:

φ = 0. (III.68)

Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì ëèøü îäíî

óðàâíåíèå íà àìïëèòóäó ãðàâèòàöèîííûõ âîçìóùåíèé:

S ′′ + 2
a′

a
S ′ + Sn2 = 0, (III.69)

êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèåì äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ

âîçìóùåíèé.

12
Ìû îïóñêàåì îáùèé ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü äëÿ âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà eikz è ìíîæè-

òåëü e2ikz äëÿ âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

13
Îòëè÷íûå îò íóëÿ âîçìóùåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ äîïóñòèìû ëèøü ïðè íàëè÷èè ïðîäîëüíûõ âîçìó-

ùåíèé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Èõ ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ñòàòüå.
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III.3.4 Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé â óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

äîáàâèòñÿ ÷ëåí, êâàäðàòè÷íûé ïî àìïëèòóäå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí. Òàêèì

îáðàçîì, âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

ïðèìåò âèä:

Φ′′0 + 2
a′

a
Φ′0 +m2Φ0 − SS ′Φ′0 = 0. (III.70)

�åçóëüòàò óñðåäíåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî ñëó÷àéíûì ïàðàìåòðàì �ëóêòóà-

öèé ìåòðèêè è äàñò íàì óðàâíåíèå äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé.

Îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà Ýéíøòåéíà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ó÷å-

òîì ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ íà àìïëèòóäó ãðàâèòàöèîííûõ âîçìóùåíèé

(III.69) ðàâíû:

G(2)1
1 = G(2)2

2 = −
1

4

S2n2

a2
− 1

4

S ′2

a2
; (III.71)

G(2)3
3 =

3

4

S2n2

a2
− 3

4

S ′2

a2
; (III.72)

G(2)4
4 = −

7

4

S2n2

a2
− 1

4

S ′2

a2
− 2

a′

a

SS ′

a2
; G(2)3

4 =
3

2
in
S ′S

a2
; (III.73)

G(2)1
1 +G(2)2

2 +G(2)3
3 =

1

4

S2n2

a2
− 5

4

S ′2

a2
; (III.74)

Sp(G(2)i
k) = G(2)1

1 +G(2)2
2 +G(2)3

3 +G(2)1
1 +G(2)4

4 =

−3
2

S2n2

a2
− 3

2

S ′2

a2
− 2

a′

a

SS ′

a2
. (III.75)

Îòíîñèòåëüíî íåíóëåâîé êîìïîíåíòû G(2)3
4 ìû ïîãîâîðèì íèæå.

Âñå âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà â ñëó÷àå

ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèé îêàçûâàþòñÿ ñòðîãî ðàâíûìè íóëþ:

T (2)i
k = 0. (III.76)

III.4 Óñðåäíåíèå ëîêàëüíûõ �ëóêòóàöèé ìåòðèêè

III.4.1 Óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âîëíîâîãî âåêòîðà

Çàìåòèì, ÷òî íà �îíå èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà Ôðèäìàíà îïåðàöèÿ óñðåä-

íåíèÿ ìåòðèêè ñâîäèòñÿ ê óñðåäíåíèþ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ñâîäèòñÿ âîëíî-
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III.4. Óñðåäíåíèå ëîêàëüíûõ �ëóêòóàöèé ìåòðèêè

âîãî âåêòîðà n, ïðîèçâîëüíûì íàïðàâëåíèÿì âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè s è ïðî-

èçâîëüíîé �àçå êîëåáàíèé α. Âñëåäñòâèå ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèé îá óñðåä-

íåíèè 1, 2 �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �ëóêòóàöèé ìåòðèêè è ïîëåâûõ âåëè÷èí

äîëæíà áûòü èíâàðèàíòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ïîâîðîòàì è òðàíñëÿöèÿì, òî

åñòü, âñå íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà n è ïîëÿðèçàöèè s äîëæíû áûòü

ðàâíîâåðîÿòíûìè, òàêæå ðàâíîâåðîÿòíûìè äîëæíû áûòü �ëóêòóàöèè ñ ïðî-

èçâîëüíîé �àçîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âîëíîâîãî

âåêòîðà n îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ(n, r) =
1

4π

∫
ψ(n, r)dΩn, (III.77)

òî åñòü, ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ñ�åðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà

14

. Àíà-

ëîãè÷íî ïðîâîäèòñÿ óñðåäíåíèå è ïî ïîëÿðèçàöèÿì ãðàâèòàöèîííûõ âîëí s.

Çàìåòèì,  ó÷åòîì îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè è âîëíîâîãî âåê-

òîðà (III.51) ó íàñ èìååòñÿ âñåãî 5 ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïåðåéäåì ñ ïîìîùüþ

ñîîòíîøåíèé (III.50) è (III.51) îò âûäåëåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (III.54) ê

ïðîèçâîëüíîé äåêàðòîâîé, ïðîèçâîäÿ çàìåíû

nz → nr; e3 = n; e1 = s, (III.78)

ðàçëàãàÿ â ïðîèçâîëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ñèììåòðè÷íûé òðåõìåð-

íûé òåíçîð ïî âåêòîðàì s,n è ñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó δαβ:

G(2)α
β = Asαsβ +B(sαnβ + sβnα) + Cnαnβ +Dδαβ, (III.79)

ãäå A,B, C,D � íåêîòîðûå èíâàðèàíòû. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå êîîðäèíàò

(III.50) íàéäåì: A = B = 0;

D = G(2)1
1; C = G(2)3

3 −G(2)1
1 (III.80)

è

G(2)α
β =

(
G(2)3

3 −G(2)1
1

)
Cnαnβ +G(2)1

1δαβ. (III.81)

Âû÷èñëÿÿ, íàéäåì:

G(2)3
3 −G(2)1

1 =
S2n2

a2
− 1

2

S ′2

a2
. (III.82)

14
Ìîæíî áûëî áû òàêæå óñðåäíèòü è ïî âñåì äëèíàì âîëíîâûõ âåêòîðîâ, íî ýòà îïåðàöèÿ íå äàåò

äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè. Î ïðîöåäóðå óñðåäíåíèÿ è ïîëó÷åíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéí-

øòåéíà ñì. [41, 1℄.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñðåäíèõ ïîëó÷èì:

sαsβ =
1

3
δαβ;

nαnβ
n2

=
1

3
δαβ; sαnβ = 0. (III.83)

è îêîí÷àòåëüíî:

G(2)α
β =

1

3

(
G(2)1

1 +G(2)2
2 +G(2)3

3

)
δαβ =

(
−1
4

S2n2

a2
+

5

4

S ′2

a2

)
δαβ . (III.84)

Âîçâðàùàÿñü ê ñîîòíîøåíèþ (III.73), ïîëó÷èì:

G(2)3
4 → G(2)α

4 ∼ nα = 0. (III.85)

Âñëåäñòâèå èçîòðîïèè ìàêðîñêîïè÷åñêîé ìåòðèêè è (III.34) óñðåäíåííûé

òàêèì îáðàçîì ñóììàðíûé òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà òàêæå èìååò ÿâíî èçî-

òðîïíóþ ñòðóêòóðó, òî åñòü, ñòðóêòóðó òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà èäåàëüíîé

æèäêîñòè:

T (2)α
β = −G(2)α

β = (E + P)δ4i δ4k − δikP , (III.86)

ãäå

E = − 1

8π
G(2)4

4 =
1

8π

(
7

4

S2n2

a2
+

1

4

S ′2

a2
+ 2

a′

a

SS ′

a2

)
, (III.87)

P =
1

8π

1

3
G(2)α

α =
1

8π

(
1

12

S2n2

a2
− 5

12

S ′2

a2

)
, (III.88)

åñòü ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå ïîïåðå÷íûõ ãðàâèòà-

öèîííûõ âîçìóùåíèé, ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

E − 3P =
1

8π

(
3

2

S2n2

a2
+

3

2

S ′2

a2
+ 2

a′

a

SS ′

a2

)
. (III.89)

Âñëåäñòâèå èçîòðîïèè è îäíîðîäíîñòè ìàêðîñêîïè÷åñêîé ìåòðèêè âñëåäñòâèå

(III.76) ïîñëå òàêîé îïåðàöèè óñðåäíåíèÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ ìåòîäîì ñàìîñî-

ãëàñîâàííîãî ïîëÿ ìû ïîëó÷èì äëÿ íåå ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéí-

øòåéíà (III.23) âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âîçìóùåíèÿì:

3
a′2

a4
− Λ = 8πEs +

7

4

S
2
n2

a2
+

1

4

S ′2

a2
+ 2

a′

a

SS ′

a2
; (III.90)

a′2

a4
− 2

a′′

a3
= Ps +

1

12

S
2
n2

a2
− 5

12

S ′2

a2
, (III.91)
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III.5. Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âîçìóùåíèÿì â ÂÊÁ - ïðèáëèæåíèè

ãäå Es è Ps � ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ, âû÷èñëåííûå ïî �îðìóëàì (III.62), â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü

çíà÷åíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Φ, ïîëó÷åííîãî èç óñðåäíåííîãî ïî
ãðàâèòàöèîííûì âîçìóùåíèÿì óðàâíåíèÿ (III.92).

Φ′′ + 2
a′

a
Φ′ +m2Φ− SS ′Φ′ = 0. (III.92)

Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ìàñøòàáíûé �àêòîð a(η) ÿâëÿåòñÿ óæå ìàê-

ðîñêîïè÷åñêîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îáðàçîì:

Ps = −m2a2Φ2 +
Φ′2

a2
;

Es = m2a2Φ2 +
Φ′2

a2
. (III.93)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (III.90) � (III.92) ñîâìåñòíî ñ ñîîòíîøåíèÿìè (III.93) è

ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèåì (III.69) íà ãðàâèòàöèîííûå âîçìóùåíèÿ è ÿâëÿ-

þòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ìàêðîñêîïè÷å-

ñêóþ ìåòðèêó è ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñêàëÿðíîå ïîëå âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè

âîçìóùåíèé ïî ëîêàëüíûì �ëóêòóàöèÿì ìåòðèêè. Ýòè óðàâíåíèÿ íåîáõîäè-

ìî åùå óñðåäíèòü ïî ñëó÷àéíîé �àçå ãðàâèòàöèîííûõ âîçìóùåíèé.

III.5 Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âîçìó-

ùåíèÿì â ÂÊÁ - ïðèáëèæåíèè

III.5.1 ÂÊÁ-ðåøåíèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà íåîáõîäèìî ðåøèòü

ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ïîïåðå÷íûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîçìóùåíèÿõ ïðè

ïðîèçâîëüíîì ìàñøòàáíîì �àêòîðå a(η). Íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ïðîñòîòó

ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ, íàéòè åãî îáùåå ðåøåíèå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-

ìîæíûì. Ïîýòîìó çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ,

ïîëàãàÿ:

S(η) = S̃(η)eiψ(η); (III.94)

ψ′ ≫ S̃ ′0; n≫ 1; ψ′′ ≪ φ′. (III.95)

Ïîäñòàâëÿÿ S(η) èç (III.94) â ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå (III.69), ïðèâåäåì åãî

ê âèäó:

S̃ ′′ + 2S̃ ′
(
a′

a
+ iψ′

)
+ S̃

(
n2 − ψ′2 + 2i

a′

a
ψ′ + iψ′′

)
= 0. (III.96)
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Â íóëåâîì ïîðÿäêå ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

n2 − ψ′2 = 0⇒ ψ′ = ±n⇒ ψ = ±iη + α. (III.97)

Ïîäñòàâëÿÿ òàêèì îáðàçîì íàéäåííóþ �àçó â óðàâíåíèå (III.96), ïîëó÷èì â

ñëåäóþùåì ïîðÿäêå ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèå íà àìïëèòóäó S0(η):

2in

(
S̃ ′ +

a′

a
S̃

)
= 0. (III.98)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî ðåøåíèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ â

ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèè:

S =
eiα

a(η)

(
S+
0 e

inη + S−0 e
−inη) ≡ C1 cos(nη + α)

a
+
C2 sin(nη + α)

a
, (III.99)

ãäå C1, C2 � íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû.

III.5.2 Óñðåäíåíèå àìïëèòóä ïî �àçå

Â äàëüíåéøåì â ýâîëþöèîííîì óðàâíåíèè äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ìàñøòàá-

íîãî �àêòîðà (III.90) è â óðàâíåíèè äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (III.92)

íàì ïîíàäîáÿòñÿ çíà÷åíèÿ êâàäðàòîâ àìïëèòóä S è èõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ

ýòîãî íàì íåîáõîäèìî óñðåäíèòü ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû ïî �àçå α. Òàêèì îá-

ðàçîì, ðåàëüíóþ ÷àñòü âåëè÷èí òèïà S2
ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó:

〈S2〉α =
1

2π

2π∫

0

S2dα. (III.100)

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (III.99), íàéäåì ñîãëàñíî (III.100):

〈S2〉α =
1

2

S2
0

a2
; 〈SS ′〉α = −1

2

a′

a

S2
0

a2
;

〈S ′2〉α =
1

2

S2
0

a2

(
n2 +

a′2

a2

)
, (III.101)

ãäå

S0 =
√
C2

1 + C2
2 .
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III.5. Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âîçìóùåíèÿì â ÂÊÁ - ïðèáëèæåíèè

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå ýâîëþöèè ìàøòàáíîãî �àêòî-

ðà (III.90), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî ìàêðîñêîïè÷åñêîå óðàâíåíèå ýâîëþöèè â

ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèè:

3
a′2

a4

(
1 +

7

24
S2
0

)
= Λ + 8π

(
m2a2Φ2 +

Φ′2

a2

)
+
S2
0n

2

a4
. (III.102)

Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîëÿ (III.92) ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî:

Φ′′ + 2
a′

a
Φ′
(
1 +

S2
0

2a2

)
+m2Φ = 0. (III.103)

Óðàâíåíèÿ (III.104) è (III.103) è ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè óðàâíåíèÿìè ìàêðî-

ñêîïè÷åñêîé êîñìîëîãèè ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì â ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèè. Çàìåòèì,

÷òî âáëèçè êîñìîëîãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè (a(η) → 0) âòîðîé ÷ëåí â êðóã-

ëûõ ñêîáêàõ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàêæå è â ñëó÷àå

èí�ëÿöèîííîãî ðåøåíèÿ (a ∼ −1/η, η → −∞) êàê η2.
Â ñëó÷àå ïóñòîé âñåëåííîé (Φ ≡ 0) óðàâíåíèå (III.104) ïðèíèìàåò ïðîñòîé

âèä:

ȧ2

a2
=

Λ +
S2
0n

2

a4

3

(
1 +

7

24
S2
0

) , (III.104)

è èíòåãðèðóåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ:

a(t) =

√
S0n

Λ1/4

√√√√sh

(
2
√
Λ√
3b
t

)
; b = 1 +

7

24
S2
0 . (III.105)

Ýòî ðåøåíèå îòíîñèòñÿ ê êëàññó ðåøåíèé, ðàíåå ïîëó÷åííûõ Àâòîðîì è îïè-

ñûâàåò ïëàâíûé ïåðåõîä ñ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ íà èí-

�ëÿöèîííóþ.
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�ëàâà IV

Íåìèíèìàëüíûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå

ìîäåëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, îñíîâàííûå íà

ìèêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìèêå

IV.1 Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ îïóáëèêîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïî ïîçäíåìó

óñêîðåíèþ Âñåëåííîé. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âòîðè÷íîãî óñêîðåíèÿ Âñå-

ëåííîé âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïðåäëàãàåòñÿ êîðåííûì îáðàçîì èçìåíèòü �óíäà-

ìåíòàëüíûå ïðèíöèïû �èçèêè. Îäíàêî, ñåé÷àñ ïîÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå àðãó-

ìåíòû â ïîëüçó òîãî, ÷òî ñëîæíûå, ìíîãîêîìïîíåíòíûå, êëàññè÷åñêèå �èçè-

÷åñêèå ñèñòåìû òàêæå ìîãóò ïðèâîäèòü êî âòîðè÷íîìó óñêîðåíèþ Âñåëåííîé.

Â îòëè÷èå îò äâóõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû ¾ñêàëÿðíîå ïîëå + èäåàëüíàÿ æèä-

êîñòü¿, â êîòîðîé âçàèìîäåéñòâèå êîìïîíåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèøü ÷åðåç

ãðàâèòàöèþ

1

, ìû ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêèå ñèñòåìû ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ

÷àñòèö, â êîòîðîé íåêîòîðûå ñîðòà ÷àñòèö ìîãóò ïðÿìûì îáðàçîì âçàèìîäåé-

ñòâîâàòü ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì ÷åðåç íåêîòîðûé �óíäàìåíòàëüíûé ñêàëÿðíûé

çàðÿä. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îáëàäàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,

íåíóëåâûì ñêàëÿðíûì çàðÿäîì è ñàìà ÿâëÿÿñü èñòî÷íèêîì ñêàëÿðíîãî ïî-

ëÿ, ìîæåò ý��åêòèâíî âëèÿòü íà ñêàëÿðíîå ïîëå, óïðàâëÿÿ åãî ïîâåäåíèåì.

Òàêîå ñêàëÿðíîå âçàèìîäåéñòâèå áûëî ââåäåíî â îáùåðåëÿòèâèñòñêóþ êèíå-

òè÷åñêóþ òåîðèþ â 1983 ã àâòîðîì ñòàòüè [6, 58, 59, 60℄ è íåñêîëüêî ïîçæå

� �.�. Èâàíîâûì [125℄. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [58, 59℄ íà îñíîâå êèíåòè÷å-

ñêîé òåîðèè ïîëó÷åíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ

ñòàòèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ÷àñòèö ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Ñëåäóåò îò-

1
ò.å., îò ìèíèìàëüíîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ
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IV.1. Ââåäåíèå

ìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñîçäàíî ìíîæåñòâî ìîäåëåé íåìèíèìàëüíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ îáû÷íîé ìàòåðèåé. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàò-

ðèâàëèñü ìîäåëè ñâÿçè ïîñðåäñòâîì êèíåòè÷åñêîãî ÷ëåíà ëàãðàíæèàíà âçàè-

ìîäåéñòâèÿ. Îäíàêî, âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìîäåëè èìåþò îäèí ñóùåñòâåííûé

íåäîñòàòîê � îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ �åíîìåíîëîãè÷åñêèìè. Â îòëè÷èå îò

ýòèõ ìîäåëåé ìû ðàññìîòðèì ñòðîãóþ äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ýëåìåíòàðíûìè ÷àñòèöàìè, îñíîâàííóþ íà ìèêðîñêîïè-

÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ �àìèëüòîíà è ïîñëåäóþùåé ïðîöåäóðîé ñòàòè-

ñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ñêàëÿð-

íîãî ïîëÿ ñ ÷àñòèöàìè ìîæíî ââåñòè åäèíñòâåííûì îáðàçîì, òàêæå è ìàê-

ðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìàòåðèè è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð

óñðåäíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ îäíîçíà÷íûì îáðàçîì. Òåì ñàìûì, óñòàíàâëèâàåòñÿ

òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ìèêðî � è ìàêðî � óðîâíÿìè îïèñàíèÿ ñêàëÿðíîãî âçà-

èìîäåéñòâèÿ. Âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî ïîëó÷àþùàÿñÿ íà òàêîì ïóòè ìîäåëü

ñêàëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äîëæíà èìåòü áîëåå ñëîæíóþ êîíñòðóêöèþ, ÷åì

àíàëîãè÷íûå �åíîìåíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, íî ïðè ýòîì îíà îáíàðóæèâàåò è

áîëåå áîãàòûå âîçìîæíîñòè ïîâåäåíèÿ.

Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ Àâòîðà áûëè ðàññìîòðåíû ñòàòèñòè÷åñêèå ñèñòå-

ìû ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, â òîì ÷èñëå áûëè ïîñòðîåíû êîñìîëîãè-

÷åñêèå ìîäåëè îñíîâàííûå íà òàêèõ ñèñòåìàõ [6, 58, 59, 60℄. Â ÷àñòíîñòè, â

ðàáîòàõ [58, 59℄ íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ïîëó÷åíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ

ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ÷àñòèö ñî ñêàëÿð-

íûì âçàèìîäåéñòâèåì. Â ïîñëåäíèõ ðàáîòàõ Àâòîðà [61, 62, 63℄

2

ìàêðîñêîïè-

÷åñêàÿ òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì áûëà

çíà÷èòåëüíî óñîâåðøåíñòâîâàíà â ÷àñòè ðàçâèòèÿ �îðìàëèçìà è ðàñøèðå-

íà íà ñëó÷àé �àíòîìíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé

3

. Â ðàáîòàõ [64, 66℄ áûë ïîäíÿò

âîïðîñ î âîçìîæíîñòè âêëþ÷åíèÿ â òåîðèþ îòðèöàòåëüíûõ ý��åêòèâíûõ

ìàññ ÷àñòèö. Â ðàáîòå [66℄ íà ýòîò âîïðîñ áûë äàí îòðèöàòåëüíûé îòâåò, òàê

äëÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ïîëó÷àëèñü ïðè ýòîì

îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî, êàê ïîêàçàëè áîëåå ãëóáîêèå èññëåäîâà-

íèÿ, ýòîò îòðèöàòåëüíûé îòâåò áûë ïîëó÷åí íåêîððåêòíî. Êàê îêàçàëîñü,

äëÿ ñòðîãîãî ðåøåíèÿ âîïðîñà î âîçìîæíîñòè âêëþ÷åíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ý�-

�åêòèâíûõ ìàññ ÷àñòèö â ðåëÿòèâèñòñêóþ êèíåòè÷åñêóþ òåîðèþ íåîáõîäèìî

ïåðåñìîòðåòü ðÿä åå êëþ÷åâûõ ìîìåíòîâ, çàâèñÿùèõ îò çíàêà ý��åêòèâ-

2
ñì. òàêæå ìîíîãðà�èè [1, 2℄.

3
ñì. òàêæå [64℄ è îáçîð [65℄.
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�ëàâà IV. Íåìèíèìàëüíûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîäåëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

íîé ìàññû ÷àñòèö, âîçíèêàþùèõ íà åå áîëåå ðàííèõ ýòàïàõ, ïðåäøåñòâóþ-

ùèõ îïðåäåëåíèþ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìîìåíòîâ. Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîò-

ðèì îáîáùåíèå òåîðèè íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé. Ïðè ïîïûòêå

òàêîãî îáîáùåíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçâèòàÿ òåîðèÿ âñòóïàåò â ïðîòèâîðå-

÷èå ñ �óíäàìåíòàëüíûì ïðèíöèïîì àääèòèâíîñòè �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ.

Ïîëîæåíèåì òåîðèè, ïðèâîäÿùåì ê ïðîòèâîðå÷èþ, êàê ðàç è îêàçûâàåòñÿ

ïðåäïîëîæåíèå î íåîòðèöàòåëüíîñòè ý��åêòèâíîé ìàññû ÷àñòèö. Òàêèì îá-

ðàçîì, âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ðåâèçèè êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåì ñêàëÿð-

íî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ðåçóëüòàòû êîòîðîé è ïðåäñòàâëåíû â äàííîé ãëàâå.

�åçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [26℄,

[27℄, [28℄.

IV.2 Äèíàìèêà ÷àñòèö ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì

IV.2.1 Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Íîðìèðîâàííûé èíâàðèàíòíûé ýëåìåíò îáúåìà 8-ìè ìåðíîãî �àçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû Γ, ÿâëÿþùåãîñÿ âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì

Γ = X × P ñ ðèìàíîâîé áàçîé X(g) è âåêòîðíûì ñëîåì P (X) îòíîñèòåëüíî
ïàðû êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ xi (êîí�èãóðà-
öèîííûõ êîîðäèíàò) è Pi (êîîðäèíàò îáîáùåííîãî èìïóëüñà) åñòü [41℄

4

:

dΓ =
̺

(2π)3
dXdP ≡ ̺

(2π)3
dx1dx2dx3dx4dP1dP2dP3dP4, (IV.1)

ãäå

dX =
√
−gdx1dx2dx3dx4; (IV.2)

dP =
1√−gdP1dP2dP3dP4 (IV.3)

åñòü èíâàðèàíòíûå ýëåìåíòû îáúåìîâ êîí�èãóðàöèîííîãî è èìïóëüñíîãî

ïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâåííî, à ̺ åñòü �àêòîð âûðîæäåíèÿ; äëÿ ÷àñòèö ñî

ñïèíîì S ̺ = 2S+1. Â äàëüíåéøåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ìû òàêæå áóäåì

èñïîëüçîâàòü îäíîèìåííûå �àçîâûå êîîðäèíàòû ηa, a = 1, 8:

ηi ≡ xi, ηi+4 = Pi, (i = 1, 4), (IV.4)

4
Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïðèíÿòà óíèâåðñàëüíàÿ ñèñòåìà åäèíèö G = c = ~ = 1. Â îáû÷íûõ åäèíèöàõ

2π → 2π~.
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IV.2. Äèíàìèêà ÷àñòèö ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì

â êîòîðûõ âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà îáúåìà �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (IV.1)

ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíî ïðîñòîé âèä:

dΓ =
̺

(2π)3

8∏

a=1

dηa. (IV.5)

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â �àçîâîì

ïðîñòðàíñòâå Γ èìåþò âèä (ñì., íàïðèìåð, [6℄):

dxi

ds
=
∂H

∂Pi
;

dPi
ds

= −∂H
∂xi

, (IV.6)

ãäåH(x, P ) - ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíàÿ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà, ui = dxi/ds

� âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû.

Âñëåäñòâèå àíòèñèììåòðè÷íîñòè êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (VI.1)

è ñèììåòðè÷íîñòè �àçîâîãî îáúåìà (IV.1) âûïîëíÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíîå

ñîîòíîøåíèå [41℄, â êëàññè÷åñêîé äèíàìèêå èçâåñòíîå êàê òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

dΓ

ds
= 0, (IV.7)

ñîãëàñíî êîòîðîìó �àçîâûé îáúåì ìèðîâîé òðóáêè ÷àñòèö ïîñòîÿíåí.

Âû÷èñëÿÿ ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ îò �óíêöèè äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

Ψ(xi, Pk), ñ ó÷åòîì (VI.1) íàéäåì:

dΨ

ds
= [H,Ψ], (IV.8)

ãäå ââåäåíû èíâàðèàíòíûå ñêîáêè Ïóàññîíà:

[H,Ψ] =
∂H

∂Pi

∂Ψ

∂xi
− ∂H

∂xi
∂Ψ

∂Pi
. (IV.9)

Çàìåòèì, ÷òî ñêîáêó Ïóàññîíà (VI.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ÿâíî êîâàðèàíò-

íîì âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà êîâàðèàíòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî

Êàðòàíó, ∇̃i,
5

, (ñì., íàïðèìåð, [41℄)

6

:

∇̃i = ∇i + ΓkijPk
∂

∂Pj
, (IV.10)

5
Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ðàññëîåíèè Γ [70℄.

6
Âïåðâûå â ðåëÿòèâèñòñêóþ ñòàòèñòèêó êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ïî Êàðòàíó áûëè ââåäåíû À.À.

Âëàñîâûì [71℄.
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ãäå ∇i � îïåðàòîð êîâàðèàíòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî �è÷÷è, à Γ
k
ij � ñèì-

âîëû Êðèñòî��åëÿ 2-ãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè gij áàçû X. Îïåðàòîð

∇̃ îïðåäåëåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî

∇̃iPk ≡ 0 (IV.11)

è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñèìâîëè÷åñêîå ïðàâèëî äè��åðåíöèðîâàíèÿ �óíê-

öèé:

∇̃iΨ(x, P ) = ∇i[Ψ(x], P ), (IV.12)

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé Êàðòàíà îò �óíêöèè

Ψ(x, P ) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü îò íåå îáû÷íóþ êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ

òàê, êàê åñëè áû âåêòîð èìïóëüñà áûë êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííûì. Áëàãîäàðÿ

ýòîìó ðàâåíñòâó ââåäåííûé îïåðàòîð âåñüìà óäîáåí äëÿ âûïîëíåíèÿ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ îïåðàöèé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå Γ. Òàêèì

îáðàçîì, çàïèøåì ñêîáêó Ïóàññîíà (VI.5) â ÿâíî êîâàðèàíòíîì âèäå:

[H,Ψ] ≡ ∂H

∂Pi
∇̃iΨ−

∂Ψ

∂Pi
∇̃iH, (IV.13)

Äàëåå, âñëåäñòâèå (VI.5) �óíêöèÿ �àìèëüòîíà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæå-

íèÿ ÷àñòèöû:

dH

ds
= [H,H] = 0,⇒ H = Const . (IV.14)

Ñîîòíîøåíèå (IV.77) ìîæíî íàçâàòü ñîîòíîøåíèåì íîðìèðîâêè. Âñëåäñòâèå

ëèíåéíîñòè ñêîáêè Ïóàññîíà ëþáàÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíê-

öèÿ f(H) òàêæå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé �àìèëüòîíà. Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü

ââåäåíèÿ èíâàðèàíòíîé �óíêöèè �àìèëüòîíà, êâàäðàòè÷íîé ïî îáîáùåííîìó

èìïóëüñó ÷àñòèöû, ïðè íàëè÷èè òîëüêî ãðàâèòàöèîííûõ è ñêàëÿðíûõ ïîëåé

åñòü ñëåäóþùàÿ:

H(x, P ) =
1

2
[ψ(x)(P, P )− ϕ(x)] , (IV.15)

ãäå (a, b) çäåñü è â äàëüíåéøåì åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b
îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè áàçû:

(a, b) = gika
ibk, (IV.16)
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à ψ(x) è ϕ(x) � íåêîòîðûå ñêàëÿðíûå �óíêöèè ñêàëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ.

Âûáåðåì íóëåâóþ íîðìèðîâêó �óíêöèè �àìèëüòîíà â ñîîòíîøåíèè (IV.77)

[61, 42℄:

H(x, P ) =
1

2
[ψ(x)(P, P )− ϕ(x)] = 0, (IV.17)

îòêóäà íàéäåì:

(P, P ) =
ϕ

ψ
, (IV.18)

à èç ïåðâîé ãðóïïû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (VI.1) ïîëó÷èì ñâÿçü

ìåæäó îáîáùåííûì èìïóëüñîì è âåêòîðîì ñêîðîñòè ÷àñòèöû:

ui ≡ dxi

ds
= ψP i ⇒ P i = ψ−1ui, (IV.19)

Ïîäñòàâëÿÿ (IV.19) â ñîîòíîøåíèå íîðìèðîâêè (IV.18), ïîëó÷èì:

(u, u) = ψϕ. (IV.20)

Ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ íîðìèðîâêè âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñòè-

öû

(u, u) = 1. (IV.21)

äîëæíî áûòü:

ψϕ = 1⇒ ψ = ϕ−1, (IV.22)

� òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíàÿ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà ÷àñòèöû ìîæåò îïðå-

äåëÿòüñÿ ëèøü îäíîé ñêàëÿðíîé �óíêöèåé ϕ(x). Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå ñîîò-

íîøåíèå, çàïèøåì �óíêöèþ �àìèëüòîíà â îêîí÷àòåëüíîé �îðìå:

H(x, P ) =
1

2

[
ϕ−1(x)(P, P )− ϕ(x)

]
= 0, (IV.23)

è èç êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (VI.1) ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó îáîáùåííûì èì-

ïóëüñîì è âåêòîðîì ñêîðîñòè ÷àñòèöû:

P i = ϕ
dxi

ds
. (IV.24)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (IV.18) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð îáîáùåííîãî èìïóëüñà âðåìåíè-

ïîäîáåí:

(P, P ) = ϕ2 > 0. (IV.25)
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Îòìåòèì ïîëåçíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ñîîòíîøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì

(VII.8), (IV.15) è (IV.25):

[H,P k] = ∇kϕ ≡ gik∂iϕ; (IV.26)

ãäå ∇i ≡ gik∇k � ñèìâîë êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé.

IV.2.2 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â Ëàãðàíæåâîé �îðìóëèðîâêå

Èç âòîðîé ãðóïïû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (VI.1) ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ â Ëàãðàíæåâîé �îðìóëèðîâêå [1℄:

d2xi

ds2
+ Γijk

dxj

ds

dxk

ds
= ∂,k ln |ϕ|P ik, (IV.27)

ãäå:

P ik = Pki = gik − uiuk (IV.28)

� òåíçîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íàïðàâëåíèå u, òàêîé ÷òî:

P ikuk ≡ 0; P ikgik ≡ 3. (IV.29)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé è óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (IV.27) âûòåêàåò ñòðîãîå ñëåä-

ñòâèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ:

giku
idu

k

ds
≡ 0. (IV.30)

Çàìåòèì, ÷òî ëàãðàíæåâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (IV.27) èíâàðèàíòíû îòíî-

ñèòåëüíî çíàêà ñêàëÿðíîé �óíêöèè ϕ(x):

ϕ(x)→ −ϕ(x). (IV.31)

Òàêæå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (IV.31) è �óíêöèÿ �àìèëü-

òîíà (IV.23) ïðè íóëåâîé åå íîðìèðîâêå. Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé (IV.25),

(IV.24), à òàêæå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà - Ýéëåðà (IV.27) ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàò

ñêàëÿðà ϕ èìååò ñìûñë êâàäðàòà ý��åêòèâíîé èíåðòíîé ìàññû ÷àñòèöû,

m∗, â ñêàëÿðíîì ïîëå:

ϕ2 = m2
∗. (IV.32)

Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííîìó âûáîðó �óíêöèè �àìèëüòîíà ñîîòâåòñòâóåò ñëåäó-

þùàÿ �óíêöèÿ äåéñòâèÿ:

S =

∫
m∗ds, (IV.33)

�îðìàëüíî ñîâïàäàþùàÿ ñ �óíêöèåé Ëàãðàíæà ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñ

ìàññîé ïîêîÿ m∗ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå (ñì., íàïðèìåð, [124℄).
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IV.2.3 Âûáîð �óíêöèè ìàññû

Ïóñòü òåïåðü â ñèñòåìå èìåþòñÿ n ðàçëè÷íûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé, Φr, à êàæ-

äàÿ ÷àñòèöà îáëàäàåò n ñîîòâåòñòâóþùèìè �óíäàìåíòàëüíûìè ñêàëÿðíûìè
çàðÿäàìè, qr (r = 1, n), ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è íóëåâûå. Âîçíèêàåò

âîïðîñ î âûáîðå �óíêöèè m∗(Φr). Íå êîíêðåòèçèðóÿ ïîêà ýòó �óíêöèþ, îò-
ìåòèì ñëåäóþùåå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ (VI.1) äîïóñêàëè ëèíåéíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ Ψ = (ξ, P ) = Const,
ñîãëàñíî (VI.4) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû [H,Ψ] = 0, ÷òî, â ñâîþ î÷å-

ðåäü, âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [64℄:

(ξ, P ) = Const⇐⇒ L
ξ
ϕgik = 0, (IV.34)

ãäå L
ξ
� ïðîèçâîäíàÿ Ëè â íàïðàâëåíèè ξ (ñì., íàïðèìåð, [44℄).

�àññìîòðèì ñòàòè÷åñêèå ïîëÿ gik è Φr, äîïóñêàþùèå âðåìåíèïîäîáíûé

âåêòîð Êèëëèíãà ξi = δi4, êîãäà ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ çàðÿæåííîé ÷à-

ñòèöû, P4 = E0 = Const > 0. Âûáåðåì ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé gα4 =
0, α, β = 1, 3, òàê ÷òî êîîðäèíàòà x4 ñîâïàäàåò ñ ìèðîâûì âðåìåíåì t. Òî-

ãäà èç ñîîòíîøåíèé ñâÿçè ìåæäó âåêòîðîì êèíåìàòè÷åñêîé ñêîðîñòè ui è
âåêòîðîì ïîëíîãî èìïóëüñà ÷àñòèöû Pi (IV.24) ñëåäóåò:

P4ds = ϕdt. (IV.35)

Ïîýòîìó, åñëè ìû õîòèì ñîõðàíèòü îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ ìèðîâîãî, t, è
ñîáñòâåííîãî, s, âðåìåíè (ò.å., u4 = dt/ds > 0), íåîáõîäèìî âûáðàòü òàêóþ
�óíêöèþ ìàññû, êîòîðàÿ âñåãäà áû îñòàâàëàñü íåîòðèöàòåëüíîé:

m∗ = |ϕ| > 0. (IV.36)

Îäíàêî, òàêîé êîíñåðâàòèâíûé è, íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðàâèëüíûé ïîäõîä,

èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòàõ Àâòîðà [6℄, [58℄� [60℄, ïðîòèâîðå÷èò áîëåå �óíäà-

ìåíòàëüíîìó ïðèíöèïó àääèòèâíîñòè �óíêöèè Ëàãðàíæà. Êàê ïîêàçàíî â

ðàáîòå

[64℄, îòðèöàòåëüíîñòü �óíêöèè ý��åêòèâíîé ìàññû ÷àñòèöû íå ïðèâîäèò ê

êàêèì-ëèáî ïðîòèâîðå÷èÿì íà óðîâíå ìèêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìèêè, òàê êàê

íàáëþäàåìûé èìïóëüñ ÷àñòèöû (êàê è íàáëþäàåìàÿ òðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü

vα = uα/u4), â îòëè÷èå îò íåíàáëþäàåìîé êèíåìàòè÷åñêîé 4-ñêîðîñòè ÷àñòè-

öû, ui, ñîõðàíÿåò ñâîþ îðèåíòàöèþ:

pi = m∗
dxi

ds
≡ P i. (IV.37)
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Ïðèíöèïó æå àääèòèâíîñòè �óíêöèè äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóåò âûáîð ëèíåé-

íîé �óíêöèè ìàññû â (IV.33):

m∗ = m0 +
∑

r

q(r)Φr, (IV.38)

ãäå m0 � íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ ìàññà ïîêîÿ, à q(r) � çàðÿä ÷àñòèöû îòíî-

ñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φr, êîòîðûå ìû áóäåì ïîëàãàòü �óíêöèîíàëüíî

íåçàâèñèìûìè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñêàëÿðíîãî ñèíãëåòà {Φ1, . . . ,Φn} ≡ Φ

m∗ = m0 + qΦ. (IV.39)

Ïðè m0 = 0 âñÿ ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèö áóäåò îáåñïå÷èâàòüñÿ âçàèìîäåéñòâè-
åì ñî ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè:

m∗ = ϕ =
∑

r

qrΦr. (IV.40)

Ýòîò âûáîð îòâå÷àåò è ýñòåòè÷åñêèì êðèòåðèÿì, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå �óíê-

öèÿ �àìèëüòîíà (IV.15) íå çàâèñèò îò ìàññû ïîêîÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû âèäíî,

÷òî ïðè âûáîðå �óíêöèè ϕ(Φ) â �îðìå (IV.38) óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (IV.27)
ñòàíîâÿòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî çàìåíû Φr → −Φr èëè qr → −qr.
Ïîýòîìó, åñëè ÷àñòèöû a è àíòè÷àñòèöû ā îòëè÷àþòñÿ çíàêîì ñêàëÿðíûõ

çàðÿäîâ, òî m̄∗ = −m∗, íî òðàåêòîðèè ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû â ãðàâèòàöè-

îííîì è ñêàëÿðíûõ ïîëÿõ îòëè÷àòüñÿ íå áóäóò. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (IV.19)

4-âåêòîðû èõ êèíåìàòè÷åñêîé ñêîðîñòè áóäóò îòëè÷àòüñÿ çíàêîì: ūi = −ui,
à âåêòîðû íàáëþäàåìîãî îáîáùåííîãî èìïóëüñà áóäóò ñîâïàäàòü P̄ i = P i

.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âåêòîðû òðåõìåðíîé ñêîðîñòè vα = uα/u4 (α = 1, 3)
÷àñòèö è àíòè÷àñòèö òàêæå ñîâïàäàþò: v̄α = vα. Òåì íå ìåíåå, ïîêà ìû íå

áóäåì ïîëàãàòü m0 = 0, à âîçâðàòèìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó ïîçæå.

Ïðè âûáîðå ý��åêòèâíîé ìàññû â �îðìå (IV.38) �óíêöèÿ �àìèëüòîíà

(IV.23) è ñîîòíîøåíèå íîðìèðîâêè (IV.25) äëÿ îáîáùåííîãî èìïóëüñà ïðè-

íèìàþò âèä:

H(x, P ) =
1

2

[
m−1∗ (x)(P, P )−m∗

]
= 0, (IV.41)

(P, P ) = m2
∗. (IV.42)

Îòìåòèì ïîëåçíûå â äàëüíåéøåì òîæäåñòâà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ �óíêöèè �à-

ìèëüòîíà (VII.6):

∇̃iH = −∇im∗, (IV.43)
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IV.2. Äèíàìèêà ÷àñòèö ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì

[H,Ψ] =
1

m∗
P i∇̃iΨ+ ∂im∗

∂Ψ

∂Pi
, (IV.44)

ãäå Ψ(x, P ) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ.

IV.2.4 Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ

Èç êëàññè÷åñêîé �óíêöèè �àìèëüòîíà (VII.6) ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ïîä-

ñòàíîâêè:

7

Pi → i~∇i (IV.45)

ïîëó÷èì îïåðàòîð �àìèëüòîíà:

Ĥ = −1
2
m−1∗ (~2gik∇i∇k +m2

∗). (IV.46)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñâîáîäíîãî ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ìû ïîëó÷èì

âîëíîâûå óðàâíåíèÿ â �îðìå ñòàíäàðòíûõ óðàâíåíèé Êëåéíà-�îðäîíà ñ òîé

ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ìàññà ïîêîÿ áîçîíîâ äîëæíà çàìåíèòüñÿ íà ý��åêòèâ-

íóþ ìàññó [64℄:

(�+m2
∗/~

2)Ψ = 0, (IV.47)

à äëÿ ñâîáîäíûõ �åðìèîíîâ � ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà:

(~γi∇i +m∗)Ψ = 0, (IV.48)

ãäå γ � ñïèíîðû.

Çàìåòèì, òàêæå ÷òî èç (IV.47) ïðè ïîäñòàíîâêå Ψ = Φ è âûáîðå ïðîñòåé-

øåé �óíêöèè ìàññû m∗ = qΦ, êàê è äëÿ �óíêöèè ìàññû m = |qΦ|, ñðàçó
ñëåäóåò óðàâíåíèå ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ:

�Φ + (q2/~2)Φ3 = 0. (IV.49)

Òàêèì îáðàçîì, êîíñòàíòà ñàìîäåéñòâèÿ â óðàâíåíèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðè-

íèìàåò âïîëíå îïðåäåëåííûé ñìûñë:

λ =
q2

~2
, (IV.50)

ò.å., îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû äëÿ ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ.

7
Â ýòîì ðàçäåëå ìû âðåìåííî îòñòóïàåì îò óíèâåðñàëüíîé ñèñòåìû åäèíèö, â êîòîðîé ~ = 1.
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�ëàâà IV. Íåìèíèìàëüíûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîäåëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

IV.3 Âû÷èñëåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñðåäíèõ

Äëÿ ðàñøèðåíèÿ îáùåðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè íà ñëó÷àé îò-

ðèöàòåëüíûõ ý��åêòèâíûõ ìàññ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íåîáõîäèìî çàíîâî

ïåðåñìîòðåòü òå êëþ÷åâûå ìîìåíòû ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè,

êîòîðûå ìîãóò çàâèñåòü îò çíàêà ìàññû ÷àñòèöû. Êàê îêàçàëîñü òàêèõ êëþ-

÷åâûõ ìîìåíòà âñåãî äâà, è îíè îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè: ñâÿ-

çüþ ñîáñòâåííîãî ìèêðîñêîïè÷åñêîãî âðåìåíè ÷àñòèöû ñ ñîáñòâåííûì âðå-

ìåíåì ìàêðîñêîïè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé è ñâÿçüþ ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè

÷àñòèöû è åå îáîáùåííûì èìïóëüñîì.

IV.3.1 Èíâàðèàíòíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Îáùèé �îðìàëèçì èíâàðèàíòíûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçâèâàëñÿ â ðà-

áîòàõ [1, 41℄. Äëÿ ó÷åòà âîçìîæíîñòè îòðèöàòåëüíîãî çíàêà ý��åêòèâíîé

ìàññû ÷àñòèö íåîáõîäèìî àêêóðàòíî ïðèìåíèòü ýòîò �îðìàëèçì ê ðàññìàò-

ðèâàåìîìó ñëó÷àþ. Ñîãëàñíî ýòîìó �îðìàëèçìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêðî-

ñêîïè÷åñêèõ ñðåäíèõ â ðåëÿòèâèñòñêîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå íåîáõîäèìî

îïðåäåëèòü íà åãî áàçå åäèíè÷íîå âðåìåíèïîäîáíîå ïîëå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ

íàáëþäàòåëåé, Ui(x) : (U, U) = 1, ïî ÷àñàì êîòîðûõ áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ñèí-

õðîíèçàöèÿ àêòîâ èçìåðåíèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö. Ýòî âðåìåíèïîäîáíîå ïîëå, â

ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíóþ òðåõìåðíóþ

ïîâåðõíîñòü, V3, ñìåùåíèÿ âäîëü êîòîðîé, δx
i
, îðòîãîíàëüíû ýòîìó ïîëþ:

V3 : δx
iUi = 0, (IV.51)

à ñìåùåíèÿ âäîëü ýòîãî ïîëÿ dxi îïðåäåëÿþò ñèíõðîíèçèðîâàííîå ñîáñòâåí-

íîå âðåìÿ τ íàáëþäàòåëåé:

dxi

dτ
= U i ⇔ dxi

dτ
Ui = 1⇒ dτ = dxiUi. (IV.52)

Òàêèì îáðàçîì, â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà íàáëþäàòåëåé:

X = V × T ⇒ dX = dV dτ. (IV.53)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñâÿçü ñîáñòâåííîãî âðåìåíè ÷àñòèöû, s, ñ ñèíõðîíèçèðî-
âàííûì ñîáñòâåííûì âðåìåíåì τ íàáëþäàòåëåé â êàæäîé òî÷êå êîí�èãóðà-

öèîííîãî ïðîñòðàíñòâà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

dτ

ds
= Ui

dxi

ds
. (IV.54)
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IV.3. Âû÷èñëåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñðåäíèõ

Ó÷èòûâàÿ òåïåðü ñîîòíîøåíèå (IV.37), ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì êàíîíè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé (VI.1), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî:

dτ

ds
= m−1∗ (U, P )⇒ 1

m∗(s)

ds

dτ
=

1

(U(τ), P (s))
. (IV.55)

Ñîîòíîøåíèå (IV.55) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå îòíîñèòåëüíî �óíêöèè s(τ), ðàçðåøàÿ êîòîðîå, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

ñâÿçü ìåæäó ñîáñòâåííûì âðåìåíåì ÷àñòèöû è âðåìåíåì. èçìåðåííûì ïî

÷àñàì ñèíõðîíèçèðîâàííûõ íàáëþäàòåëåé:

s = s(τ). (IV.56)

Èíâàðèàíòíàÿ 8-ìè ìåðíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òîæäåñòâåííûõ ÷à-

ñòèö F (x, P ) ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [1, 41℄. Ïóñòü �àçîâàÿ òðàåêòî-

ðèÿ ÷àñòèöû, îïðåäåëÿåìàÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (VI.1) â �àçîâîì

ïðîñòðàíñòâå Γ = P (X)×X åñòü:

xi = xi(s); Pi = Pi(s)⇒ ηa = ηa(s) (a = 1, 8), (IV.57)

ãäå s åñòü ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû. Òîãäà ÷èñëî ÷àñòèö, ðåãèñòðèðóåìûõ
íàáëþäàòåëÿìè â îáëàñòè dΓ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

[1, 41℄:

dN(τ) = F (x, P )δ(s− s(τ))dΓ. (IV.58)

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö åñòü ñêàëÿð, çàâèñÿùèé, îäíàêî, îò âûáîðà ïîëÿ

íàáëþäàòåëåé U i
, ò.å., îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå

X, òîãäà êàê ñàìà 8-ìè ìåðíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, P ), ââîäèìàÿ

ñîîòíîøåíèåì (IV.80), ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå Γ.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåâîçìîæíî äàòü äðóãîãî îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíîé

�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â 8-ìè ìåðíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Âñå ââîäè-

ìûå ðàíåå îïðåäåëåíèÿ ýòîé �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè (IV.80),

ðåàëèçîâàííûìè â âûäåëåííûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.

IV.3.2 Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñðåäíèå äèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé

Îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (IV.80), à âìåñòå ñ íåé

è äðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé, è ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì êëþ÷åâûì ìîìåíòîì
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�ëàâà IV. Íåìèíèìàëüíûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîäåëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, êîòîðûé çàâèñèò îò çíàêà ìàññû ÷à-

ñòèö. Ïóñòü ψ(x, P ) ≡ ψ(η) åñòü íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ äèíàìè÷å-

ñêèõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ñîãëàñíî (IV.80) åå ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñðåäíåå Ψ(τ)
â îáëàñòè Ω ⊂ Γ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ψ(τ) =

∫

Ω

ψ(η(s))dN =

∫

Ω

F (η(s))ψ(η(s))δ(s− s(τ))dΓ. (IV.59)

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, P ) â îòëè÷èå îò ìàê-

ðîñêîïè÷åñêèõ ñðåäíèõ, îïðåäåëÿåìûõ âñåãäà ïî îòíîøåíèþ ê ïîëþ íàáëþ-

äàòåëåé U , ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîëàãàÿ äàëåå

â ñîîòâåòñòâèè ñ (IV.51), (IV.52) X = V × T ⇒ dX = dV dt, çàïèøåì âûðà-

æåíèå (IV.74) â ÿâíîì âèäå:

Ψ(τ) =
2S + 1

(2π)3

∫

V

dV

∫

T

dt

∫

P (X)

dPψ(η)F (η)ψ(η)δ(s− s(τ)) (IV.60)

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t â (IV.60) ó÷òåì ñâÿçü t(s) (IV.37) è τ(s)
(IV.56) è ñâîéñòâà δ-�óíêöèè Äèðàêà:

δ(s− s(τ))dt =
∣∣∣∣
dτ

ds

∣∣∣∣ δ(t− τ)ds ≡ |m∗|
−1(U, P )δ(t− τ)dt. (IV.61)

Ïðè âûâîäå (IV.61) ìû ó÷ëè òîò �àêò, ÷òî îðèåíòàöèÿ îáîáùåííîãî èìïóëü-

ñà â îòëè÷èå îò îðèåíòàöèè âåêòîðà êèíåìàòè÷åñêîé ñêîðîñòè íå çàâèñèò

îò çíàêà ý��åêòèâíîé ìàññû. Ó÷èòûâàÿ òåïåðü (IV.61) â (IV.60) è ïðîâîäÿ

èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåííîé êîîðäèíàòå, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî:

Ψ(τ) =
2S + 1

(2π)3

∫

V

UidV
1

|m∗|

∫

P (X)

P idPψ(η)F (η)ψ(η) (IV.62)

Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ ψ = 1, ïîëó÷èì ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â îáëàñòè V :

N(V ) =
2S + 1

(2π)3

∫

V

UidV
1

|m∗|

∫

P (X)

P iF (η)dP ≡
∫

V

(U, n)dV, (IV.63)

ãäå ââåäåí âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö:

ni(x) =
2S + 1

(2π)3|m∗|

∫

P (X)

P iF (η)dP (IV.64)

Ýòîò �àêòîð ìîäóëÿ ý��åêòèâíîé ìàññû íå áûë ó÷òåí â ïðåäûäóùèõ ðàáî-

òàõ ïî âûøåóïîìÿíóòîé ïðè÷èíå êîíñåðâàòèçìà.
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IV.3. Âû÷èñëåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñðåäíèõ

IV.3.3 Ïåðåõîä ê ñåìèìåðíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ íîðìèðîâêè îáîáùåííîãî èìïóëüñà (VII.7) èíâàðè-

àíòíàÿ 8-ìåðíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, P ) ñèíãóëÿðíà íà ìàññîâîé

ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ââåñòè íåñèíãóëÿðíóþ íà ýòîé ïîâåðõíî-

ñòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x, P ) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ:

F (x, P ) = δ(H(x, P ))f(x, P ). (IV.65)

Âû÷èñëÿÿ ñîîòíîøåíèå

F (x, P )dP ≡ 1√−gdP1dP2dP3dP4δ(H(x, P ))f(x, P ) (IV.66)

ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ δ-�óíêöèè Äèðàêà è ÿâíîãî âèäà �óíêöèè �àìèëüòîíà

(VII.6), ïîëó÷èì:

F (x, P )dP =

1√−gdP1dP2dP3
|m∗|
P 4
+

δ(P4 − P+
4 )f(x, P )×

≡ |m∗|dP0δ(P4 − P+
4 )f(x, P ), (IV.67)

ãäå P+
4 ≡ P4 åñòü ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ íîðìèðîâêè (VII.7), à

dP0 =
1√−g

dP1dP2dP3

P 4
(IV.68)

åñòü ýëåìåíò îáúåìà òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èìïóëüñîâ.

Â ðåçóëüòàòå �îðìóëû äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñðåäíèõ (IV.62) ìîæíî çà-

ïèñàòü ÷åðåç ñåìèìåðíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x, P ) ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

Ψ(τ) =
2S + 1

(2π)3

∫

V

UidV

∫

P+(X)

P idP0ψ(η)f(η), (IV.69)

êóäà íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü âìåñòî P4 ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè, à P+ åñòü âåðõíÿÿ ÷àñòü ïñåâäîñ�åðû ìàññîâîé ïî-

âåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ê 7-ìåðíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü îò ý��åêòèâíîé ìàññû â ýòèõ �îðìóëàõ èñ÷åçàåò.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñèìâîëè÷åñêîå ïðàâèëî, ïîíèìà-

åìîå â ñìûñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì �àçîâûì îáúåìàì:

ψ(η)F (η)δ(s− s(τ))dΓ→ ψ(η̃)f(η̃)(U, P )dV dP0, (IV.70)
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ãäå η̃ åñòü äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå íà øåñòèìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå Γ0(τ) =
V × P0 ⊂ Γ ñ ýëåìåíòîì îáúåìà:

dΓ0 = dV dP0. (IV.71)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âåêòîðà ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷èñëà ÷àñòèö

8

(VIII.15) ïîëó-

÷èì èç (IV.69):

ni(x) =
2S + 1

(2π)3

∫

P0(X)

P if(η)dP, (IV.72)

òàê ÷òî:

N(τ) =

∫

V

niUidV (IV.73)

åñòü ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â îáúåìå V â ìîìåíò âðåìåíè τ .

Çàìåòèì, ÷òî â [64℄ áûë ñäåëàí íåïðàâèëüíûé âûâîä î òîì ÷òî âåêòîð

ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷èñëà ÷àñòèö çàâèñèò îò çíàêà ý��åêòèâíîé ìàññû. Òà-

êîé âûâîä áûë ïîëó÷åí âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî âû÷èñëåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ

ñðåäíèõ áûëî íà÷àòî ñ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, òîãäà

êàê â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíûõ ìàññ êîððåêòíûå âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî áûëî

íà÷èíàòü íà áîëåå ðàííåì ýòàïå, à èìåííî ñ èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé âèäà

(IV.74).

Ñíÿòèå îãðàíè÷åíèÿ íà çíàê ý��åêòèâíîé ìàññû ñêàëÿðíî çàðÿæåííîé

÷àñòèöû ïîçâîëÿåò ñäåëàòü äèíàìè÷åñêóþ òåîðèþ ñîâìåñòèìîé ñ ïðèíöèïîì

àääèòèâíîñòè äåéñòâèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ìû ïîñòðîèì ïîëíóþ íåïðîòèâî-

ðå÷èâóþ ñèñòåìó ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïðè ñíÿòèè îãðàíè÷åíèÿ íà çíàê ý��åêòèâíîé

ìàññû è óòî÷íèì âèä ìàññîâîé �óíêöèè.

IV.4 Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñðåäíèõ

Âû÷èñëèì òåïåðü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîé �óíê-

öèè ψ(s) [57℄

Ψ(τ) =

∫

Ω

F (η(s))ψ(η(s))δ(s− s(τ))dΓ. (IV.74)

8
Ñîãëàñíî J. Synge [73℄.
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Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè τ îò îáåèõ ÷àñòåé (IV.74) ñ ó÷åòîì ñèì-

âîëè÷åñêîãî ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ δ - �óíêöèè Äèðàêà

d

dx
δ(g(x)) = δ(g(x))

d

dx
,

íàéäåì:

dΨ(τ)

dτ
=

∫

Ω

δ(s− s(τ))ds
dτ

d

ds

(
F (η(s))ψ(η(s))dΓ

)
. (IV.75)

Ó÷òåì â èíòåãðàëå (IV.75) ïîñòîÿíñòâî �àçîâîãî îáúåìà ÷àñòèöû [57℄ dΓ/ds =
0 è ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé äèíàìè÷åñêîé �óíêöèè

dΨ

ds
= [H,Ψ]. (IV.76)

Òîãäà ïîëó÷èì:

dΨ(τ)

dτ
=

∫

Ω

d

ds

(
F (η(s))ψ(η(s))

)
×

δ(s− s(τ))ds
dτ
dΓ =

∫

Ω

[H,Fψ]δ(s− s(τ))ds
dτ
dΓ

Ó÷òåì äàëåå ñîîòíîøåíèå [57℄

dH

ds
= [H,H] = 0,⇒ H = Const . (IV.77)

è ëèíåéíîñòü ñêîáêè Ïóàññîíà:

[H,Fψ] = [H, fδ(H)ψ] = δ(H)[H, fψ]. (IV.78)

Òîãäà, ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåííîé êîîðäèíàòå è ìàññîâîé ïîâåðõ-

íîñòè, ïîëó÷èì:

dΨ(τ)

dτ
=

∫

Ω0

m∗[H, fψ]dΓ0 (IV.79)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö

dN(τ) = F (x, P )δ(s− s(τ))dΓ (IV.80)
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ïîëó÷èì, ïîëàãàÿ â (IV.79) ψ = 1:

dN(τ)

dτ
=

∫

Ω0

m∗[H, f ]dΓ0 (IV.81)

Ó÷òåì òåïåðü äè��åðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå [57℄ äëÿ �óíêöèè �àìèëüòîíà

ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö

[H,Ψ] =
1

m∗
P i∇̃iΨ+ ∂im∗

∂Ψ

∂Pi
. (IV.82)

Òîãäà ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî:

dΨ(τ)

dτ
=

∫

Ω0

(
P i∇̃i +

1

2
∂im

2
∗
∂

∂Pi

)
fψdΓ0. (IV.83)

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå äëÿ ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñðåäíèõ

òàêæå íå çàâèñèò îò çíàêà ìàññîâîé �óíêöèè.

Ïóñòü òåïåðü îáëàñòü Ω0 îõâàòûâàåò âñå øåñòèìåðíîå �àçîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî Γ0. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà â (IV.83) íåîáõîäèìî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ïðîèçâîäíîé Êàðòàíà (ñì., íàïðè-

ìåð, [6℄):

∫

P (X)

∇̃iψ(x, P )dP ≡ ∇i

∫

P (X)

ψ(x, P )dP. (IV.84)

Äàëåå, ïðèìåì ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî

ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé íà áåñêîíå÷íîé ñ�åðå ΣP (X), îõâàòûâàþùåé

òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî èìïóëüñîâ:

f(x, P )ψ(x, P )|ΣP (X) → 0. (IV.85)

Òîãäà, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå:

∫

P0(X)

∂

∂Pi
f(x, P )ψ(x, P )dP0 = 0. (IV.86)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì äëÿ (IV.83):

dΨ(τ)

dτ
=

∫

V

dV∇i

∫

P0

P ifψdP0. (IV.87)
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IV.5 Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà

IV.5.1 Îáùåðåëÿòèâèñòñêèå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Ïîñêîëüêó �àêòîð çíàêà ý��åêòèâíîé ìàññû íå âëèÿåò ÿâíî íà �îðìó èíâà-

ðèàíòíûõ îáùåðåëÿòèâèñòñêèõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îãðàíè÷èìñÿ êðàò-

êèìè ñâåäåíèÿìè î ðåëÿòèâèñòñêèõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ (ñì., íàïðè-

ìåð, [59, 60, 1℄). Âñëåäñòâèå ïðèíöèïà ëîêàëüíîãî ñîîòâåòñòâèÿ è ïðåäïîëî-

æåíèÿ î 4-õ ìåðíîé òî÷å÷íîñòè ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö, â êàæäîì àêòå ìåæ-

÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîõðàíÿåòñÿ îáîáùåííûé èìïóëüñ ñèñòåìû âçà-

èìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö:

∑

I

Pi =
∑

F

P ′i , (IV.88)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì íà÷àëüíûì, Pi, è êîíå÷íûì, P
′
i , ñîñòî-

ÿíèÿì. Ïóñòü â ïëàçìå ïðîòåêàþò ðåàêöèè:

m∑

A=1

νAaA⇄

m′∑

B=1

ν ′Ba
′
B, (IV.89)

ãäå aA � ñèìâîëû ÷àñòèö, à νA � èõ ÷èñëà â êàæäîì êàíàëå ðåàêöèé. Òàêèì

îáðàçîì, îáîáùåííûå èìïóëüñû íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé ðàâíû:

PI =
m∑

A=1

νA∑

α

Pα
A , PF =

m′∑

B=1

ν′B∑

α′

P ′α
′

B . (IV.90)

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö îïðåäåëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè êèíåòè÷åñêè-

ìè óðàâíåíèÿìè [59℄

9

:

m∗[Ha, fa] = Ia(x, P ), (IV.91)

ãäå Ia(x, Pa) � èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé:

Ia(x, Pa) = −
∑

νA

∫ ′

a

δ4(PF − PI)WIF (ZIF − ZFI)
′∏

I,F

dP ; (IV.92)

ãäå

WFI = (2π)4|MIF |22−
∑
νA+

∑
ν′b

9
Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü m∗ â ëåâîé ÷àñòè (IV.90) ó÷èòûâàåò íîðìèðîâêó �óíêöèè �àìèëüòîíà

(VII.10).
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� ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ êàíàëà ðåàêöèé (V.9), (|MIF | � èíâàðèàíòíûå àìïëè-

òóäû ðàññåÿíèÿ); I � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, F � êîíå÷íîå;

ZIF =
∏

I

f(Pα
A)
∏

F

[1± f(Pα′

B )];

ZFI =
∏

I

[1± f(Pα
A)]
∏

F

f(Pα′

B ),

çíàê �+� ñîîòâåòñòâóåò áîçîíàì, �-� � �åðìèîíàì (ïîäðîáíîñòè ñì. â [59, 60℄).

IV.5.2 Óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âûâîäó óðàâíåíèé ïåðåíîñà äèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Èñ-

ïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü ñêîáêè Ïóàññîíà è ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ

(IV.79) è (IV.87), ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå:

∫

V

dV

(
∇i

∫

P0

P ifψdP0 −

∫

P0

ψm∗[H, f ]dP0 −
∫

P0

fm∗[H,ψ]dP0

)
= 0. (IV.93)

Âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîñòè îáëàñòè V ïîëó÷èì îòñþäà èíòåãðî - äè��åðåí-

öèàëüíîå ñîîòíîøåíèå:

∇i

∫

P0

P ifψdP0 −
∫

P0

ψm∗[H, f ]dP0 −
∫

P0

fm∗[H,ψ]dP0 = 0. (IV.94)

Ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîé èíòåãðàë (IV.94) âìåñòî ñêîáêè Ïóàññîíà åå âûðàæå-

íèå èç êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (VII.1), ïîëó÷èì;

∇i

∫

P0

P ifψdP0 −
∫

P0

ψIadP0 −
∫

P0

fm∗[H,ψ]dP0 = 0. (IV.95)

Ñóììèðóÿ òåïåðü (IV.95) ïî âñåì ñîðòàì ÷àñòèö è ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ

èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé, ïîëó÷èì â êà÷åñòâå ñòðîãèõ ñëåäñòâèé îáùåðåëÿòè-

âèñòñêèõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (VII.1) óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äèíàìè÷åñêèõ
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âåëè÷èí ψa(x, Pa):

∇i

∑

a

∫

P0

ΨafaP
idPa −

∑

a

∫

P0

fam∗[Ha,Ψa]dPa =

−
∑

by chanels

∫ ( m∑

A=1

νAΨA −
m′∑

B=1

ν ′BΨ
′
B

)
×

δ4(PF − PI)(ZIFWIF − ZFIWFI)
∏

I,F

dP, (IV.96)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì êàíàëàì ðåàêöèé (V.9).

Ïîëàãàÿ â (IV.96) Ψa = ga, ãäå ga � íåêîòîðûå �óíäàìåíòàëüíûå çàðÿäû,
ñîõðàíÿþùèåñÿ â ðåàêöèÿõ (V.9), ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì (VI.10), (IV.90) è (IV.96)

óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ïëîòíîñòåé ïîòîêîâ ÷èñëà ÷àñòèö ïëàçìû:

∇iJ
i
G = 0, (IV.97)

ãäå:

J iG =
∑

a

2S + 1

(2π)3
ga

∫

P0

fa(x, P )P
idP0. (IV.98)

� âåêòîð ïëîòíîñòè �óíäàìåíòàëüíîãî òîêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàðÿäàì ga.

Â ÷àñòíîñòè, çàêîí ñîõðàíåíèÿ (VI.15) âñåãäà èìååò ìåñòî äëÿ êàæäîãî ñîðòà

÷àñòèö b (ga = δba) ïðè óñëîâèè óïðóãîñòè èõ ñòîëêíîâåíèé.

Ïîëîæèì â (IV.96)Ψa = P k
, òîãäà ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â áîëüøèõ

êðóãëûõ ñêîáêàõ (IV.96) âñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ îáîáùåííîãî èìïóëü-

ñà ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ (VI.10) ðàâíî:

m∑

A=1

νAΨA −
m′∑

B=1

ν ′BΨ
′
B ≡ PI − PF = 0. (IV.99)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì [65℄

[H,P k] = ∇kϕ ≡ gik∂iϕ; (IV.100)

è (VI.10) óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïëàçìû:

∇kT
ik
p −

∑

r

σ(r)∇iΦr = 0, (IV.101)
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ãäå ââåäåíû òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà ïëàçìû

T ikp =
∑

a

2S + 1

(2π)3

∫

P0

fa(x, P )P
iP kdP0 (IV.102)

è ñêàëÿðíûå ïëîòíîñòè çàðÿäà ïëàçìû îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φr,

σ(r)
:

σ(r) =
∑

a

σ(r)
a , (IV.103)

ãäå σ
(r)
a � ñêàëÿðíûå ïëîòíîñòè çàðÿäà a-òîé êîìïîíåíòû ïëàçìû îòíî-

ñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φr:

σ(r)
a =

2S + 1

(2π)3
m∗aq

(r)
a

∫

P0

fa(x, P )dP0, (IV.104)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàðÿäîâîãî ñèíãëåòà (q,Φ) çàêîí ñîõðàíåíèÿ (VI.17) ïðè-

íèìàåò âèä:

∇kT
ik
p − σ∇iΦ = 0, (IV.105)

ãäå (ñì. [59, 65℄):

σ = Φ
2S + 1

(2π)3
q2
∫

P0)

f(x, P )dP0. (IV.106)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî �îðìà ÒÝÈ (VII.12), à òàêæå ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè

çàðÿäà (VI.20), íàéäåííàÿ äëÿ ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ïðè çàäàííîé

�óíêöèè �àìèëüòîíà ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì ñëåäñòâèåì êàíîíè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé è ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîõðàíåíèè ïîëíîãî èìïóëüñà â ëîêàëüíûõ ñòîëê-

íîâåíèÿõ ÷àñòèö.

IV.5.3 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà

Ïîëíàÿ ñèñòåìà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîñòîèò, âî-ïåðâûõ, èç óðàâ-

íåíèé Ýéíøòåéíà:

Rik − 1

2
Rgik = 8π(T ikp + T iks ), (IV.107)
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ãäå T ikp � îïðåäåëåííûé âûøå ÒÝÈ ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû, à T iks � ÒÝÈ

ñèñòåìû N íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé:

T iks =
∑

r

ǫ
(r)
1

8π

[
2Φ,i

(r)Φ
,k
(r) − g

ikΦ(r),jΦ
,j
(r) + ǫ

(r)
2 m(r)

s
2gikΦ2

(r)

]
, (IV.108)

ãäå äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ǫ2 = 1, äëÿ �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ ǫ2 = −1; äëÿ ïîëÿ ñ îòòàëêèâàíèåì îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö

ǫ1 = 1, äëÿ ïîëÿ ñ ïðèòÿæåíèåì îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ε1 = −1.
Îòìåòèì, ÷òî ÒÝÈ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â �îðìå (VIII.2) ïîëó÷àåòñÿ èç Ëàãðàí-

æèàíà [63℄:

Ls =
∑

r

ǫ
(r)
1

8π
(Φ(r),iΦ

,i
(r) − ǫ

(r)
2 m(r)

s
2Φ2

(r)). (IV.109)

Âû÷èñëÿÿ êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇k îò ñóììàðíîãî òåíçîðà ýíåðãèè

èìïóëüñà

T ik = T ikp + T iks , (IV.110)

íàéäåì ñ ó÷åòîì (VI.21) è (VIII.2):

∇kT
k
i =

1

4π

∑

r

[
ǫ
(r)
1

(
�Φ(r) + ǫ

(r)
2 m(r)

s
2Φ(r)

)
+ 4πσ(r)

]
∇iΦ(r) = 0.(IV.111)

Âñëåäñòâèå �óíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè ïðîèçâîäíûõ ñêàëÿðíûõ ïîòåí-

öèàëîâ ∂iΦ(r) íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âûïîëíåíèÿ (IV.111)

ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñåðèè óñëîâèé:

�Φ(r) + ǫ
(r)
2 m(r)

s
2Φ(r) = −4πǫ(r)1 σ(r). (IV.112)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñêàëÿðíî-

ãî ïîëÿ òèïà óðàâíåíèé Êëåéíà-�îðäîíà (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêîâ) ñ èñòî÷íè-

êàìè.

IV.6 Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïëàçìû â ãðàâèòà-

öèîííîì ïîëå

IV.6.1 Ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå

Â óñëîâèÿõ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ:

dS

dτ
= 0 . (IV.113)
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Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå âñåõ ÷àñòèö Ò - èíâàðèàíòíî.

Òîãäà ðàâåíñòâî (IV.113) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

(ñì. [1℄):

Zfi − Zif = 0 (IV.114)

â êàæäîì êàíàëå ðåàêöèé (V.9). Óðàâíåíèÿ (IV.114) ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì �óíê-

öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé Áîëüöìàíà [75℄. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ ñäåëàåì çàìåíó:

Fa = e−φa
(
e−φa ∓ 1

)−1 ≡
(
1∓ eφa

)−1
, (IV.115)

â ðåçóëüòàòå êîòîðîé âåëè÷èíû Zif è Zfi ïðèìóò âèä:

Zif =

∏

i

e−φa

∏

i,f

(e−φa ∓ 1)
;Zfi =

∏

f

e−φa

∏

i,f

(e−φa ∓ 1)
. (IV.116)

Òîãäà ïîñëå ëîãàðè�ìèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (IV.114) ïðèìóò âèä:

m∑

A=1

νA∑

α=1

φA(P
α
A) =

m′∑

B=1

ν′A∑

β=1

φ′B(P
′β
B ) , (IV.117)

ïðè÷åì, ýòè ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â êàæäîì êàíàëå ðåàêöèé

(V.9). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì (IV.117) ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ èì-

ïóëüñîâ ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå �óíêöèè èìïóëüñîâ:

φA(P
α
A) = −λA(x) + (ξA,P

α
A) , (IV.118)

ãäå âñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ: λA(x) - ñêàëÿðû

â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, ξi(x) - âåêòîðû. Ïîäñòàâëÿÿ (IV.118) â

óðàâíåíèÿ (IV.117) è ó÷èòûâàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ îáîáùåííîãî èìïóëüñà ïðè

ñòîëêíîâåíèÿõ, ïîëó÷èì âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîñòè èìïóëüñîâ ÷àñòèö:

ξiA(x) = ξi(x) ; (IV.119)

N∑

A=1

νkAλA = 0 , (IV.120)

ãäå ||νkA|| - öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà, ââåäåííàÿ â [1℄. Âñëåäñòâèå î÷åâèäíîãî

óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè âñåõ öèêëîâ ðåàêöèé

rank||νkA|| < N (IV.121)
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óðàâíåíèÿ (IV.120) âñåãäà èìåþò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Óñëîâèÿ (IV.119), (IV.120) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ëîêàëüíîãî òåðìîäèíà-

ìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

(ËÒ�); ñêàëÿðû λA(x) íàçûâàþòñÿ õèìè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè ñòàòè-

ñòè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ (IV.118) â (IV.115) ñ ó÷åòîì (IV.119) ïîëó÷èì ëî-

êàëüíî - ðàâíîâåñíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

f 0
a (x,Pa) = {exp[−λa + (ξ,Pa)]∓ 1}−1 , (IV.122)

ãäå âåðõíèé çíàê, êàê è ðàíåå, ñîîòâåòñòâóåò áîçîíàì, íèæíèé - �åðìèîíàì.

Äëÿ ñõîäèìîñòè ìîìåíòîâ îò ðàñïðåäåëåíèÿ (VI.23) íåîáõîäèìà âðåìåíè-

ïîäîáíîñòü âåêòîðà

ξi(x):

ξ2 ≡ (ξ, ξ) > 0 . (IV.123)

Ââåäåì ñ ïîìîùüþ ξi(x) åäèíè÷íîå âðåìåíèïîäîáíîå ïîëå vi(x):

vi =
ξi

ξ
; (v, v) = 1 , (IV.124)

ëîêàëüíóþ òåìïåðàòóðó θ(x) [75℄:

θ(x) = ξ−1 (IV.125)

è õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû, µa(x), â îáû÷íîé íîðìèðîâêå:

µa(x) = θ(x)λa(x) . (IV.126)

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå (VI.23) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

f 0
a (x,Pa) =

{
exp

[−µa + (v,Pa)

θ

]
∓ 1

}−1
. (IV.127)

IV.6.2 Ìîìåíòû ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Âû÷èñëèì ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ (VI.23). Ïðè ýòîì óäîáíî ïåðåéòè â ëî-

êàëüíî ëîðåíöåâûé ðåïåð, âðåìåííàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî íàïðàâëåíà âäîëü

âåêòîðà vi, â êîòîðîì óðàâíåíèå ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè (ñì. [65℄)

(P, P ) = m2
∗. (IV.128)
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ïðèíèìàåò âèä:

P 2
4 = P 2 +m2

∗ . (IV.129)

Çàòåì íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå

èìïóëüñîâ P (X) è êîâàðèàíòíî îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Â èòîãå

ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö, nia(x),
è ÒÝÈ a-òîé êîìïîíåíòû ïëàçìû, T

a

ik
, [59℄, [76℄:

nia(x) = na(x)v
i ; (IV.130)

T
a

ik (x) = (Ea + Pa)v
ivk − Pagik. (IV.131)

Âû÷èñëÿÿ ââåäåííûå âûøå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû äëÿ êàæäîãî ñîðòà

÷àñòèö, ïîëó÷èì:

na(x) =
ρ

2π2

∞∫

0

P 2dP

exp
(−µa+

√
m2

∗
+P 2

θ

)
∓ 1

; (IV.132)

Ea(x) =
ρ

2π2

∞∫

0

√
m2
∗ + P 2P 2dP

exp
(−µa+

√
m2

∗
+P 2

θ

)
∓ 1

; (IV.133)

Pa(x) =
ρ

6π2

∞∫

0

P 4dP
√
m2
∗ + P 2 exp

(−µa+
√
m2

∗
+P 2

θ

)
∓ 1

; (IV.134)

σ(r)
a (x) =

ρm∗q
(r)
a

2π2

∞∫

0

P 2dP
√
m2
∗ + P 2 exp

(−µa+
√
m2

∗
+P 2

θ

)
∓ 1

. (IV.135)

Ïðè ýòîì:

E =
∑

a

Ea; P =
∑

a

Pa; σ
(r) =

∑

a

σ(r)
a . (IV.136)

Çàìåòèì, ÷òî åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ïëîòíîñòè ïîòîêà

÷èñëà ÷àñòèö íàçûâàåòñÿ êèíåìàòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ ñðåäû, à ñîáñòâåííûé

âðåìåíèïîäîáíûé åäèíè÷íûé âåêòîð ÒÝÈ ÷àñòèö íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé

ñêîðîñòüþ ñðåäû, ñîáñòâåííîå æå çíà÷åíèå ÒÝÈ, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó âåê-

òîðó, íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ñðåäû (ñì., íàïðèìåð, [73℄). Òàêèì

îáðàçîì â ñîñòîÿíèè ËÒ� êèíåìàòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö ñîâïàäàåò ñ èõ

äèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòüþ è ðàâíà vi.
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IV.6.3 Ñèììåòðèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë áåçìàññîâûõ ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ íóëåâûìè �óíäà-

ìåíòàëüíûìè çàðÿäàìè, â ñîñòîÿíèè ËÒ� ðàâåí íóëþ. Ýòîò âûâîä ñëåäóåò

èç òîãî, ÷òî ÷èñëà νkA òàêèõ ÷àñòèö, ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèÿõ (IV.120), ìîãóò

áûòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûìè. Òîãäà èç �àêòà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåàêöèè

àííèãèëÿöèè ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö ñëåäóåò èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå

[77℄:

µa = −µa . (IV.137)

Ïóñòü äàëåå èìååòñÿ N -ïëåò ñêàëÿðíûõ ïîëåé:

Φ = {Φ1,Φ2, . . . ,ΦN}. (IV.138)

Âûÿñíèì, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðíûå ïëîòíîñòè (VI.32)

� (VI.36) ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ:

Φ : Φ→ −Φ. (IV.139)

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Φ (IV.139) ý��åêòèâíàÿ ìàññà ÷àñòèö (ñì. [65℄)

ma
∗ = ma

0 +
∑

r

q(r)a Φr (IV.140)

ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó:

m∗(−Φ) = m0 −
∑

r

q(r)a Φ(r) = 2m0 −m∗(Φ). (IV.141)

Ïîýòîìó ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Φ (IV.139) ý��åêòèâíûå ìàññû ÷àñòèö è

àíòè÷àñòèö ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

m∗(−Φ) = m∗(Φ). (IV.142)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñêà-

ëÿðíûõ ïëîòíîñòåé (VI.32) � (VI.36) ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Φ

(IV.139):

na(−Φ) = na(Φ); Ea(−Φ) = Ea(Φ); (IV.143)

Pa(−Φ) = P a(Φ); σ
(r)
a (−Φ) = σ

(r)
a (Φ), (IV.144)

ò.å., ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðíûå ïëîòíîñòè èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ

ê ïðåîáðàçîâàíèþ (IV.139).
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�àññìîòðèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ:

Q : q(r)a ←→ −q(r)a ,⇒ q←→ −q, (IV.145)

ãäå q � çàðÿäîâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì n×N :

q =




q
(1)
1 q

(1)
2 · · · q

(1)
n

q
(2)
1 q

(2)
2 · · · q

(2)
n

· · · · · · · · · · · ·
q
(N)
1 q

(N)
2 · · · q

(N)
n


 .

Èññëåäóåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêàëÿðíûõ ïëîòíîñòåé (VI.32) � (VI.36)

ïðè ê çàðÿäîâîì ïðåîáðàçîâàíèè Q (IV.145). Ïîëó÷èì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

ý��åêòèâíîé ìàññû:

m∗(−q) = 2m0 −m∗(q) (IV.146)

è àíàëîãè÷íî (IV.142):

m∗(−q) = −m∗(q), (IV.147)

�àññìîòðèì òåïåðü ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíî-

âåñèè. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷åñòü ñâÿçü õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ÷àñòèö è

àíòè÷àñòèö (VIII.23), à òàêæå òîò �àêò, ÷òî â ñóììàõ ïî ñîðòàì ÷àñòèö âñòðå-

÷àþòñÿ â îäèíàêîâûõ ïîçèöèÿõ, êàê ÷àñòèöû, òàê è àíòè÷àñòèöû. Òîãäà ìû

ìîæåì ïîëó÷èòü çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììàðíûõ ïëîòíîñòåé:

na(−q,−µ) = na(q, µ); (IV.148)

Pa(−q,−µ) = P a(q, µ) (IV.149)

Ea(−q,−µ) = Ea(q, µ); (IV.150)

σ(r)
a (−q,−µ) = σ

(r)
a (q, µ), (IV.151)

ò.å., ñêàëÿðíûå ïëîòíîñòè èíâàðèàíòíû è ïî îòíîøåíèþ ê çàðÿäîâîìó ñîïðÿ-

æåíèþ Q ñ ó÷åòîì çàìåíû µ→ µ = −µ. Òàêèì îáðàçîì, ïî êðàéíåé ìåðå, â

óñëîâèÿõ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö ïðè ðàñ-

øèðåíèè òåîðèè íà îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ ìàññ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé

ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíî - çàðÿäîâîìó ñîïðÿæåíèþ.

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî �îðìóëà äëÿ ý��åêòèâíîé ìàññû èíâàðèàíòíà ïî

îòíîøåíèþ ê ïðîèçâåäåíèþ ïðåîáðàçîâàíèé (IV.139) è (IV.145) Q×Φ:

m∗(−q,−Φ) = m∗(q,Φ). (IV.152)
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Ïîýòîìó ïî îòíîøåíèþ ê êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé Q × Φ ïîëó÷èì ñëå-

äóþùèå �îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêàëÿðíûõ ïëîòíîñòåé:

na(−q,−Φ) = na(q,Φ); (IV.153)

Pa(−q,−Φ) = Pa(q,Φ) (IV.154)

Ea(−q,−Φ) = Ea(q,Φ); (IV.155)

σ(r)
a (−q,−Φ) = −σ(r)

a (q,Φ), (IV.156)

òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ñêàëÿðíîãî çàðÿäà ìåíÿåò çíàê.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî îáåñïå÷èâàåò âíóòðåííþþ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òåî-

ðèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäâåðãàÿ óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïîëåé (IV.112) ïðåîá-

ðàçîâàíèþ Q × Φ ñ ó÷åòîì (IV.156) è ëèíåéíîñòè ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèé

(IV.112), ïîëó÷èì èñõîäíûå óðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ ñêàëÿð-

íûõ ïîëåé (IV.112) òàêæå èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê êîìïîçèöèè ïðåîá-

ðàçîâàíèé Q×Φ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååòñÿ, êàê â òåîðèè Ìàêñâåëëà,

òàê è â òåîðèè êëàññè÷åñêîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

IV.6.4 Ñëó÷àé íóëåâîé çàòðàâî÷íîé ìàññû

Êàê ïîêàçàíî â [65℄ ïðè âûáîðå �óíêöèè ý��åêòèâíîé ìàññû â âèäå

m0 = 0⇒ m∗ =
∑

r

q(r)a Φ(r), (IV.157)

ò.å., ïðè âûáîðå çàòðàâî÷íîé ìàññû ðàâíîé íóëþ, òåîðèÿ óæå íà óðîâíå ìèê-

ðîñêîïè÷åñêîé äèíàìèêè ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïî îòíîøåíèþ ê êàæäî-

ìó èç ïðåîáðàçîâàíèé (IV.139) è (IV.145):

m∗(−q) = −m∗(q), m∗(−Φ) = −m∗(Φ). (IV.158)

Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ:

na(−q) = na(q); Pa(−q) = Pa(q) (IV.159)

Ea(−q) = Ea(q); σ
(r)
a (−q) = σ

(r)
a (q), (IV.160)

à òàêæå:

na(−Φ) = na(Φ); Pa(−Φ) = Pa(Φ) (IV.161)

Ea(−Φ) = Ea(Φ); σ
(r)
a (−Φ) = −σ(r)

a (Φ), (IV.162)

òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ñêàëÿðíîãî çàðÿäà ìåíÿåò çíàê ïî îòíîøåíèþ ê

ïðåîáðàçîâàíèþ Φ.
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�ëàâà IV. Íåìèíèìàëüíûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîäåëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

IV.6.5 T-íåèíâàðèàíòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ

�àññìîòðèì òåïåðü Ò-íåèíâàðèàíòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, îäíàêî,

÷òî ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö îñòàåòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîâåñíûì, ò.å., (VI.23). Íî

òîãäà òîæäåñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ �óíêöèîíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (IV.114).

Íî òîãäà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíòðîïèè ðàâíà íóëþ, ò.å., ìû ñíîâà ïîëó÷à-

åì óñëîâèå ËÒ� (IV.113). Èòàê, ýíòðîïèÿ ñèñòåìû âñåãäà ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè

ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîâåñíûì.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèÿì ïåðåíîñà (IV.96). Â óñëîâèÿõ ËÒ� âñëåä-

ñòâèå (IV.115) ýòè óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò áîëåå ïðîñòóþ �îðìó:

∇i

∑

A

∫

P

ψfpidπ −
∑

A

∫

P

f [H ,Ψ] dπ =

−
∑

k

∫

P

δ(4)(PF − PI)×

∑

A

νkAψAZif(Wif −Wfi)
∏

i,f

dπ . (IV.163)

Ïîëàãàÿ, â ÷àñòíîñòè, ψA = δaA, ïîëó÷èì èç (IV.163):

∇in
i
a = −

∑

k

νkA

∫

P

δ(4)(PF − PI)×

Zif(Wif −Wfi)
∏

i,f

dπ . (IV.164)

Ïðîâåäåì â ïðàâîé ÷àñòè (IV.164) èíòåãðèðîâàíèå ïî êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿì

÷àñòèö: ∑
νkA

∫ ∏

f

(1± f)(Wif −Wfi)dπf .

Âñëåäñòâèå óíèòàðíîñòè S-ìàòðèöû è îïòè÷åñêîé òåîðåìû (ñì. [1℄) ýòîò èí-

òåãðàë ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó â óñëîâèÿõ ËÒ� èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ

êàæäîãî ñîðòà ÷àñòèö:

∇in
i
a = 0⇔ Na = Const . (IV.165)

Â ñîîòíîøåíèè (IV.165) ïîä na íåîáõîäèìî ïîíèìàòü ðàçíîñòü ïëîòíîñòåé

ïîòîêîâ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö:

N+
a −N−a = Const . (IV.166)
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IV.6.6 �ëîáàëüíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå

Òåîðèÿ ãëîáàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ òðèòâèàëüíî îáîáùà-

åòñÿ íà ñëó÷àé âîçìîæîñòè îòðèöàòåëüíûõ ý��åêòèâíûõ ìàññ, ïîýòîìó ìû

ïðèâåäåì çäåñü ëèøü îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ, îòñûëàÿ ÷èòàòåëÿ ê ðàííèì

ðàáîòàì Àâòîðà [60, 76℄. Â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (VI.23)

(èëè (VI.29)) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñòà-

òèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñòðîãîì ãëîáàëüíîì òåðìîäèíàìè÷åñêîì

ðàâíîâåñèè. Â óñëîâèÿõ ãëîáàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ âûïîë-

íÿþòñÿ ñòðîãèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ÷àñòèö êàæäîãî ñîðòà (IV.165), è ýíòðî-

ïèÿ ñèñòåìû ñòðîãî ïîñòîÿííà S = Const. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé ãëî-

áàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â ñëó÷àå Ò-èíâàðèàíòíûõ âçàèìî-

äåéñòâèé,ïîäñòàâèì ðåøåíèÿ (VI.23) â êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó

èíòåãðàë Ò-èíâàðèàíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ëîêàëüíî

ðàâíîâåñíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ, ïðèâåäåì êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ê âèäó:

[Ha, φa] = 0 , (IV.167)

êóäà íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ φa èç (IV.118). Ñ ó÷åòîì ñîîò-

íîøåíèÿ (VII.10), ïîëó÷èì:

[Ha, φa] =
1

m∗

(
P iP kξ(i,k) − P iλa + ∂im∗ξ

i
)
= 0. (IV.168)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ �Ò� äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ëèíåéíûé èíòå-

ãðàë äâèæåíèÿ, ïðè÷åì ξi - âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð. Ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëü-
íîñòü âåêòîðà èìïóëüñà, ïîëó÷èì ïðè m∗ 6≡ 0 íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ:

L
ξ
gik = 0; (IV.169)

L
ξ
m∗ = 0; (IV.170)

λa = Const . (IV.171)

Âñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíîé ìàññû (IV.157) è �óíêöèîíàëüíîé íåçà-

âèñèìîñòè ñêàëÿðíûõ ïîëåé, ïîëó÷èì èç (IV.170) áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ ãëî-

áàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ:

L
ξ
Φ(r) = 0, (r = 1, N). (IV.172)
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�ëàâà IV. Íåìèíèìàëüíûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîäåëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

Ïîñêîëüêó äàëåå âñå ìîìåíòû ðàâíîâåñíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îïðå-

äåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðîâ ξ2, λa, Φ(r) è òåíçîðîâ ξi, gik, ξiξk, ..., òî âû-

ïîëíÿþòñÿ è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòîâ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ [59℄:

L
ξ
nia = 0 ; (IV.173)

L
ξ
T
a

ik= 0 (IV.174)

è ò.ä. Âñëåäñòâèå ýòèõ óðàâíåíèé âäîëü íàïðàâëåíèÿ ξi ñîõðàíÿþòñÿ êîìïî-
íåíòû òåíçîðà �èìàíà, �è÷÷è è òåíçîðà Ýéíøòåéíà:

L
ξ
Rijkl = 0 ; L

ξ
Rij = 0 ; L

ξ
Gij = 0 . (IV.175)

Ïîýòîìó âñëåäñòâèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøå-

íèÿ:

L
ξ
Tij = 0 . (IV.176)

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàñøèðèëè êèíåòè÷åñêóþ òåîðèþ ñêàëÿðíî âçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ ÷àñòèö íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñêàëÿðíûõ ïîëåé, ñíÿâ ïðè

ýòîì èñêóññòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå î íåîòðèöàòåëüíîñòè ý��åêòèâíîé ìàññû

÷àñòèö. Äëÿ êîððåêòíîãî îáîáùåíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåîðèè íà îòðèöàòåëüíûå

ý��åêòèâíûå ìàññû ÷àñòèö ïðèøëîñü ïåðåñìîòðåòü ðÿä êëþ÷åâûõ ïîëîæå-

íèé ýòîé òåîðèè. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè åñòåñòâåííîå, íåïðîòèâîðå÷èâîå

îáîáùåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ âåùåñòâà ñî ñêàëÿðíû-

ìè ïîëÿìè, â êîòîðîé íå âîçíèêàåò íèêàêèõ ïðîáëåì â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíûõ

ý��åêòèâíûõ ìàññ ÷àñòèö. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå íóëåâîé çàòðà-

âî÷íîé ìàññû òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ èíâàðèàíòíîé ïî îòíîøåíèþ ê

çàðÿäîâîìó ñîïðÿæåíèþ. Íàäî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî çíàê �óíêöèè ý��åêòèâ-

íîé ìàññû ÷àñòèö íå âëèÿåò íà ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ïëîòíîñòè

÷èñëà ÷àñòèö, äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè ýíåðãèè, à ëèøü íà çíàê ïëîòíîñòè ñêà-

ëÿðíîãî çàðÿäà. Â ñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ ìû ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ê êîñìîëîãè÷åñêèì è àñòðî�èçè÷åñêèì çàäà÷àì.
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�ëàâà V

Âîçìîæíîñòü ñòðîãîãî ãëîáàëüíîãî

òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â

ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé â

ïðèñóòñòâèè �óíäàìåíòàëüíîãî

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

V.1 Îáùåðåëÿòèâèñòñêàÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ è òåð-

ìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå

Îñíîâû îáùåðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè (GRKT) áûëè ñ�îðìóëè-

ðîâàíû â 60-å ãîäû â ðàáîòàõ Í.À. ×åðíèêîâà [78℄, �. Òàóáåðà è Äæ. Âàéí-

áåðãà [80℄, Í.À. ×åðíèêîâà [79℄ - [75℄, À.À. Âëàñîâà [38℄, �. Ëèíäêâèñòà [90℄. è

äðóãèõ. Â ðàìêàõ GRKT áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû îáùåðåëÿòèâèñòñêèå êèíå-

òè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, íà îñíîâå êîòîðûõ ïîñòðîåíû ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâ-

íåíèÿ ïåðåíîñà è ðàçâèòà òåîðèÿ ëîêàëüíîãî (LTE) è ãëîáàëüíîãî (GTE)

òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû â ãðàâèòàöèîííîì

è ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëÿõ

1

. Â íàèáîëåå ïîëíîì è ñòðîãîì âèäå ðåçóëüòàòû

ýòèõ èññëåäîâàíèé èçëîæåíû â ðàáîòàõ Àâòîðà [90, 6, 58, 59, 60℄. Â ýòîì ðàç-

äåëå ìû ðåçþìèðóåì ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé â ñæàòîé �îðìå. Ïðè

ýòîì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå ñîâðåìåííîé êàíîíè÷åñêîé, ÿâíî èíâàðè-

àíòíîé �îðìóëèðîâêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, ðàçâèòîé â ðàáîòàõ Àâòîðà [1℄.

�åçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [9℄.

1
Ïîä ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïîëÿìè çäåñü ìîæíî ïîíèìàòü è ëþáûå âåêòîðíûå ïîëÿ.
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�ëàâà V. �ëîáàëüíîå ðàâíîâåñèå â ïðèñóòñòâèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

V.1.1 Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ãðàâèòàöèîííîì è ýëåê-

òðîìàãíèòíîì ïîëÿõ è ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïîòîêè

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêè ñî-

ïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ � êîîðäèíàò xi è îáîáùåííîãî èìïóëüñà Pi èìåþò

âèä:

pi ≡ dxi

ds
=
∂Ha

∂Pi
;

dPi
ds

= −∂Ha

∂xi
, (V.1)

ãäå Ha(x, P ) � ðåëÿòèâèñòñêè - èíâàðèàíòíàÿ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà, p
i
� êè-

íåìàòè÷åñêèé èìïóëüñ. Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè äèíà-

ìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ Ψa(x, P ) ïî êàíîíè÷åñêîìó ïàðàìåòðó s îïðåäåëÿåòñÿ

ñêîáêàìè Ïóàññîíà:

dΨa

ds
= [Ha,Ψa] ≡

[
∂Ha

∂Pi

∂Ψa

∂xi
− ∂Ha

∂xi
∂Ψa

∂Pi

]
. (V.2)

Âñëåäñòâèå óðàâíåíèé (V.2) ñàìà �óíêöèÿ �àìèëüòîíà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

äâèæåíèÿ:

Ha(x, P ) = Const =
1

2
m2
a,⇒ (p, p) = m2

a, (V.3)

ãäå ma -ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèö. Ñîîòíîøåíèå (V.3) íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

íîðìèðîâêè èìïóëüñà, èëè óðàâíåíèåì ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

2

.

Äëÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ ìàññàìè ma è ýëåêòðè÷åñêèìè çàðÿäàìè ea â
ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ñ ìåòðèêîé gik(x) è ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ñ âåêòîð-

íûì ïîòåíöèàëîì Ai(x) �óíêöèþ �àìèëüòîíà ìîæíî çàäàòü â âèäå

3

:

Ha(x, P ) =
1

2
gik(Pi − eaAi)(Pk − eaAk)

≡ 1

2
(P − eaA, P − eaA) ≡

1

2
(P − eaA)2. (V.4)

Ïóñòü ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ñ ìåòðèêîé gik è

ýëåêòðîìàãíèòíîì ñ ïîòåíöèàëîì Ai ñîñòîèò èç N ñîðòîâ òîæäåñòâåííûõ

÷àñòèö è fa(x, p) � èíâàðèàíòíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ÷àñòèö â �à-

çîâîì ïðîñòðàíñòâå X × P , (xi � êîîðäèíàòû, pi � èìïóëüñ, òàê ÷òî:

nia(x) =

∫

P (x)

fa(x, p)p
idPa (V.5)

2
Çäåñü è â äàëüíåéøåì (a, b) = gika

ibk åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b îòíîñèòåëüíî

ìåòðèêè gik.
3
Âñþäó èñïîëüçîâàíà óíèâåðñàëüíàÿ ñèñòåìà åäèíèö G = c = ~ = k = 1, ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà.
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åñòü ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷èñëà ÷àñòèö ñîðòà a è

Na(τ) =

∫

V

niadVi ≡
∫

V

dVi

∫

P (x)

fa(x, p)p
idPa (V.6)

åñòü ÷èñëî ÷àñòèö ñîðòà a íà ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè

V : dxiui = 0, ãäå

dPa =
2S + 1

8π3
√−gdp

1dp2dp3dp4δ(Ha)

⇒ dPa =
2S + 1

4π3
√−g

dp1dp2dp3

p4
, (V.7)

Ha(x, P ) � �óíêöèÿ �àìèëüòîíà ÷àñòèöû ñîðòà a â ãðàâèòàöèîííîì, gik, è

ýëåêòðîìàãíèòíîì, Ai, ïîëÿõ S � ñïèí, p4 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíå-

íèÿ ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè (êîâàðèàíòíàÿ âðåìåííàÿ êîìïîíåíòà èìïóëüñà):

Ha(x, P ) =
1

2
m2
a ⇒ (p, p) = m2

a. (V.8)

V.1.2 Îáùåðåëÿòèâèñòñêèå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ çàðÿæåí-

íûõ ÷àñòèö

Ïóñòü äàëåå, â ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìå ïðîòåêàþò ìåæ÷àñòè÷íûå ðåàêöèè:

m∑

A=1

νAaA ⇄

m′∑

B=1

ν ′Ba
′
B ⇒

∑

k

N∑

A=1

νkAaA = 0 , (V.9)

ãäå νA - ÷èñëà ÷àñòèö ñîðòà aA, ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè; A - íîìåð ÷àñòèöû,

||νkA|| � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ñ ðàíãîì, ìåíüøèì N , ñóììèðîâàíèå ïðîèñ-

õîäèò ïî âñåì êàíàëàì ðåàêöèé, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ÷àñòèöû ñîðòà a.

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö fa(x, p) îïðåäåëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè

êèíåòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè:

[Ha, fa] = Ia(x, Pa), (V.10)

ãäå Ja(x, Pa) � èíòåãðàëû ñòîëêíîâåíèé:

Ia(x, Pa) = −
∑

a

νa

∫ ′

a

δ4(PF − PI)

×WIF (ZIF − ZFI)
′∏

I,F

dP ; (V.11)
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ãäå

WFI = (2π)42−
∑
νA+

∑
ν′b|MIF |2

� ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ äëÿ êàíàëà ðåàêöèé (V.9), (|MIF | � èíâàðèàíòíûå àì-
ïëèòóäû ðàññåÿíèÿ);

ZIF =
∏

I

f(Pα
A)
∏

F

[1± f(Pα′

B )];

ZFI =
∏

I

[1± f(Pα
A)]
∏

F

f(Pα′

B ),

çíàê �+� ñîîòâåòñòâóåò áîçîíàì, �-� � �åðìèîíàì (ïîäðîáíîñòè ñì. â [58, 59℄).

V.1.3 Ýíòðîïèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

Ýíòðîïèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû íà ãèïåðïîâåðõíîñòè V (τ) ðàâíà:

S(τ) =
∑

a

Sa(τ) =
∑

a

∫

V (τ)

uidVi ×

∫

Pa(X)

[±(1± fa) ln(1± fa)− fa ln fa]dPa, (V.12)

ãäå τ =
∫
uidx

i
� ñîáñòâåííîå âðåìÿ íàáëþäàòåëÿ. Ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî

âðåìåíè τ ýíòðîïèè ñèñòåìû ñ ó÷åòîì îïòè÷åñêîé òåîðåìû ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå [1℄

4

:

dS

dτ
=
∑∫

δ(4)(PF − PI)×

ln

(
Zif
Zfi

)
(Zif − Zfi)Wif

∏

i,f

dPdV (V.13)

Ïîýòîìó íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ dS/dτ = 0

ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé Áîëüöìàíà:

Zif − Zfi = 0. (V.14)

4
Êàê äëÿ T - èíâàðèàíòíûõ, òàê è äëÿ T - íåèíâàðèàíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé.
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V.1.4 Ëîêàëüíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ñèñòåìû ýëåê-

òðè÷åñêè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç N

ñîðòîâ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè LTE â ãðàâèòà-

öèîííîì ïîëå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1. èíâàðèàíòíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ÷àñòèö, fa(x, p), èìåëà ëî-

êàëüíî - ðàâíîâåñíûé âèä:

f 0
a (x, p) = [exp(−γa + (ξ, p))± 1]−1 , (V.15)

ãäå

ξi = ξi(x) (ξ, ξ) > 0 (V.16)

åñòü âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð,

2. ïðèâåäåííûå õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû γa(x) óäîâëåòâîðÿëè ñåðèè óñëî-

âèé õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

N∑

A=1

νkAγA = 0 , (V.17)

Ëîêàëüíî - ðàâíîâåñíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (V.15) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåí-

íûìè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè ðåøåíèÿìè �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

Áîëüöìàíà (V.14). Ââîäÿ ñ ïîìîùüþ âðåìåíèïîäîáíîãî âåêòîðà ξi(x) ìàêðî-

ñêîïè÷åñêóþ êèíåìàòè÷åñêóþ ñêîðîñòü [73℄, vi

vi ≡ ξi

ξ
, ξ ≡

√
(ξ, ξ);⇒ (v, v) = 1, (V.18)

è ëîêàëüíóþ òåìïåðàòóðó ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû, θ:

θ(x) =
1

ξ(x)
, (V.19)

à ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

â ñòàíäàðòíîé íîðìèðîâêå:

µa(x) = γaθ, (V.20)
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çàïèøåì â ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàâíîâåñíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

è óñëîâèÿ õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ:

f 0
a (x, p) =

[
exp

(−µa + (v, P )

θ

)
± 1

]−1
; (V.21)

N∑

A=1

νkAµA = 0 . (V.22)

V.1.5 �ëîáàëüíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ñèñòåìû ýëåê-

òðè÷åñêè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö

Ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (V.15), (V.21) îáðàùàþò â

òîæäåñòâåííûé íóëü èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé (V.11). Â ñëó÷àå, êîãäà �óíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ (V.15) èëè (V.21) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè êèíåòè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé (VII.5), ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñòðîãîì ãëî-

áàëüíîì òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè (GTE). Â óñëîâèÿõ GTE âûïîëíÿ-

þòñÿ ñòðîãèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ÷àñòèö êàæäîãî ñîðòà, è ýíòðîïèÿ ñèñòåìû

ñòðîãî ïîñòîÿííà S = Const. Ïîäñòàíîâêà (V.15) â êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
(VII.5) ïðèâîäèò èõ ê âèäó ê âèäó:

[Ha, φa] = 0 , (V.23)

ãäå

φa(x, P ) = γa(x) + (ξ, Pa) (V.24)

åñòü àðãóìåíò ðàâíîâåñíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (V.15). Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ îáåñïå÷åíèÿ GTE äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ëèíåéíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ,

ïðè÷åì ξi - âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð. Ïðè ðàçðåøåíèè (V.23) ïîëó÷àåòñÿ

ñèñòåìà íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ GTE [80℄, [88,

75℄, [90, 60℄:

L
ξ
gik =

{
0 , ma 6= 0;
̺gik , ma = 0,

(V.25)

ea L
ξ
Ai = γ a,i , (V.26)

ãäå L
ξ
� ïðîèçâîäíàÿ Ëè ïî íàïðàâëåíèþ ξ, ρ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ

�óíêöèÿ.

Çàìåòèì ñëåäóþùèé âåñüìà çàìå÷àòåëüíûé äëÿ êîñìîëîãèè ñòðîãèé �àêò,

ñëåäóþùèé èç (V.25) è èìåþùèé ñèëó òåîðåìû.
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Òåîðåìà 2 Åñëè ìàññû ïîêîÿ âñåõ ÷àñòèö

ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ðàâíû íóëþ, òî ñîñòîÿíèå ãëîáàëüíîãî òåðìî-

äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû âîçìîæíî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåòðèêà êîí�îðìíî ñòàöèîíàðíà. Åñëè â ñòàòèñòè-

÷åñêîé ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäèí ñîðò ìàññèâíûõ ÷àñòèö, ñî-

ñòîÿíèå GTE ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ñòàöèîíàð-

íûõ ïîëåé òÿãîòåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìå ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì âçà-

èìîäåéñòâèåì èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ñîðò ÷àñòèö ñ íåíóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ,

âåêòîð åå äâèæåíèÿ ξi äîëæåí áûòü âðåìåíèïîäîáíûì âåêòîðîì Êèëëèíãà

(V.25).

Äàëåå, äëÿ êîñìîëîãèè ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ñâîéñòâî àñèìï-

òîòè÷åñêîé êîí�îðìíîé èíâàðèàíòíîñòè ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ñòàòèñòè-

÷åñêèõ ñèñòåì ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèåì, äîêàçàííûé â ðàáîòå

Àâòîðà [6℄:

Òåîðåìà 3 Â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå

ma/〈pa〉 → 0 (V.27)

êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ àñèìïòîòè÷åñêè êîí�îðìíî èíâàðèàíòíà, ò.å., êè-

íåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè

ïî ïàðàìåòðó (VIII.96) èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê êîí�îðìíûì ïðåîá-

ðàçîâàíèÿì:

ds̄2 = ρ2ds2; (V.28)

Āi = Ai + ∂iϕ; (V.29)

P̄i = Pi − e∂iϕ. (V.30)

Âñëåäñòâèå àñèìïòîòè÷åñêîé êîí�îðìíîé èíâàðèàíòíîñòè ðåëÿòèâèñòñêîé

êèíåòè÷åñêîé òåîðèè â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìå àñèìï-

òîòè÷åñêè äîñòèæèìî ñîñòîÿíèå �Ò�. Íàðóøåíèå ýòîãî ñîñòîÿíèÿ âñëåäñòâèå

îõëàæäåíèÿ ïëàçìû è íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ (VIII.96) âêëþ÷àåò ìåõàíèçì ñïîí-

òàííîãî íàðóøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèììåòðèé Âñåëåííîé, â òîì ÷èñëå è áàðèîí-

íîé. Òàêèå ìåõàíèçìû áûëè ðàññìîòðåíû ðÿäîì àâòîðîâ â 79�80 ãîäàõ [92℄,

[93℄ è äð., à áîëåå ñòðîãàÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ áà-

ðèîííîé ñèììåòðèè áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ Àâòîðà [94, 95, 96, 97, 98℄.
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V.1.6 �àâíîâåñíûå ñàìîãðàâèòèðóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå ñèñòåìû

Ïîñêîëüêó âñå ìîìåíòû ðàâíîâåñíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ

ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðîâ ξ2, λ
a
, Φ è òåíçîðîâ ξi, gik, ξiξk, ..., òî âûïîëíÿþòñÿ è

çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòîâ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ [60℄:

L
ξ
nia = 0 ; (V.31)

L
ξ
T
a

ik= 0 (V.32)

è ò.ä.

Âñëåäñòâèå ïåðâîé ãðóïïû óðàâíåíèé (V.25) âäîëü íàïðàâëåíèÿ ξi ñîõðà-

íÿþòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà �èìàíà, �è÷÷è è òåíçîðà Ýéíøòåéíà:

L
ξ
Rijkl = 0 ; L

ξ
Rij = 0 ; L

ξ
Gij = 0 . (V.33)

Ïîýòîìó âñëåäñòâèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøå-

íèÿ:

L
ξ
Tij = 0 . (V.34)

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ñòðîãóþ êëàññè�èêàöèþ âñåõ ðàâíîâåñíûõ ñàìîãðà-

âèòèðóþùèõ êîí�èãóðàöèé  ýëåêòðîìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèåì [99℄:

Òåîðåìà 4 Ïóñòü ξi(x) � âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð Êèëëèíãà â ðàâíîâåñíîé

�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (V.15) è ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ðàâíîâåñíîé êîí�èãó-

ðàöèè äîïóñêàåò ãðóïïó äâèæåíèÿ ïîðÿäêà r, Gr
, òàê ÷òî:

L
λ
gik = 0; λ = 1, r, (V.35)

ãäå L
λ
≡L
ξλ
. �àçëîæèì âåêòîð Êèëëèíãà ïî âåêòîðàì ãðóïïû Gr

:

ξi =

r∑

λ=1

αλ ξ
λ

i ; (αλ = Const) . (V.36)

Òîãäà äëÿ ãëîáàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùåé ñòàòèñòè÷åñêîé ñè-

ñòåìû ÷àñòèö ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèåì íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîð Êèëëèíãà äâèæåíèÿ ñèñòåìû ξi è òåíçîð ýëåê-

òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Fik ñîõðàíÿëèñü ïðè äâèæåíèÿõ âäîëü ãðóïïû Gr
:

L
λ
ξi = 0⇒ ∇k

∑

λ,λ′ 6=
ξ
[λ

k ξ
λ′]

i; (V.37)

L
λ
Fik = 0; λ, λ′ = 1, r. (V.38)

108



V.2. �ëîáàëüíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå

Íà ÿçûêå ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû Ëè Xλ =ξ
λ

i ∂i óñëîâèå (V.37) îçíà÷àåò, ÷òî

ãðóïïà äâèæåíèé ðàâíîâåñíîé ñàìîãðàâèòèðóþùåé êîí�èãóðàöèè çàðÿæåí-

íûõ ÷àñòèö äîëæíà èìåòü âðåìåíèïîäîáíûé öåíòð [100℄.

V.2 �ëîáàëüíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì

Îáùåðåëÿòèâèñòñêàÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñêàëÿð-

íûì âçàèìîäåéñòâèåì âïåðâûå áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà Àâòîðîì â öèòèðîâàí-

íûõ âûøå ðàáîòàõ [6, 58, 59, 60℄, à â áîëåå ñîâðåìåííîé �îðìå, ó÷èòûâàþ-

ùåé è �àíòîìíûå ñêàëÿðíûå ïîëÿ, ýòà òåîðèÿ áûëà ïåðå�îðìóëèðîâàíà â

ðàáîòàõ [61℄ � [66℄. Â ÷àñòíîñòè, â ýòèõ ðàáîòàõ ïîêàçàíî, ÷òî èíâàðèàíòíóþ

�óíêöèþ �àìèëüòîíà ÷àñòèöû â ñêàëÿðíîì ïîëå Φ ñ òî÷íîñòüþ äî àâòîìîð-

�èçìîâ íåîáõîäèìî âûáðàòü â �îðìå:

H(x, P ) =
1

2

[
(m∗)−1(Φ)(P, P )−m∗(Φ)

]
= 0, (V.39)

ãäå

m∗(Φ) = |m + qΦ| ≡ |φ|, (V.40)

m � ãîëàÿ ìàññà ÷àñòèöû, q � åå ñêàëÿðíûé çàðÿä. Ôóíêöèþ m∗(Φ) ìîæíî
íàçâàòü ý��åêòèâíîé ìàññîé ÷àñòèöû. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-

øåíèå íîðìèðîâêè äëÿ îáîáùåííîãî èìïóëüñà:

(P, P ) = m∗ 2. (V.41)

Ïðè ýòîì êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (VII.5) ñîõðàíÿþò ñâîþ �îðìó. Òàêæå ñî-

õðàíÿþò ñâîþ �îðìó è ñîîòíîøåíèå äëÿ ýíòðîïèè (V.12), åå ïðîèçâîäíîé

(V.13) è òåì ñàìûì ñîõðàíÿåòñÿ �îðìóëà äëÿ ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîé �óíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ (V.15). Ïîäñòàíîâêà ýòîé �óíêöèè â êèíåòè÷åñêèå óðàâ-

íåíèÿ (VII.5) ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà �óíêöèè �àìèëüòîíà (V.39) ïðèâîäÿò ê

ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

−γa,i
P i

m∗a
+

1

m∗a
ξi,kP

iP k − sgn(φa)qaξ
iΦ,i = 0,
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íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî âñëåäñòâèå ïðî-

èçâîëüíîñòè îáîáùåííîãî èìïóëüñà åñòü:

∂iγa = 0⇒ γa = Const; (V.42)

L
ξ
gik = σgik;⇒ (V.43)

σ =L
ξ
lnm∗a. (V.44)

Ïîäñòàíîâêà (V.44) â (V.43) ïðèâîäèò ê óñëîâèþ:

L
ξ

1

m∗a
gik = 0. (V.45)

Â ñëó÷àå, åñëè ãîëûå ìàññû ÷àñòèö m ≡ ma â �îðìóëå (V.40) îòëè÷íû îò

íóëÿ, òî âñëåäñòâèå ðàçëè÷èÿ ãîëûõ ìàññ è çàðÿäîâ ÷àñòèö îñòàåòñÿ åäèí-

ñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ðàçðåøåíèÿ ñîîòíîøåíèé (V.43) � (V.44):

L
ξ
gik = 0; (V.46)

L
ξ
Φ = 0. (V.47)

Ýòîò âûâîä è áûë ñäåëàí â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ Àâòîðà iteMono55 è äð.

Òàêèì îáðàçîì, è â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ âçàèìîäåéñòâèé äëÿ ïîääåðæàíèÿ ãëî-

áàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â ýòîì ñëó÷àå áûëà íåîáõîäèìà

ñòàöèîíàðíîñòü ãðàâèòàöèîííîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé. Îäíàêî, âûâîä ýòîò íå

ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî ñòðîãèì. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå, åñëè ãîëûå ìàññû

âñåõ ÷àñòèö ðàâíû íóëþ, òî ñóùåñòâóåò åùå îäíà âîçìîæíîñòü ãëîáàëüíîãî

òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå m∗a = |qaΦ|:

L
ξ

1

Φ
gik = 0. (V.48)

Ïî-âèäèìîìó, Àâòîðà îñòàíîâèëî â 1982-1983 ãîäàõ îò ðàññìîòðåíèÿ ýòîãî

ñëó÷àÿ ÷ðåçìåðíàÿ ýêçîòè÷íîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ãîëûå ìàññû âñåõ

ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ìîãóò áûòü ðàâíûìè íóëþ. Îäíàêî, â 2014 ãîäó ïîñëå

îòêðûòèÿ áîçîíà Õèããñà òàêîå ïðåäïîëîæåíèå óæå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì.

Òàêèì îáðàçîì. ñ�îðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå î ãëîáàëüíîì òåðìîäèíàìè÷å-

ñêîì ðàâíîâåñèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì.
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Òåîðåìà 5 Åñëè ý��åêòèâíûå ìàññû âñåõ ÷àñòèö ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòå-

ìû îáÿçàíû èñêëþ÷èòåëüíî ñêàëÿðíîìó âçàèìîäåéñòâèþ, òî äëÿ ãëîáàëü-

íîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ òàêîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî, ÷òîáû

êîí�îðìíàÿ ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà - âðåìåíè

ḡik ≡
1

|Φ|gik (V.49)

ÿâëÿëàñü ñòàöèîíàðíîé, à õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ñòàòèñòè÷åñêîé ñè-

ñòåìû áûëè ïîñòîÿííû.

Ýòî ñâîéñòâî ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì ñìî-

æåò äàòü äàëåêî èäóùèå ñëåäñòâèÿ äëÿ êîñìîëîãèè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàñ-

ñìîòðåòü, íàïðèìåð, êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé:

ds2 = a2(η)(dη2 − dl2), (V.50)

ãäå dl2 � ìåòðèêà 3-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, òî óñëî-

âèå (V.49) ïðèâåäåò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ:

|Φ| ∼ a2(t). (V.51)

Â òàêîé ñèñòåìå âñåãäà áóäåò ïîääåðæèâàòüñÿ ñòðîãîå ãëîáàëüíîå òåðìîäè-

íàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå. Çàìåòèì, ÷òî íàëè÷èå âåêòîðíûõ âçàèìîäåéñòâèé íå

ìîæåò èçìåíèòü ýòîò âûâîä, ÷òî ìîæíî óñìîòðåòü èç öèòèðîâàííûõ âûøå

ðàáîò Àâòîðà. Íàëè÷èå òàêîãî ýòàïà â ýâîëþöèè Âñåëåííîé ìîæåò ïðèâåñòè

ê âîññòàíîâëåíèþ áàðèîííîé è äðóãèõ ñèììåòðèé íà ýòîì ýòàïå.
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�ëàâà VI

Êîí�îðìíî - èíâàðèàíòíàÿ ìîäåëü

íåìèíèìàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,

îñíîâàííàÿ íà ìèêðîñêîïè÷åñêîé

äèíàìèêå ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö

VI.1 Ââåäåíèå

Â íà÷àëå 1980-õ ãîäîâ â ðàáîòàõ Àâòîðà áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâû ðåëÿ-

òèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì âçàè-

ìîäåéñòâèåì [6, 58, 59, 60, 76℄. Â òå ãîäû ðåëÿòèâèñòñêàÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

÷àñòèö ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì êàçàëàñü óìîçðè-

òåëüíîé òåîðåòè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé, íåîáõîäèìîé ëèøü äëÿ äîñòèæåíèÿ

ïîëíîòû êèíåòè÷åñêîé òåîðèè. Îäíàêî, â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå â ñâÿçè îò-

êðûòèåì �àêòîðà òåìíîé ýíåðãèè â êîñìîëîãèè è Õèããñîâûõ áîçîíîâ ðàçâè-

òèå ýòîé òåîðèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì è íåîáõîäèìûì äëÿ ðàçâèòèÿ

ñàìîé òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ðåëÿòèâèñòñêàÿ êèíåòè÷å-

ñêàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì, ñâÿçûâàþùèì ìèêðîñêîïè÷åñêèé è ìàêðîñêî-

ïè÷åñêèé óðîâíè îïèñàíèÿ ìàòåðèè, à ñ äðóãîé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî æåñòêîé

òåîðåòè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé, ñóùåñòâåííî

îãðàíè÷èâàþùåé âîçìîæíîñòü ñïåêóëÿòèâíûõ ïîñòðîåíèé. Â ðÿäå ïîñëåä-

íèõ ðàáîò Àâòîðà áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà ñòðîãàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ êèíåòè-

÷åñêàÿ òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, îñíî-

âàííàÿ íà êàíîíè÷åñêîé ìèêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìèêå è ïîñëåäóþùèìè àê-

êóðàòíûìè ïðîöåäóðàìè ìàêðîñêîïè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ, ðàñøèðÿþùàÿ ýòó

òåîðèþ íà ñëó÷àé �àíòîìíûõ ïîëåé è îòðèöàòåëüíûõ ý��åêòèâíûõ ìàññ ÷à-
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VI.2. Ñòðîãèå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè

ñòèö [61, 62, 63, 64, 66, 65, 101, 91, 69, 102℄

1

. Â òîì ÷èñëå áûëè ïîñòðîåíû êîñ-

ìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà òàêèõ ñèñòåìàõ [103, 104, 105, 106, 107℄.

Â ýòèõ ïîñëåäíèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ìîäåëè ñ êîí�îðìíî íåèíâàðè-

àíòíûì ñêàëÿðíûì ïîëåì. Îòìåòèì, ÷òî â ïåðâîé ðàáîòå ïî êèíåòè÷åñêîé

òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì [6℄ áûë ïîñòàâ-

ëåí âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîé êîí�îðìíîé èíâàðèàíòíîñòè êèíåòè÷åñêîé

òåîðèè â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå, íî íå áûë ïîëó÷åí îäíîçíà÷íûé

îòâåò íà ýòîò âîïðîñ. Âàæíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû äëÿ ñîâðåìåííîé

êîñìîëîãèè è ñòåïåíü ñîâðåìåííîãî ðàçâèòèÿ êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ìåæ÷àñòè÷íûì ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì ÿâëÿþòñÿ

ìîòèâàöèåé ïðîâåäåíèÿ ïðåäñòàâëåííîãî çäåñü èññëåäîâàíèÿ. Ïîä êîí�îðì-

íî èíâàðèàíòíûìè ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñêàëÿðíûå

ïîëÿ, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò �êîí�îðìíûé ÷ëåí� −R/6. �åçóëüòàòû
ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [108℄, [111℄.

VI.2 Ñòðîãèå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ðåëÿòè-

âèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû â ñæàòîé �îðìå âûïèøåì ñòðîãèå ñîîòíîøåíèÿ ðåëÿòè-

âèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, íå çàâèñÿùèå îò òðàíñ�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâ

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ïîëó÷åííûå â öèòèðîâàííûõ âûøå ñòàòüÿõ.

VI.2.1 Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ñêàëÿðíîì

ïîëå

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â �àçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå Γ èìåþò âèä (ñì., íàïðèìåð, [58℄):

dxi

ds
=
∂H

∂pi
;

dpi
ds

= −∂H
∂xi

, (VI.1)

ãäå Ha(x, p) - ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíàÿ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà ÷àñòèöû

ñîðòà a ñî ñêàëÿðíûì çàðÿäîì q
(r)
a â ñêàëÿðíîì ïîëå Φr(x):

H(x, p) =
1

2

[
m−1∗ (x)(p, p)−m∗

]
= 0, (VI.2)

1
ñì. òàêæå ìîíîãðà�èè [1, 2℄.
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m∗ =
∑

r

q(r)a Φr (VI.3)

� ý��åêòèâíàÿ ìàññà ÷àñòèöû, ui = dxi/ds � âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Ïîë-
íóþ ïðîèçâîäíóþ îò �óíêöèè äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ Ψ(xi, pk) ñ ó÷åòîì

(VI.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

dΨ

ds
= [H,Ψ], (VI.4)

ãäå ââåäåíû èíâàðèàíòíûå ñêîáêè Ïóàññîíà:

[H,Ψ] =
∂H

∂pi

∂Ψ

∂xi
− ∂H

∂xi
∂Ψ

∂pi
; (VI.5)

≡ 1

m∗
pi∇̃iΨ+ ∂im∗

∂Ψ

∂pi
, (VI.6)

ãäå ∇̃i � îïåðàòîð êîâàðèàíòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî Êàðòàíó
2

(ñì., íà-

ïðèìåð, [41℄)

3

:

∇̃i = ∇i + Γkijpk
∂

∂pj
, (VI.7)

ãäå ∇i � îïåðàòîð êîâàðèàíòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî �è÷÷è, à Γ
k
ij � ñèì-

âîëû Êðèñòî��åëÿ 2-ãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè gij áàçû X. Îïåðàòîð

∇̃ îïðåäåëåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî

∇̃ipk ≡ 0 (VI.8)

VI.2.2 �åëÿòèâèñòñêèå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Ïóñòü â ïëàçìå ïðîòåêàþò ðåàêöèè:

m∑

A=1

nAaA⇄
m′∑

B=1

n′Ba
′
B, (VI.9)

2
Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ðàññëîåíèè Γ [70℄.

3
Âïåðâûå â ðåëÿòèâèñòñêóþ ñòàòèñòèêó êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ïî Êàðòàíó áûëè ââåäåíû A.A.

Vlasov [38℄.
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ãäå aA � ñèìâîëû ÷àñòèö, à nA � èõ ÷èñëà â êàæäîì êàíàëå ðåàêöèé. Âñëåä-

ñòâèå ïðèíöèïà ëîêàëüíîãî ñîîòâåòñòâèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ î 4-õ ìåðíîé òî-

÷å÷íîñòè ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö â êàæäîì àêòå ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ñîõðàíÿåòñÿ îáîáùåííûé èìïóëüñ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷à-

ñòèö:

∑

I

pi =
∑

F

p′i, (VI.10)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì íà÷àëüíûì (I), pi, è êîíå÷íûì (F ), p′i,
ñîñòîÿíèÿì. Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííûå èìïóëüñû íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî

ñîñòîÿíèé ðàâíû:

pI =

m∑

A=1

nA∑

α

pαA, pF =

m′∑

B=1

n′

B∑

α′

p′α
′

B . (VI.11)

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö îïðåäåëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè êèíåòè÷åñêè-

ìè óðàâíåíèÿìè [59℄:

m∗[Ha, fa] = Ia(x, p), (VI.12)

ãäå Ia(x, pa) � èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé:

Ia(x, pa) = −
∑

nA

∫ ′

a

δ4(pF − pI)WIF (ZIF − ZFI)
′∏

I,F

dP ; (VI.13)

ãäå

WFI = (2π)4|MIF |2 · 2−(
∑
nA+

∑
n′

b)

� ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ êàíàëà ðåàêöèé (VI.9), |MIF | � èíâàðèàíòíûå àìïëèòó-
äû ðàññåÿíèÿ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ I â êîíå÷íîå F ;

ZIF =
∏

I

f(pαA)
∏

F

[1± f(pα′

B )];

ZFI =
∏

I

[1± f(pαA)]
∏

F

f(pα
′

B ),

íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå çíàê �+� ñîîòâåòñòâóåò áîçîíàì, �-� � �åðìèîíàì (ïî-

äðîáíîñòè ñì. â [59, 60℄).
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VI.2.3 Óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí

Óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè èíòåãðî -

äè��åðåíöèàëüíûìè ñëåäñòâèÿìè ðåëÿòèâèñòñêèõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

â ïðåäïîëîæåíèè ñîõðàíåíèÿ 4-âåêòîðà îáîáùåííîãî èìïóëüñà (VI.11) âî âñåõ

êàíàëàõ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö:

∇i

∑

a

∫

P0

Ψafap
idPa −

∑

a

∫

P0

fam∗[Ha,Ψa]dPa = −
∑

by chanels

×

∫ ( m∑

A=1

nAΨA −
m′∑

B=1

n′BΨ
′
B

)
δ4(pF − pI)(ZIFWIF − ZFIWFI)

∏

I,F

dP,

(VI.14)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì êàíàëàì ðåàêöèé (VI.9).

Ïðè Ψa = ga, ãäå ga � íåêîòîðûå �óíäàìåíòàëüíûå çàðÿäû, ñîõðàíÿþùè-

åñÿ â ðåàêöèÿõ (VI.9), ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì (VI.10), (VI.11) è (VI.14) óðàâíåíèÿ

ïåðåíîñà ïëîòíîñòåé ïîòîêîâ ÷èñëà ÷àñòèö ïëàçìû:

∇iJ
i
G = 0, (VI.15)

ãäå:

J iG =
∑

a

2S + 1

(2π)3
ga

∫

P0

fa(x, p)p
idP0. (VI.16)

� âåêòîð ïëîòíîñòè �óíäàìåíòàëüíîãî òîêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàðÿäàì ga.

Ïîëàãàÿ â (VI.14)Ψa = P k
, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ýíåðãèè-èìïóëüñà

ïëàçìû:

∇kT
ik
p −

∑

r

σ(r)∇iΦr = 0, (VI.17)

ãäå ââåäåíû òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà ïëàçìû

T ikp =
∑

a

2S + 1

(2π)3

∫

P0

fa(x, p)p
ipkdP0 (VI.18)

è ñêàëÿðíûå ïëîòíîñòè çàðÿäà ïëàçìû îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φr,

σ(r)
:

σ(r) =
∑

a

σ(r)
a , (VI.19)
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ãäå σ
(r)
a � ñêàëÿðíûå ïëîòíîñòè çàðÿäà a-òîé êîìïîíåíòû ïëàçìû îòíî-

ñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φr:

σ(r)
a =

2S + 1

(2π)3
m∗aq

(r)
a

∫

P0

fa(x, p)dP0, (VI.20)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàðÿäîâîãî ñèíãëåòà (q,Φ) çàêîí ñîõðàíåíèÿ (VI.17) ïðè-

íèìàåò âèä:

∇kT
ik
p − σ∇iΦ = 0, (VI.21)

ãäå (ñì. [59, 65℄):

σ = Φ
2S + 1

(2π)3
q2
∫

P0)

f(x, p)dP0. (VI.22)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî �îðìà ÒÝÈ (VII.12), à òàêæå ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè

çàðÿäà (VI.20), íàéäåííàÿ äëÿ ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ïðè çàäàííîé

�óíêöèè �àìèëüòîíà ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì ñëåäñòâèåì êàíîíè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé è ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîõðàíåíèè ïîëíîãî èìïóëüñà â ëîêàëüíûõ ñòîëê-

íîâåíèÿõ ÷àñòèö.

VI.2.4 Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïëàçìû â ãðàâèòàöèîííîì

ïîëå

Â óñëîâèÿõ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ âñëåäñòâèå òàê íàçûâàåìûõ �óíê-

öèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé Áîëüöìàíà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàþò ëîêàëüíî - ðàâ-

íîâåñíóþ �îðìó:

f 0
a (x, pa) =

1

e−νa+(ξ,pa) ∓ 1
, (VI.23)

ãäå âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò áîçîíàì, íèæíèé � �åðìèîíàì, ïðè÷åì âåê-

òîð ξi(x) äîëæåí áûòü âðåìåíèïîäîáåí:

ξ2 ≡ (ξ, ξ) > 0 , (VI.24)

à ïðèâåäåííûå õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû νa äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñåðèè óñëî-

âèé õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ:

m∑

A=1

nAνA =

m′∑

B=1

n′Bν
′
B (VI.25)

117



�ëàâà VI. Êîí�îðìíî - èíâàðèàíòíàÿ ìîäåëü íåìèíèìàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

ñîîòâåòñòâåííî ðåàêöèÿì (VI.9). Âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð ξi(x) îïðåäåëÿåò
ìàêðîñêîïè÷åñêèå êèíåìàòè÷åñêóþ è äèíàìè÷åñêóþ ñêîðîñòè ñèñòåìû vi(x):

vi =
ξi

ξ
; (v, v) = 1 , (VI.26)

è åå ëîêàëüíóþ òåìïåðàòóðó θ(x):

θ(x) = ξ−1, (VI.27)

ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû, µa(x), â îáû÷íîé
íîðìèðîâêå:

µa(x) = θ(x)νa(x) . (VI.28)

Â ýòèõ òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèå (VI.23) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

f 0
a (x, pa) =

1

e

−µa + (v, pa)

θ ∓ 1

, (VI.29)

à ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàþò âèä [59℄, [76℄:

nia(x) = na(x)v
i ; (VI.30)

T
a

ik (x) = (Ea + Pa)v
ivk − Pagik, (VI.31)

ãäå:

4

na(x) =
ρ

2π2

∞∫

0

p2dp

exp
(−µa+

√
m2

∗
+P 2

θ

)
∓ 1

; (VI.32)

Ea(x) =
ρ

2π2

∞∫

0

√
m2
∗ + p2p2dp

exp
(−µa+

√
m2

∗
+P 2

θ

)
∓ 1

; (VI.33)

Pa(x) =
ρ

6π2

∞∫

0

p4dp√
m2
∗ + p2

× 1

exp
(−µa+

√
m2

∗
+P 2

θ

)
∓ 1

; (VI.34)

4ρ = 2S + 1
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Tp = Ea(x)− 3Pa(x) =
ρm2
∗

2π2

∞∫

0

p2dp√
m2
∗ + p2

× 1

exp
(−µa+

√
m2

∗
+P 2

θ

)
∓ 1

; (VI.35)

σ(r)
a (x) =

ρm∗q
(r)
a

2π2

∞∫

0

p2dp√
m2
∗ + p2

1

exp
(−µa+

√
m2

∗
+P 2

θ

)
∓ 1
≡ q

(a)
r

m∗
Tp. (VI.36)

Ïðè ýòîì âñå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû àääèòèâíû:

E =
∑

a

Ea; P =
∑

a

Pa; σ
(r) =

∑

a

σ(r)
a . (VI.37)

VI.2.5 Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë

Â óëüðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå

p

m∗
→∞;⇒ Epl − 3Ppl → 0; σ → 0 (VI.38)

àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñêàëÿðîâ (VI.32) � (VI.36)

ïðèíèìàþò âèä:

n(x) =
ρ

2π2

∞∫

0

p2dp

e
−µ+p

θ ∓ 1
= θ3φ2(ν); (VI.39)

Epl =
ρ

2π2

∞∫

0

p3dp

e
−µ+p

θ ∓ 1
= θ4φ3(ν); (VI.40)

σ = Φ
q2ρ

2π2

∞∫

0

pdp

e
−µ+p

θ ∓ 1
= q2Φθ2φ1(ν), (VI.41)

ãäå ââåäåíû �óíêöèè ïðèâåäåííîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ν = µ/θ:

φn(ν) =
ρνn+1

2π2

∞∫

0

x2dx

eν(−1+x) ∓ 1
. (VI.42)
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VI.3 Ñàìîñîãëàñîâàííàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñàìîãðà-

âèòèðóþùåé ïëàçìû ñ ìåæ÷àñòè÷íûì ñêàëÿðíûì

âçàèìîäåéñòâèåì

VI.3.1 Ëàãðàíæåâ �îðìàëèçì

Â ýòîé ãëàâå â öåëÿõ ìåòîäè÷åñêîé ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç îäíî-

ãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, Φ. Îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé n ñêàëÿðíûõ ïîëåé

ñ ó÷åòîì âûøåïðèâåäåííûõ �îðìóë è àääèòèâíîñòè �óíêöèè Ëàãðàíæà íå

òðåáóåò îñîáûõ óñèëèé.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà �óíêöèþ Ëàãðàíæà êëàññè÷åñêîãî ìàññèâíîãî âå-

ùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ. Â ýòîì ñëó÷àå Ëàãðàíæèàí âåùåñòâåííîãî

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ìîæíî âûáðàòü â âèäå:

Ls =
ǫ1
8π

(
gikΦ,iΦ,k − ǫ2m2

sΦ
2
)
, (VI.43)

ãäå ms � ìàññà êâàíòîâ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ǫ2 = 1 äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñêàëÿðíî-

ãî ïîëÿ, ǫ2 = −1 äëÿ �àíòîìíîãî (â ñìûñëå îòðèöàòåëüíîñòè êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè) ñêàëÿðíîãî ïîëÿ; äëÿ ïîëÿ ñ îòòàëêèâàíèåì îäíîèìåííî çàðÿæåí-

íûõ ÷àñòèö ǫ1 = 1, äëÿ ïîëÿ ñ ïðèòÿæåíèåì îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö

ǫ1 = −1.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ çàïè-

øåì èíâàðèàíòíóþ �óíêöèþ äåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû �ñêàëÿðíî çàðÿæåííûå

÷àñòèöû + ñêàëÿðíîå ïîëå� [104℄:

S = Sp + Ss =

∫

Ω

dΩ



∑

a

+∞∫

−∞

m(a)
∗ δ

4(x, xa(sa))dsa + Ls


 , (VI.44)

ãäå xa(sa) ≡ xia(sa) åñòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö, îïðå-
äåëÿåìûå èõ ñîáñòâåííûìè âðåìåíàìè sa, Ω åñòü ÷åòûðåõìåðíûé îáúåì ðè-

ìàíîâà ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñêàëÿð-

íîãî ïîëÿ ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü âàðèàöèþ

S ïðè çàäàííîé òðàåêòîðèè ÷àñòèö, ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì �îðìóëû äëÿ ý��åê-

òèâíîé ìàññû (VI.3) è �óíêöèè Ëàãðàíæà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VIII.1), à òàêæå

ïðîèçâîëüíîñòü âàðèàöèé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Â ðåçóëüòàòå ñòàíäàðòíûõ âû-

÷èñëåíèé ïîëó÷èì:

�Φ +m2
sΦ = −4πǫ1σ, (VI.45)
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ãäå

�Φ ≡ gik∇i∇kΦ =
1√−g

∂

∂xi
√
−ggik ∂

∂xk
Φ

� îïåðàòîð ä'Àëàìáåðà, à ñêàëÿðíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà ñèñòåìû ÷àñòèö, äâè-

æóùèõñÿ ïî çàäàííûì òðàåêòîðèÿì, σ, îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé

σ =
∑

a

qa

+∞∫

−∞

δ4(x, xa(sa))dsa. (VI.46)

Ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ δ - �óíê-

öèè Äèðàêà (ìåòîäèêó àíàëîãè÷íûõ âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíûõ

�óíêöèé èñòî÷íèêîâ ñì., íàïðèìåð, [41℄) ïðèâîäèò åãî ê �îðìå (VI.36).

�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèþ Ëàãðàíæà êëàññè÷åñêîãî ìàññèâíîãî âåùå-

ñòâåííîãî êîí�îðìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ5

(ñì., íàïðèìåð, [63℄; äëÿ ìàññèâ-

íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ êîí�îðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê àñèìïòî-

òè÷åñêîå ñâîéñòâî ïðè (ms → 0)):

Ls =
ǫ1
8π

(
gikΦ,iΦ,k +

R

6
Φ2 − ǫ2m2

sΦ
2

)
. (VI.47)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîé (ñì., íàïðèìåð, [113℄) íàëè-

÷èåì ìíîæèòåëÿ 1/8π, à òàêæå ââåäåííûìè åäèíè÷íûìè èíäèêàòîðàìè ǫα.
Èñïîëüçóÿ ýòó �óíêöèþ â èíòåãðàëå äåéñòâèÿ (VI.44) àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì

óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

�Φ− R

6
Φ + ǫ2m

2
sΦ = −4πǫ1σ. (VI.48)

VI.3.2 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè Ëàãðàíæà

(VIII.1) åñòü:

T iks =
ǫ1
8π

(
2Φ,iΦ,k − gikΦ,jΦ,j + ǫ2g

ikm2
sΦ

2
)
. (VI.49)

Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ

÷àñòèö èìåþò âèä:

Rik − 1

2
Rgik = 8π(T ikp + T iks ), (VI.50)

5
êîí�îðìíóþ èíâàðèàíòíîñòü ìû ïîíèìàåì çäåñü êàê ñèìïòîòè÷åñêîå ñâîéñòâî, äîñòèãàåìîå â óëü-

òðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå ms → 0
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êóäà íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ ýíåðãèè èì-

ïóëüñà ïëàçìû (VI.31), (VI.33), (VI.34) è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VII.16). Âû÷èñëÿÿ

êîâàðèàíòíûå äèâåðãåíöèè îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (VI.50),

ïîëó÷èì èç (VI.17) è (VII.16) çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíûõ ýíåðãèè - èì-

ïóëüñà:

∇k(T
ik
p + T iks ) =

1

4π
∇iΦ

[
ǫ1(�Φ + ǫ2m

2
sΦ) + 4πσ

]
= 0, (VI.51)

îòêóäà, ïîëàãàÿ Φ 6≡ Const, ñíîâà ïîëó÷èì óðàâíåíèå ìàññèâíîãî íåêîí-

�îðìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ èñòî÷íèêîì (VI.74) [59℄.

Ñëåä òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VII.16) ðàâåí:

Ts =
ǫ1
4π

(−Φ,jΦ,j + 2ǫ2m
2
sΦ

2). (VI.52)

Êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî �óíê-

öèè Ëàãðàíæà (VII.18) ðàâíû [113℄:

T iks =
ǫ1
4π

[
Φ,iΦ,k − 1

2
gikΦ,jΦ

,j +
1

2
ǫ2m

2
sg
ikΦ2+

1
6

(
Rik − 1

2
Rgik

)
Φ2 − 1

6

(
∇i∇k − gik�

)
Φ2

]
.

(VI.53)

Åñëè ïðîâåñòè äè��åðåíöèðîâàíèå Φ2
â ýòîì âûðàæåíèè, òî ìû ïîëó÷èì

äðóãóþ �îðìó çàïèñè òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ñì., íà-

ïðèìåð, [1℄)

T iks =
ǫ1
8π

[
4

3
Φ,iΦ,k − 1

3
gikΦ,jΦ

,j + ǫ2m
2
sg
ikΦ2+

1
3

(
Rik − 1

2
Rgik

)
Φ2 − 2

3
ΦΦ,ik + 2

3
gikΦ�Φ

]
.

(VI.54)

Êîâàðèàíòíàÿ äèâåðãåíöèÿ îò òåíçîðà (VI.54) ñ ó÷åòîì êîììóòàöèîííûõ ñî-

îòíîøåíèé äëÿ âòîðûõ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ âåêòîðà (ñì., íàïðèìåð,

[72℄):

ui,kl − ui,lk = Rm
.iklum ⇒ gkl∇k

(
∇lΦ,i) = ∇i�Φ + Rk

i∇kΦ

ðàâíà:

∇kT
ik
s =

ǫ1
4π
∇iΦ

(
�Φ− R

6
Φ + ǫ2m

2
sΦ

)
, (VI.55)
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Âû÷èñëÿÿ êîâàðèàíòíûå äèâåðãåíöèè îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà

(VI.50), ïîëó÷èì èç (VI.17) è (VI.55) çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíûõ ýíåðãèè

- èìïóëüñà:

∇k(T
ik
p + T iks ) =

1

4π
∇iΦ

[
ǫ1

(
�Φ− R

6
Φ + ǫ2m

2
sΦ

)
+ 4πσ

]
= 0, (VI.56)

îòêóäà, ïîëàãàÿ Φ 6≡ Const, ïîëó÷èì óðàâíåíèå (VII.20) ìàññèâíîãî ñêàëÿð-

íîãî ïîëÿ ñ èñòî÷íèêîì.

Âû÷èñëÿÿ ñëåä òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VI.54), íàé-

äåì:

Ts ≡ gikT
ik
s =

ǫ1
4π

Φ

(
�Φ− R

6
Φ + 2ǫ2m

2
sΦ

)
, (VI.57)

îòêóäà ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ïîëÿ (VII.20) ïîëó÷èì áîëåå ïðîñòîå âûðàæåíèå:

Ts =
ǫ1ǫ2
4π

m2
sΦ

2 − σΦ. (VI.58)

VI.3.3 Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé êèíåòè÷åñêîé

ìîäåëè ñàìîãðàâèòèðóþùåé ñèñòåìû ñêàëÿðíî âçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷å-

ñêîãî ðàâíîâåñèÿ

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ñàìîãðà-

âèòèðóþùåé ñèñòåìû ñêàëÿðíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè ëî-

êàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ âêëþ÷àåò óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

(VI.50), óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷àñòèö (VI.17), çàêîí ñîõðà-

íåíèÿ ñêàëÿðíîãî çàðÿäà (VI.15) (åñëè ýòîò çàðÿä ñîõðàíÿåòñÿ), óðàâíåíèÿ

õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (VI.25), óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (èëè ïîëåé)

(VI.74) èëè (VII.20) ñîâìåñòíî ñ îïðåäåëåíèÿìè âåêòîðà òîêà (VI.30), òåí-

çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (VI.31), ìàêðîñêîïè÷åñêèõ

ñêàëÿðîâ (VI.32) � (VI.36), à òàêæå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ (VII.16) èëè (VI.54).

Çäåñü óìåñòíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ñóììàð-

íîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñèñòåìû �÷àñòèöû + ñêàëÿðíûå ïîëÿ� (VI.51)

èëè (VI.55) òîæäåñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ ïðè ïîñòîÿííûõ ñêàëÿðíûõ ïîëÿõ

∇iΦ = 0⇔ Φ = Φ0 = Const (VI.59)
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Îäíàêî, íàëîæåíèå óñëîâèÿ (VI.59) íà ñêàëÿðíûå ïîëÿ ïðîòèâîðå÷èò ïðèí-

öèïó íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ äëÿ òàêèõ ïîëåé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

�óíäàìåíòàëüíûõ ïðèíöèïîâ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè. Ñêàçàííîå ñïðàâåäëè-

âî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé. Îäíàêî, åñëè òàêèå �ñêàëÿðíûå ïîëÿ�

ãåíåðèðóþòñÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé èëè òåîðèÿìè ãðàâèòàöèè òèïà

f(R), òàêîå óñëîâèå âïîëíå ïðàâîìåðíî, íî òàêèå ïîëÿ íå ÿâëÿþòñÿ �èçè÷å-
ñêèìè, à èìåþò ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèÿ. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðè-

âàåì èìåííî �èçè÷åñêèå ñêàëÿðíûå ïîëÿ ñ èñòî÷íèêàìè.

VI.3.4 �åíåðàöèÿ ìàññû êîí�îðìíî - èíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ èñòî÷íèêîì

�àññìîòðèì óðàâíåíèå êîí�îðìíî - èíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VII.20)

â ñëó÷àå ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ñêàëÿðíî çà-

ðÿæåííûõ ÷àñòèö. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñêàëÿðíîãî çàðÿäà

(VI.41) ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê âèäó:

�Φ− R

6
Φ + (ǫ2m

2
s + ǫ1m

2
ef)Φ = 0, (VI.60)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå:

m2
ef = 4πq2θ2φ1(ν). (VI.61)

Òåîðåìà 6 1. Ïëîòíîñòü ñêàëÿðíîãî çàðÿäà, σ, äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñò-

ñêîé ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû ÷àñòèö èãðàåò ðîëü ý��åêòèâíîé ìàñ-

ñû ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàò.

2. Ïðè ýòîì èíäèêàòîð ǫ1 èãðàåò òàêóþ æå ðîëü, êàê è èíäèêàòîð ǫ2
äëÿ ñòàíäàðòíîãî ìàññèâíîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ: çíà÷åíèþ

ǫ1 = +1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé îòòàëêèâàíèÿ îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ

÷àñòèö, çíà÷åíèþ ǫ1 = −1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé ïðèòÿæåíèÿ îäíîèìåí-

íî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.

3. Ïðè ǫ1ǫ2 = −1 ñóùåñòâóåò ãèïîòåòè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü ïîëíîãî îáíó-

ëåíèÿ ñóììàðíîãî ìàññèâíîãî ÷ëåíà m2
s−m2

ef = 0 è ñòðîãîå âîññòàíîâëåíèÿ
êîí�îðìíîé èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.
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VI.4 Ñàìîñîãëàñîâàííàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ

ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé ïëàçìû ñ ìåæ÷àñòè÷íûì ñêà-

ëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì

VI.4.1 Ìîäåëü ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ëîêàëüíî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (LTE)

t≫ τef , (VI.62)

ãäå t åñòü õàðàêòåðíûé âðåìåííîé ìàñøòàá ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû, τef �

ý��åêòèâíîå âðåìÿ ìåæ÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé) èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé

â ïðàâîé ÷àñòè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñòàíîâèòñÿ áîëüøîé âåëè÷èíîé, ïî-

ýòîìó äëÿ ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé ïëàçìû âìåñòî ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà

æèäêîñòè (VI.31), à òàêæå ñîîòíîøåíèÿìè (VI.32) � (VI.34), îïðåäåëÿþùèìè

ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû, è óðàâíåíèÿìè õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (VI.25).

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ëîêàëüíî - ðàâíîâåñíûå �óíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ (VI.23) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ àâòî-

ìàòè÷åñêè îáðàùàþò â íóëü èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé (VI.13). Îäíàêî, ñîãëàñ-

íî ëîãèêå ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1℄) ðàâåíñòâî

íóëþ ïðàâîé ÷àñòè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïîíè-

ìàòü ëèøü êàê ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå, ñïðàâåäëèâîå

ëèøü äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé �óíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ. Îòìåòèì ñëåäóþùåå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî, �îð-

ìàëüíî â ñëó÷àå LTE ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå êèíå-

òè÷åñêîé òåîðèè, íå îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè. Îäíàêî, êàê

èçâåñòíî, óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé óðàâ-

íåíèé. Äëÿ ýàìûêàíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ê íèì íåîáõîäèìî äîáàâëÿòü

ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè ìåæäó ìàêðîñêîïè÷åñêèìè ñêàëÿðàìè. Ïðè êèíåòè÷å-

ñêîì ïîäõîäå ýòîãî íå òðåáóþòñÿ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèîíàëüíûå

ñîîòíîøåíèÿ �àêòè÷åñêè ñîäåðæàòñÿ â èíòåãðàëüíûõ îïðåäåëåíèÿõ ìàêðî-

ñêîïè÷åñêèõ ñêàëÿðîâ, ÷òî íå îñòàâëÿåò ìåñòà äëÿ ñïåêóëÿöèé.

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî âîïðîñ îá óñòàíîâëåíèè LTE ïî îòíîøåíèþ ê êîí-

êðåòíûì âçàèìîäåéñòâèÿì â ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî

òîíêèì, òðåáóþùèì ñïåöèàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Óñëîâèå (VI.62), êàê îêàçû-

âàåòñÿ, îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö
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îò ïåðâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà s = (pa + pb)
2
ïàðíûõ âçàèìîäåé-

ñòâèé ÷àñòèö. Åñëè àïïðîêñèìèðîâàòü çíà÷åíèå ïîëíîãî ñå÷åíèÿ âçàèìîäåé-

ñòâèé ÷àñòèö â îáëàñòè âûñîêèõ ýíåðãèé ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ σtot ∽ sα,
òî äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö â ðàííåé Âñåëåííîé â ñëó÷àå ñóììàð-

íîãî áàðîòðîïíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ P = κE óñëîâèå (VI.62) ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ [8℄:

6

Òåîðåìà 7 1. Ïðè κ 6= −1 è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

α > −3
4
(1− κ) (VI.63)

LTE ïîääåðæèâàåòñÿ íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ðàñøèðåíèÿ, à íà ïîçäíèõ íàðó-

øàåòñÿ, à ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ îáðàòíîãî ê (VI.63) LTE íàðóøàåòñÿ

íà ðàííèõ ñòàäèÿõ è âîññòàíàâëèâàåòñÿ íà ïîçäíèõ.

2. Â ñëó÷àå èí�ëÿöèè (κ = −1) ïðè:

α > −3
2

(VI.64)

LTE ïîääåðæèâàåòñÿ íà ðàííèõ ñòàäèÿõ è íàðóøàåòñÿ íà ïîçäíèõ.

VI.4.2 Ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ èçîòðîïíîé îä-

íîðîäíîé ïðîñòðàíñòâåííî - ïëîñêîé Âñåëåííîé

�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííî - ïëîñêóþ êîñìîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü Ôðèäìàíà

ds2 = a2(η)ds̄2 ≡ a2(η)(dη2 − dx2 − dy2 − dz2), (VI.65)

êîãäà ìàòåðèÿ ñîñòîèò èç ðàâíîâåñíîé ïëàçìû ñêàëÿðíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ

÷àñòèö è ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, çàâèñÿùåãî ëèøü îò êîñìîëîãè÷åñêîãî

âðåìåíè, Φ(t). Ñîñòîÿíèþ ïîêîÿ ïëàçìû îòíîñèòåëüíî ñèíõðîííîé â ìåòðèêå

(VI.65) ñèñòåìû îòñ÷åòà ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòè:

vi = a−1δi4. (VI.66)

Êîìïîíåíòû òåíçîðà Ýéíøòåéíà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè (VI.65) ðàâíû:

Gi
k = 2

2a′2 − aa′′
a4

vivk +
2aa′′ − a′2

a4
δik. (VI.67)

6
ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîé �îðìóëîé

(VI.32)
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VI.4. Ñàìîñîãëàñîâàííàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé ïëàçìû

Äàëåå, âû÷èñëÿÿ êîìïîíåíòû Φ,i
,k, íàéäåì:

Φ,i
,k =

(
Φ′′ − 2

a′

a
Φ′
)
vivk
a2

+
a′Φ′

a3
δik. (VI.68)

Èç (VI.67) è (VI.58) ñëåäóåò:

−R = 6
a′′

a3
= −8πσΦ + 2ǫ1ǫ2m

2
sΦ

2. (VI.69)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (VI.67)�(VI.69), âû÷èñëèì êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è ïðåäñòàâèì èõ â âèäå êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà èäåàëüíîé æèäêîñòè

T
s

i
k = (Es + Ps)v

ivk − Psδik, (VI.70)

Ïðè ýòîì äëÿ íåêîí�îðìíî èíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íàéäåì èç

(VII.16):

Es =
ǫ1
8π

(
Φ′2

a2
+m2

sΦ
2

)
; Ps =

ǫ1
8π

(
Φ′2

a2
−m2

sΦ
2

)
. (VI.71)

Êðîìå òîãî, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:

Ts = Es − 3Ps =
ǫ1
4π

(−Φ
′2

a2
+ 2m2

sΦ
2), (VI.72)

à òàêæå:

Es + Ps =
ǫ1
4π

Φ′2

a2
. (VI.73)

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VI.74) ïðèíèìàåò âèä:

1

a4
d

dη
a2
d

dη
Φ +m2

sΦ = −4πǫ1σ. (VI.74)

Îïèñàííàÿ âûøå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè â ñëó-

÷àå êîí�îðìíî íåèíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïîäðîáíî èññëåäîâàëàñü â

ðÿäå öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîò, â ÷àñòíîñòè, â ñòàòüå [104℄. Ìîäåëè òàêî-

ãî òèïà îáåñïå÷èâàþò óñêîðåíèå Âñåëåííîé, äàæå äîïóñêàþò âîçìîæíîñòü

àíîìàëüíî áîëüøîãî óñêîðåíèÿ.
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VI.5 Êîí�îðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé êîñìîëî-

ãè÷åñêîé ìîäåëè

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì èññëåäîâàòü êîí�îðìíî èíâàðèàíòíûå ìîäåëè ñêà-

ëÿðíîãî ïîëÿ. Â ñëó÷àå êîí�îðìíî èíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ îòìåòèì

ïîëåçíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ñîîòíîøåíèå:

(
�− R

6

)
φ

a
=
φ′′

a3
, (VI.75)

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî óðàâíåíèå êîí�îðìíî èíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

(VII.20) Φ(η) â ìåòðèêå (VI.65) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

1

a3
d2

dη2
aΦ + ǫ2m

2
sΦ = −4πǫ1σ. (VI.76)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (VI.67)�(VI.69), âû÷èñëèì êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà êîí�îðìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VI.53) è íàéäåì:

Es =
ǫ1
8π

[
1

a4
(aΦ)′2 + ǫ2m

2
sΦ

2

]
; (VI.77)

Ps =
ǫ1
24π

[
1

a4
(aΦ)′2 − ǫ2m2

sΦ
2 + 8πǫ1Φσ

]
. (VI.78)

VI.5.1 Êîí�îðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñêàëÿðîâ

Èññëåäóåì òðàíñ�îðìàöèîííûå ñâîéñòâà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñêàëÿðîâ (VI.32)

� (VI.36) ïî îòíîøåíèþ ê êîí�îðìíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì:

ds2 = a2(η)ds̄2; Φ(η) =
Φ̄(η)

a(η)
. (VI.79)

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè èìïóëüñà è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñêàëÿðîâ ïî çàêîíó:

p =
p̄

a(η)
; θ =

θ̄

a(η)
; µ =

µ̄

a(η)
(VI.80)

ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû (VI.32) � (VI.36) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíàì:

na =
n̄a
a3(η)

; Ea =
Ēa
a4(η)

;

Pa =
P̄a
a4(η)

; σa =
σ̄a
a3(η)

. (VI.81)
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Òîãäà çàêîí ñîõðàíåíèÿ íåêîòîðîãî �óíäàìåíòàëüíîãî çàðÿäà Q ïðèíèìàåò

âèä:

1

a4
d

dη
a3
∑

a

qana = 0⇒
∑

a

qan̄a = Const. (VI.82)

Óðàâíåíèå ïåðåíîñà ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷àñòèö (VI.17) â ìåòðèêå (VI.65)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

E ′pl + 3
a′

a
(Epl + Ppl) = σΦ′. (VI.83)

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ òî÷íîå ñîîòíîøåíèå (VI.36), íàéäåì:

σ =
Epl − 3Ppl

Φ
. (VI.84)

Ïðîèçâîäÿ â óðàâíåíèè (VI.83 êîí�îðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (VI.79) � (VI.80)

ñ ó÷åòîì (VI.81) è (VI.84) ïîëó÷èì:

Ē ′pl − (Ēpl − 3P̄pl)
Φ̄′

Φ̄
= 0. (VI.85)

Â óëüðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå

p

m∗
→∞;⇒ Ēpl − 3P̄pl → 0; σ̄ → 0 (VI.86)

óðàâíåíèå (VI.85) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

Ē ′pl = 0⇒ Ē = Ē0 = Const⇒ Ea =
Const

a4
. (VI.87)

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö íàéäåì

n̄ = θ̄3γ3φ2(γ) = Const, (VI.88)

à òàêæå èç (VI.87):

Ēpl = θ̄4γ4φ3(γ) = Const. (VI.89)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâà �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ (VI.88) è

(VI.89) íà äâå �óíêöèè: γ̄(η) è θ̄(η). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýòèõ óðàâíåíèé

ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû:

γ̄ = Const; θ̄ = Const⇒

θ =
θ̄0
a(η)

; µ =
µ̄0
a(η)

, (VI.90)

÷òî îáåñïå÷èâàåò êîí�îðìíóþ èíâàðèàíòíîñòü ìàòåðèàëüíûõ óðàâíåíèé â

óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå.
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VI.5.2 Êîí�îðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèÿì ïîëÿ. Ïðè íóëåâîì ìàññèâíîì ÷ëåíå â óðàâ-

íåíèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VII.42) ïîëó÷èì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëåâîãî óðàâ-

íåíèÿ:

1

a3
d2

dη2
aΦ = −4πǫ1σ ⇒

d2

dη2
Φ̄ = −4πǫ1σ̄, (VI.91)

ãäå

σ̄ = q2θ̄2γ2φ1(γ)Φ̄ ≡
ω2
0

4π
Φ̄, (VI.92)

ãäå

ω0 = |q|θ̄γ
√
4πφ1(γ) = Const. (VI.93)

Òàêèì îáðàçîì, â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå σ̄ çàâèñèò îò η ëèøü

ïîñðåäñòâîì Φ̄(η) è óðàâíåíèå (VI.91) èìååò ñâîèì ðåøåíèåì â óëüòðàðåëÿ-

òèâèñòñêîì ïðåäåëå:

Φ̄ = C1 cosω0η + C2 sinω0η; ǫ1 = +1; (VI.94)

Φ̄ = C1e
ω0η + C2e

−ω0η; ǫ1 = −1, (VI.95)

Çàìåòèì, ÷òî â óëüðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (VI.86) ω0 → 0, ïîýòîìó
ñîãëàñíî (VI.94) è (VI.95) â ýòîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïîëîæèòü:

ω0η → 0, (VI.96)

ñëåäîâàòåëüíî, â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (VI.86) èìååò ìåñòî àñèìï-

òîòè÷åñêîå ðåøåíèå:

Φ̄ ⋍ Φ̄0 = Const⇒ Φ ⋍
Φ̄0

a(η)
, (VI.97)

ò.å., è äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ òàêæå âîññòàíàâëèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ êîí-

�îðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñîãëàñíî (VI.77) ïëîòíîñòü ýíåð-

ãèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è åãî äàâëåíèå ðàâíû íóëþ Es = 0, à åäèíñòâåííîå

íåòðèâèàëüíîå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà:

3
a′2

a4
= 8πEpl; (VI.98)
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ïðèíèìàåò âèä:

3
a′2

a4
= 8π

Ēpl
a4
⇒; a′ = Const, (VI.99)

ò.å., èìååò ñâîèì ðåøåíèåì óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîå ðåøåíèå a = a1η.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 8 1. Äëÿ áåçìàññîâîãî êîí�îðìíî èíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (VI.86) è (VI.96) èìååòñÿ àñèìïòîòè-

÷åñêè òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà

a(η) = a0η Φ =
Φ0

η
θ =

θ0
η
;

n =
n0
η3

σ =
σ0
η3
Epl =

E0pl
η4
. (VI.100)

2. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (VI.3) è (VI.90) �àêòîð óëüòðàðåëÿòèâèçìà îñòà-

åòñÿ ïîñòîÿííûì:

< p >

m∗
∽ max

( θ
m∗

,
µ

m∗

)
= Const. (VI.101)

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Ïîäâîäÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñêîíñòðóèðîâàííîé íà áàçå îáùåðåëÿòè-

âèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè è òåîðèè ãðàâèòàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ìåæ÷àñòè÷íûì êîí�îðìíî èíâàðèàíòíûì ñêàëÿð-

íûì âçàèìîäåéñòâèåì, îòìåòèì íàèáîëåå âàæíûå ñâîéñòâà ýòîé ìîäåëè.

1. Â ñëó÷àå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé

ñèñòåìû ïëîòíîñòü åå ñêàëÿðíîãî çàðÿäà, σ, èãðàåò ðîëü ìàññîâîãî ÷ëå-

íà â êîí�îðìíî èíâàðèàíòíîì óðàâíåíèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Â ÷àñòíîñòè,

ñîãëàñíî (VI.61) â ñëó÷àå îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé Âñåëåííîé ý��åêòèâ-

íàÿ ìàññà êâàíòîâ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ìàñøòàá-

íîìó �àêòîðó:

mef =
ω0

a(η)
, (VI.102)

ò.å., èçìåíÿåòñÿ ïî òàêîìó æå çàêîíó, êàê è ý��åêòèâíàÿ ìàññà ñêàëÿðíî

çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïðè óñëîâèè (VI.96).
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�ëàâà VI. Êîí�îðìíî - èíâàðèàíòíàÿ ìîäåëü íåìèíèìàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

2. Ïðè ýòîì �àêòîð óëüòðàðåëÿòèâèçìà < p > /m∗ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì

è ñîõðàíÿåò ñâîþ áîëüøóþ âåëè÷èíó.

3. Ïðè ýòèõ æå óñëîâèÿõ è âñÿ Âñåëåííàÿ ýâîëþöèîíèðóåò ïî óëüòðàðåëÿ-

òèâèñòñêîìó çàêîíó.

Êàê èçâåñòíî, â ïîëíîñòüþ êîí�îðìíî èíâàðèàíòíûõ òåîðèÿõ íå ñóùåñòâó-

åò �èêñèðîâàííîãî ìàñøòàáà, âñëåäñòâèå ýòîãî ñâîéñòâà, ïî-âèäèìîìó, êîí-

�îðìíî - èíâàðèàíòíûå òåîðèè áûëè îòáðîøåíû â ñâîå âðåìÿ êîñìîëîãàìè.

Îäíàêî, êàê ýòî âèäíî èç ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ, òàêîé õàðàêòåðíûé ìàñ-

øòàá ïîÿâëÿåòñÿ â òàêèõ òåîðèÿõ áëàãîäàðÿ ñêàëÿðíîìó çàðÿäó. Ýòîò õàðàê-

òåðíûé ìàñøòàá ìàññû ðàâåí ω0 è âîçíèêàåò ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ (VI.96)

îäíîâðåìåííî ñ íàðóøåíèåì êîí�îðìíîé èíâàðèàíòíîñòè òåîðèè.
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�ëàâà VII

Áåññòîëêíîâèòåëüíûå

ñàìîãðàâèòèðóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå

ñèñòåìû ñêàëÿðíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ

÷àñòèö

VII.1 Ââåäåíèå

Êàê øèðîêî èçâåñòíî, êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìàòåðèè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ áî-

ëåå ãëóáîêîãî óðîâíÿ, ÷åì ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ. �èäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü

ïîëó÷àåòñÿ èç êèíåòè÷åñêîé â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö. Îñíîâû îáùåðåëÿòèâèñòñêîé êè-

íåòè÷åñêîé òåîðèè áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû â 60-õ ãîäàõ â ðàáîòàõ Í.À. ×åð-

íèêîâà [78, 79, 75℄, Tauber G. E. è Weinberg J.W. [80℄, À.À. Âëàñîâà [38℄ è

äð. Â äàííîé ñòàòüå íàì, â ïåðâóþ î÷åðåäü, áóäåò âàæíà èìåííî ðàáîòà Âëà-

ñîâà [38℄. Â îòëè÷èå îò �åíîìåíîëîãè÷åñêîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà

äèíàìè÷åñêèé êèíåòè÷åñêèé ïîäõîä äàåò ãîðàçäî áîëüøóþ èí�îðìàöèþ î

âåùåñòâå, íàïðèìåð, îá óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ, äàæå â ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷å-

ñêèõ ñèòóàöèÿõ. Ïîýòîìó â ýêñòðåìàëüíûõ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëÿõ, â êîòîðûõ

ëåãêî ìîæåò íàðóøàòüñÿ ëîêàëüíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå, êèíåòè-

÷åñêèé ïîäõîä äàåò áîëåå äîñòîâåðíóþ èí�îðìàöèþ î âåùåñòâå. Â ïîñëåäíèå

ãîäû â ñâÿçè ñ îáíàðóæåíèåì êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ â òåîðåòè÷åñêóþ

êîñìîëîãèþ âñå ÷àùå ïðèâëåêàþòñÿ ìîäåëè îñíîâàííûå íà ñêàëÿðíûõ ïîëÿõ

(ñì., íàïðèìåð, [81℄). Â ðåëÿòèâèñòñòêóþ êèíåòèêó ñêàëÿðíûå ïîëÿ âïåðâûå

áûëè ââåäåíû â ðàáîòàõ Àâòîðà [6, 59℄. Â ðÿäå ðàáîò Àâòîðà [59℄, [63℄, [65℄ è

äð. ñ�îðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñàìîãðàâèòèðóþùåé ñòàòèñòè-

÷åñêîé ñèñòåìû ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Â ÷àñòíîñòè, â [82℄ ýòà ìîäåëü
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�ëàâà VII. Áåññòîëêíîâèòåëüíûå ñèñòåìû ñêàëÿðíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö

ðàñøèðåíà íà ñåêòîð îòðèöàòåëüíûõ ý��åêòèâíûõ ìàññ ñêàëÿðíî çàðÿæåí-

íûõ ÷àñòèö. Îäíàêî, â ýòèõ ðàáîòàõ, êàê è â äðóãèõ ðàáîòàõ Àâòîðà ñ ó÷å-

íèêàìè, îáû÷íî ðàññìàòðèâàëàñü ëîêàëüíî ðàâíîâåñíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà. Êàê èçâåñòíî, íà èí�ëÿöèîííîé ñòàäèè ëîêàëüíî òåðìîäèíàìè÷åñêîå

ðàâíîâåñèå íàðóøàåòñÿ [20℄, ïîýòîìó ëîãè÷íî ðàññìîòðåòü ðåàëèçóþùóþñÿ

íà òàêîé ñòàäèè áåññòîëêíîâèòåëüíóþ ñèòóàöèþ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèìè îáùåðåëÿòèâèñòñêèìè óðàâíåíèÿìè Âëàñîâà, ñîñòîÿùèìè èç

áåññòîëêíîâèòåëüíûõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

ñ èñòî÷íèêîì è óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà. Ýòîìó âîïðîñó è ïîñâÿùåíà äàííàÿ

ãëàâà. �åçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [83℄, [84℄.

VII.2 Ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áåñ-

ñòîëêíîâèòåëüíîé ïëàçìû ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ

÷àñòèö

VII.2.1 Áåññòîëêíîâèòåëüíûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è óðàâíå-

íèÿ ïåðåíîñà

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ fa(x, P ) ÷àñòèö ñîðòà �a�, îáëàäàþùèõ ñêàëÿðíûì

çàðÿäîì qa, îïðåäåëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè áåññòîëêíîâèòåëüíûìè êèíåòè÷å-

ñêèìè óðàâíåíèÿìè [59℄

1

:

[Ha, fa] = 0, (VII.1)

ãäå [Ha, fa] � ñêîáêà Ïóàññîíà, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ îïåðà-

òîðà êîâàðèàíòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ Êàðòàíà ∇̃ â �îðìå

2

:

[H,Ψ] ≡ ∂H

∂Pi
∇̃iΨ−

∂Ψ

∂Pi
∇̃iH, (VII.2)

�óíêöèÿ �àìèëüòîíà ÷àñòèöû â ñêàëÿðíîì ïîëå è ñîîòíîøåíèå íîðìèðîâêè

äëÿ îáîáùåííîãî èìïóëüñà èìåþò âèä:

H(x, P ) =
1

2

[
m−1∗ (x)(P, P )−m∗

]
= 0, (VII.3)

(P, P ) = m2
∗ ≡ (qqaΦ)

2. (VII.4)

1
ò.å., óðàâíåíèÿìè Âëàñîâà.

2
Ïîäðîáíîñòè ñì. â [82℄
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VII.2. Ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áåññòîëêíîâèòåëüíîé ïëàçìû

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ fa(x, P ) ÷àñòèö ñîðòà �a�, îáëàäàþùèõ ñêàëÿð-

íûì çàðÿäîì qa, îïðåäåëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè áåññòîëêíîâèòåëüíûìè êè-

íåòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè [59℄:

[Ha, fa] = 0, (VII.5)

ãäå �óíêöèÿ �àìèëüòîíà è ñîîòíîøåíèå íîðìèðîâêè äëÿ îáîáùåííîãî èì-

ïóëüñà èìåþò âèä:

H(x, P ) =
1

2

[
m−1∗ (x)(P, P )−m∗

]
= 0, (VII.6)

(P, P ) = m2
∗ ≡ (qqaΦ)

2. (VII.7)

[H,Ψ] ≡ ∂H

∂Pi
∇̃iΨ−

∂Ψ

∂Pi
∇̃iH, (VII.8)

Îòìåòèì ïîëåçíûå â äàëüíåéøåì òîæäåñòâà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ �óíêöèè

�àìèëüòîíà (VII.6):

∇̃iH = −∇im∗, (VII.9)

[H,Ψ] =
1

m∗
P i∇̃iΨ+ ∂im∗

∂Ψ

∂Pi
, (VII.10)

ãäå Ψ(x, P ) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ.

Äàëåå, îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèå

ìîìåíòû:

nia =
2S + 1

(2π)3
ga

∫

P0

fa(x, P )P
idP0. (VII.11)

� âåêòîðû ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö, êîòîðûå òîæäåñòâåííî ñîõðàíÿþòñÿ âñëåä-

ñòâèå êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (VII.5); òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà ïëàçìû

T ikp =
∑

a

2S + 1

(2π)3

∫

P0

fa(x, P )P
iP kdP0 (VII.12)

è ñêàëÿðíóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà ïëàçìû

σ = Φ
∑

a

2S + 1

(2π)3
q2a

∫

P0

fa(x, P )dP0, (VII.13)

êîòîðûå ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè ïåðåíîñà (çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà)

∇kT
ik
p − σ∇iΦ = 0. (VII.14)
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�ëàâà VII. Áåññòîëêíîâèòåëüíûå ñèñòåìû ñêàëÿðíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö

VII.2.2 Óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

�àññìîòðèì ñíà÷àëà �óíêöèþ Ëàãðàíæà êëàññè÷åñêîãî ìàññèâíîãî âåùå-

ñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ. Â ýòîì ñëó÷àå Ëàãðàíæèàí âåùåñòâåííîãî

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ìîæíî âûáðàòü â âèäå:

Ls =
ǫ1
8π

(
gikΦ,iΦ,k − ǫ2m2

sΦ
2
)
, (VII.15)

ãäå ms � ìàññà êâàíòîâ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ǫ2 = 1 äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñêàëÿðíî-
ãî ïîëÿ, äëÿ �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ǫ2 = −1; äëÿ ïîëÿ ñ îòòàëêèâàíèåì
îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ǫ1 = 1, äëÿ ïîëÿ ñ ïðèòÿæåíèåì îäíîèìåí-

íî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ǫ1 = −1. Òîãäà òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ åñòü:

T iks =
ǫ1
8π

(
2Φ,iΦ,k − gikΦ,jΦ,j + ǫ2g

ikm2
sΦ

2
)
. (VII.16)

óðàâíåíèå ìàññèâíîãî íåêîí�îðìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ èñòî÷íèêîì [59℄:

�Φ +m2
sΦ = −4πǫ1σ, (VII.17)

ãäå

�Φ ≡ gik∇i∇kΦ =
1√−g

∂

∂xi
√
−ggik ∂

∂xk
Φ

�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèþ Ëàãðàíæà êëàññè÷åñêîãî ìàññèâíîãî âåùå-

ñòâåííîãî êîí�îðìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ (ñì., íàïðèìåð, [4,5℄; äëÿ ìàññèâ-

íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ êîí�îðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê àñèìïòî-

òè÷åñêîå ñâîéñòâî ïðè (ms → 0)):

Ls =
ǫ1
8π

(
gikΦ,iΦ,k − ǫ2m2

sΦ
2 +

R

6
Φ2

)
. (VII.18)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîé (ñì., íàïðèìåð, [20℄) íàëè-

÷èåì ìíîæèòåëÿ 1/8π, à òàêæå ââåäåííûìè åäèíè÷íûìè èíäèêàòîðàìè ǫα.
Êðîìå òîãî, â íàøåé ðàáîòå òåíçîð �è÷÷è ïîëó÷àåòñÿ ñâåðòêîé ïåðâîãî è òðå-

òüåãî èíäåêñîâ òåíçîðà �èìàíà Rjl = gikRijkl. Êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè Ëàãðàíæà (VII.18) ðàâíû

[20, 1℄:

T iks =
ǫ1
8π

[
4

3
Φ,iΦ,k−1

3
gikΦ,jΦ

,j + ǫ2m
2
sg
ikΦ2 +

1

3

(
Rik − 1

2
Rgik

)
Φ2 − 2

3
ΦΦ,ik +

2

3
gikΦ�Φ

]
. (VII.19)
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VII.3. Óðàâíåíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè

ïîëàãàÿ Φ 6≡ Const, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ èñòî÷-

íèêîì (ñì. [1℄):

�Φ + ǫ2m
2
sΦ−

R

6
Φ = −4πǫ1σ. (VII.20)

VII.2.3 Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

Ïîëíàÿ ñèñòåìà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîñòîèò, âî-ïåðâûõ, èç óðàâ-

íåíèé Ýéíøòåéíà:

Rik − 1

2
Rgik = 8π(T ikp + T iks ), (VII.21)

ãäå T ikp � îïðåäåëåííûé âûøå ÒÝÈ ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû, à T iks � ÒÝÈ

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VII.16) èëè (VII.19), êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (VII.5) è

óðàâíåíèé ïîëÿ (VIII.4) èëè (VII.20). Êîâàðèàíòíàÿ äèâåðãåíöèÿ îò óðàâíå-

íèé Ýéíøòåéíà ïðåâðàùàåò èõ â òîæäåñòâà âñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà

(VII.14) è óðàâíåíèÿ ïîëÿ (VIII.4) èëè (VII.20).

VII.3 Óðàâíåíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè

VII.3.1 Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêîé Âñåëåííîé Ôðèäìàíà:

ds2 = a2(η)(dη2 − dx2 − dy2 − dz2) ≡ a2(η)ds20 (VII.22)

áóäåì ïîëàãàòü ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë �óíêöèåé òîëüêî âðåìåíèΦ(η), à �óíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, çàâèñÿùåé ëèøü îò âðåìåíè è êâàäðàòà ïðîñòðàíñòâåí-

íîãî èìïóëüñà:

fa = fa(η, P ); P 2
0 = P 2

1 + P 2
2 + P 2

3 , (VII.23)

òàê ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö ðàâíà

E =
√
P4P 4 =

P4

a
=

√
q2Φ2(η) +

P 2
0

a2
. (VII.24)

Âû÷èñëÿÿ ñêîáêó Ïóàññîíà (VII.10), ïðèâåäåì êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (VII.5)

ê âèäó:

∂f

∂η
= 0. (VII.25)
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Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíîå, èçîòðîïíîå ðåøåíèå áåññòîëêíîâèòåëüíîãî êè-

íåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ìåòðèêå Ôðèäìàíà íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåííîé

ïåðåìåííîé, êàê ýòî èìåëî ìåñòî áûòü è äëÿ ãàçà íåéòðàëüíûõ ÷àñòèö [85, 86℄:

f(η, P0) = f(P0). (VII.26)

VII.3.2 Ñøèâêà ðåøåíèÿ ñ ðàâíîâåñíûì

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ïëàçìå, â êîòîðîé ðàíåå ïîä-

äåðæèâàëîñü òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå, ïðèìåíèì ñëåäóþùèé ïðèåì

[85, 86℄. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà η0 â ïëàçìå ïîääåðæè-

âàëîñü ëîêàëüíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå, êîòîðîå áûëî ìãíîâåííî

íàðóøåíî â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè η < η0 �óíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ áûëè ëîêàëüíî ðàâíîâåñíûìè, ò.å.:

f0(η, P4) =

[
exp

(
−µ(η)

θ
+

+

√
a2q2Φ2 + P 2

0

aθ(η)

)
±
]−1

, η < η0 (VII.27)

(µ � õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû, θ � òåìïåðàòóðà), à ïðè η >= η0 îíè îïèñûâà-

ëèñü áåññòîëêíîâèòåëüíûìè êèíåòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, â

ìîìåíò âðåìåíè η = η0 äîëæíî èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî:

f(P0) =

[
exp

(
−µ(η0)
θ(η0)

+

√
q2a2(η0)Φ2(η0) + P 2

0 )

θ(η0)a(η0)

)
± 1

]
, η = η0. (VII.28)

Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü âûïîëíèòü ýòî óñëîâèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

P 2
0 â ðàâíîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèè íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà èíòåãðàë:

P2
0 (η, P0) = P 2

0 −
η∫

η0

a2
dΦ2

dη
dη. (VII.29)

Òàêèì îáðàçîì, òî÷íîå ðåøåíèå áåññòîëêíîâèòåëüíûõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé (VII.5), ïðè η = η0 ïåðåõîäÿùåå â ðàâíîâåñíîå, åñòü:

f(η, P0) =

[
exp

(
−µ0
θ0

+

√
m2

0 + p2

θ0

)
± 1

]−1
, (VII.30)
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ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèÿ:

m0 = a0qΦ0; a0 = a(η0); µ0 = µ(η0); (VII.31)

θ0 = θ(η0); Φ0 = Φ(η0); P0 = a0p. (VII.32)

Òàêèì îáðàçîì, m0 � ý��åêòèâíàÿ ìàññà ÷àñòèö íà ìîìåíò íàðóøåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ. Â äàëüíåéøåì ðåøåíèå (VII.30) äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü êâà-

çèðàâíîâåñíûì.

VII.3.3 Ìîìåíòû êâàçèðàâíîâåñíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíòåðåñóþùèå íàñ ìîìåíòû (VII.11) è (VII.12) êâàçèðàâíî-

âåñíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñâîåé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå ñîâïàäà-

þò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîìåíòàìè ëîêàëüíî - ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

ni = uin; ui =
1

a
δi4; (VII.33)

T ikpl = (Epl + Ppl)u
iuk − Pplgik, (VII.34)

ãäå ui � åäèíè÷íûé âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð ñèíõðîííîãî íàáëþäàòåëÿ. Îä-

íàêî, ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû n, P, E , σ îòíîñèòåëüíî êâàçèðàâíîâåñíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ (VII.30) íå ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñêàëÿðàìè îòíî-

ñèòåëüíî ðàâíîâåñíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Âû÷èñëÿÿ, íàéäåì

3

:

n =
ρa30

2π2a3(η)

∞∫

0

exp
(−µa +

√
m2
∗ + P 2

θ

)
∓ 1p2dp, (VII.35)

òàêèì îáðàçîì:

na3 = Const, (VII.36)

÷òî îáåñïå÷èâàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå

äëÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ìàñøòàáíûé �àê-

òîð (a0/a)
3
ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì ðàâíîâåñíûì ñ ïîñòîÿííûìè ìàññîé,

òåìïåðàòóðîé è õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì.

Âûðàæåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ òðåõ ñêàëÿðîâ óæå íå ñîâïàäàþò ñ ðàâíîâåñ-

íûìè:

Epl =
(
a0
a

)4
ρ

2π2

∞∫

0

exp
(−µa +

√
m2
∗ + P 2

θ

)
∓ 1p2

√
m̄2 + p2dp ; (VII.37)

3γ = µ/θ � ïðèâåäåííûé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë
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Ppl =

(
a0
a

)4
ρ

6π2
×

∞∫

0

p4√
m̄2 + p2

exp
(−µa +

√
m2
∗ + P 2

θ

)
∓ 1dp ; (VII.38)

σ = Φ

(
a0
a

)2
ρq2

2π2
×

∞∫

0

p2√
m̄2 + p2

exp
(−µa +

√
m2
∗ + P 2

θ

)
∓ 1dp , (VII.39)

ãäå:

m̄ = m∗
a

a0
≡ aΦ

a0Φ0
m0 = m̄(Φ̄). (VII.40)

Ïîâåäåíèå ýòèõ òðåõ ñêàëÿðîâ ñóùåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì èíâà-

ðèàíòà:

Φ̄ ≡ a(η)Φ(η). (VII.41)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè Φ̄ = Const èíòåãðàëû â âûðàæåíèÿõ äëÿ âñåõ òðåõ ñêàëÿ-

ðîâ ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè.

VII.3.4 Óðàâíåíèÿ ïîëÿ

Â ñëó÷àå êîí�îðìíî íåèíâàðèàíòíîãî ïîëÿ (VIII.1) óðàâíåíèå ïîëÿ (VIII.4)

â ìåòðèêå Ôðèäìàíà ïðèíèìàåò âèä:

1

a4
d

dη
a2
d

dη
Φ + ǫ2m

2
sΦ = −4πǫ1σ. (VII.42)

Â ñëó÷àå êîí�îðìíî èíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VII.18) ýòî óðàâíåíèå

íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà ñëåäóþùåå:

1

a3
d2

dη2
aΦ + ǫ2m

2
sΦ = −4πǫ1σ. (VII.43)

�àññìîòðèì êîí�îðìíî èíâàðèàíòíûé ñëó÷àé áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ. Ïåðåïèøåì ñêàëÿðíóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà (VII.39) â âèäå:

σ =
σ̄(Φ̄)

a3
, (VII.44)
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ãäå

σ̄(Φ̄) = Φ̄
ρq2a20
2π2

∞∫

0

p2√
m̄2 + p2

exp
(−µa +

√
m2
∗ + P 2

θ

)
∓ 1dp , (VII.45)

Òàêèì îáðàçîì, êîí�îðìíî èíâàðèàíòíîå óðàâíåíèå (VII.46) äëÿ áåçìàññî-

âîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðèíèìàåò âèä:

d2

dη2
Φ̄ = −4πǫ1σ̄(Φ̄). (VII.46)

Ò.å., óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî êîí�îðìíî èíâàðèàíòíîãî áåçìàññîâîãî ïîëÿ

ñ èñòî÷íèêîì ñòàíîâèòñÿ àâòîíîìíûì îáûêíîâåííûì èíòåãðî - äè��åðåíöè-

àëüíûì óðàâíåíèåì 2-ãî ïîðÿäêà. Ìîæíî íàéòè ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â

ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ñëó÷àé:

〈p〉 ≫ max(m0, m̄). (VII.47)

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (VII.46) ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèåì 2-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè:

d2

dη2
Φ̄ + ǫ1ω

2
0Φ̄ = 0, (VII.48)

ãäå

ω2
0 =

ρq2a20
2π2

∞∫

0

pdp

exp(−mu0+pθ0
)± 1

. (VII.49)

Â ñëó÷àå îòòàëêèâàíèÿ îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö (e1 = +1) ýòî óðàâ-
íåíèå èìååò ñâîèì îáùèì ðåøåíèåì:

Φ = C1
cos(ω0η)

a(η)
+ C2

sin(ω0η)

a(η)
, (VII.50)

à â ñëó÷àå ïðèòÿæåíèÿ (e1 = −1) �

Φ = C1
cosh(ω0η)

a(η)
+ C2

sinh(ω0η)

a(η)
. (VII.51)

Îòìåòèì, ÷òî òî÷íî òàêîå æå ðåøåíèå áûëî íàéäåíî â [68℄ äëÿ óëüòðàðåëÿ-

òèâèñòñêîé ðàâíîâåñíîé ïëàçìû. Ýòî ñîâïàäåíèå ëåãêî îáúÿñíèòü, òàê êàê
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â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå êâàçèðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå (VII.30)

ñîâïàäàåò ñ ðàâíîâåñíûì.

�àññìîòðèì òåïåðü íåðåëÿòèâèñòñêèé ñëó÷àé

4

:

〈p〉 ≪ m̄. (VII.52)

Òîãäà âìåñòî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (VII.48) ïîëó÷èì íåîäíîðîäíîå óðàâíå-

íèå:

d2

dη2
Φ̄ = −4πǫ1σ0, (VII.53)

ãäå

σ0 =
ρq2a0Φ0

2π2m0

∞∫

0

pdp

exp
(−mu0+

√
m2

0+p
2

θ0

)
± 1

, (VII.54)

�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü:

Φ =
C1

a
+ C2

η

a
− 2πǫ1σ0

η2

a
. (VII.55)

VII.3.5 Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà êîí�îðìíî - èíâàðèàíòíîãî

áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ(η) èìååò âèä òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà

èäåàëüíîé æèäêîñòè (e1 = +1)

T ik(s) = (Es + Ps)v
ivk − Psgik, (VII.56)

ãäå

Es =
1

8πa4
Φ̄′2; (VII.57)

Ps =
1

24πa4
[
Φ̄′2 + 8πǫ1Φ̄σ̄(Φ̄)

]
. (VII.58)

òàê ÷òî:

Ts = Es − 3Ps =
1

a4
Φ̄σ̄(Φ̄). (VII.59)

4
Çàìåòèì, ÷òî òðåáóåòñÿ ìàëîñòü ñðåäíåãî èìïóëüñà òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê m̄, íî íå ê m0.
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Åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà â ìåòðèêå Ôðèäìàíà ïðè-

íèìàåò âèä:

a′2

a4
=

8π

3
(Es + Epl). (VII.60)

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè èç (VII.37) è

(VII.57), ïðèâåäåì åãî ê âèäó:

a′2 =
1

3
Φ̄′2 +

8π

3
Ēpl(Φ̄), (VII.61)

Ēpl(Φ̄) =
a40ρ

2π2

∞∫

0

exp
(−µa +

√
m2
∗ + P 2

θ

)
∓ 1p2

√
m̄2 + p2dp. (VII.62)

Òàêèì îáðàçîì, êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü â ñëó÷àå áåçìàññîâîãî êîí�îðìíî

èíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ áåññòîëêíîâèòåëüíûì èñòî÷íèêîì ñâîäèò-

ñÿ ê äâóì îáûêíîâåííûì èíòåãðî - äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî

ïîðÿäêà (VII.46) è ïåðâîãî ïîðÿäêà (VII.61) îòíîñèòåëüíî �óíêöèé a(η) è
Φ̄(η).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ñëó÷àÿ èìååì Ēpl(Φ̄) = Ē0 =
Const. Âûáèðàÿ ñõîäÿùååñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VII.50)

Φ̄ = φ0 sin(ω0η) (VII.63)

è ïîäñòàâëÿÿ åãî â óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà (VII.61), ïðèâåäåì åãî ê âèäó

a′2 =
8π

3
φ20ω

2
0 cos

2 ω0η +
8π

3
Ē0. (VII.64)

�åøåíèå ýòîãî ïðîñòîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

a =

√
8π

3
|Φ0|

1

k

ω0η∫

0

√
1− k2 sin2 xdx

≡
√

8π

3
|Φ0|

1

k
Ψ(x), x = ω0η (VII.65)

k2 =
α2

α2 + β2
< 1; α2 = φ20ω

2
0; β

2 = Ē0. (VII.66)
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�ëàâà VII. Áåññòîëêíîâèòåëüíûå ñèñòåìû ñêàëÿðíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö

Èíòåãðàë â (VII.65) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà,

E(x, k):

E(x, k) =

x∫

0

√
1− k2 sin2 xdx. (VII.67)

Íà �èñ. 48 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííîãî ìàñøòàáíîãî �àêòîðà

ã =

√
3

8π

k

|Φ0|
xa(x) (VII.68)

îò áåçðàçìåðíîé âðåìåííîé ïåðåìåííîé x = ω0η è áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà

k < 1. Òàêèì îáðàçîì, ìàñøòàáíûé �àêòîð ðàñòåò ñî âðåìåíåì ïðèìåðíî ïî

çàêîíó a ∼ η, ïîäïðàâëåííîìó çàòóõàþùèìè êîëåáàíèÿìè ñ ïåðèîäîì 2π/ω0,

÷òî â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå ω0η → ∞ ñîîòâåòñòâóåò óëüòðàðåëÿòèâèñò-

ñêîìó çàêîíó ðàñøèðåíèÿ.

�èñ. 48. Òîíêàÿ ëèíèÿ: k = 3/4; ñðåäíÿÿ ëèíèÿ: k = 1/2, æèðíàÿ
ëèíèÿ: k = 1/3.

Çàêëþ÷åíèå

Ïîäâîäÿ èòîãè ãëàâû, îòìåòèì íàèáîëåå âàæíûå åå ðåçóëüòàòû:
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VII.3. Óðàâíåíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè

1. Ïîëó÷åíî òî÷íîå èçîòðîïíîå ðåøåíèå áåññòîëêíîâèòåëüíîãî êèíåòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ãàçà ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âî Âñåëåííîé

Ôðèäìàíà, íà ðàííèõ âðåìåíàõ ïåðåõîäÿùåå â ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîå

ðàñïðåäåëåíèå.

2. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå êîí�îðìíî èíâàðèàíòíîãî áåçìàññîâîãî ñêàëÿð-

íîãî ïîëÿ ñàìîñîãëàñîâàííîå óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ èñòî÷íèêîì

ñòàíîâèòñÿ àâòîíîìíûì.

3. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ïëàçìû ñàìîñîãëàñîâàí-

íîå óðàâíåíèå áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ

Êëåéíà-�îðäîíà ñ ìàññèâíûì ÷ëåíîì � ïîëîæèòåëüíûì â ñëó÷àå ïðèòÿ-

æåíèÿ îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ áîçîíîâ è îòðèöàòåëüíûì � â ïðîòèâî-

ïîëîæíîì ñëó÷àå (VII.48) � (VII.49). Ýòîò ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ïîëíîì

ñîãëàñèè ñ àíàëîãè÷íûì ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì äëÿ ëîêàëüíî ðàâíî-

âåñíîé ïëàçìû ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö [68℄.

4. Íàéäåíî ñàìîñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ óëüòðà-

ðåëÿòèâèñòñêîé ïëàçìû. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå îïèñûâàåò çàòóõàþùèå

îñöèëëÿöèè âîêðóã ñòàíäàðòíîãî óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ðåøåíèÿ ñ ÷à-

ñòîòîé, îïðåäåëÿåìîé ïàðàìåòðàìè ïëàçìû, è ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêà-

ëÿðíîìó çàðÿäó ÷àñòèö.
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�ëàâà VIII

Ñòàòèñòè÷åñêèå êîñìîëîãè÷åñêèå

ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ ìåæ÷àñòè÷íûì

�àíòîìíûì ñêàëÿðíûì

âçàèìîäåéñòâèåì

VIII.1 Ââåäåíèå

Ôóíäàìåíòàëüíûå ñêàëÿðíûå ïîëÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïîíèìàíèè äèíà-

ìèêè ðàííåé Âñåëåííîé (ñì., íàïðèìåð, [126℄, [81℄) è ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ

ìîäè�èêàöèé òåîðèè ãðàâèòàöèè, ïðåäëîæåííûõ êàê ñàìèì Ýéíøòåéíîì [49℄

(êîñìîëîãè÷åñêèé Λ - ÷ëåí), òàê âïîñëåäñòâèå R. Utiyama and T. Fukuyama

[127℄, A. Minkevih [128℄, [129℄ (Poinar�e gauge theory of gravity), A. Starobinsky

[55℄ (f(R) - ãðàâèòàöèÿ), ïî-âèäèìîìó, ñïîñîáíû îáúÿñíèòü íåêîòîðûå îñíîâ-

íûå íàáëþäàòåëüíûå �àêòû êîñìîëîãèè. Òåì íå ìåíåå, íåêîòîðûå âàæíûå

�àêòû íàáëþäàòåëüíîé êîñìîëîãèè äî ñèõ ïîð íå íàøëè äîñòàòî÷íî óáå-

äèòåëüíîãî îáúÿñíåíèÿ â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîãî êîñìîëîãè÷åñêîãî ñöåíàðèÿ.

Ê òàêèì î÷åâèäíûì �àêòàì, îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå íåðåëÿòè-

âèñòñêîãî ýòàïà ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé, íåîáõîäèìîãî äëÿ îáðàçîâàíèÿ åå

ñòðóêòóðû. Â ñâÿçè, â ÷àñòíîñòè, è ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ øèðîêèé ñïåêòð �åíîìåíîëîãè÷åñêèõ òåîðèé �óí-

äàìåíòàëüíîãî íåìèíèìàëüíî ñâÿçàííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, â êîòîðûõ ââî-

äÿòñÿ ðàçëè÷íûå ñâÿçè ìåæäó ñêàëÿðíûì è ãðàâèòàöèîííûì ïîëÿìè (ïî-

òåíöèàëüíàÿ, êèíåòè÷åñêàÿ, êîìáèíèðîâàííàÿ). Ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåòè-

êî - ïîëåâûå êîíñòðóêöèè ïðåñëåäóþò îáû÷íî ñëåäóþùóþ öåëü: ïîäîáðàòü

òàêîé �åíîìåíîëîãè÷åñêèé Ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ è åãî ïàðàìåòðû,

êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò êîñìîëîãè÷åñêèé ñöåíàðèé âñåìè íåîáõîäèìûìè ýòà-
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VIII.1. Ââåäåíèå

ïàìè: èí�ëÿöèÿ → óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ýòàï → íåðåëÿòèâèñòñêèé ýòàï

→ âòîðè÷íîå óñêîðåíèå. Ïðè ýòîì, ïðåäøåñòâóþùèé ñòàíäàðòíûé êîñìîëî-

ãè÷åñêèé ñöåíàðèé, îáùåïðèíÿòûé â 60-80-å ãîäû XX-ãî ñòîëåòèÿ (ãîðÿ÷àÿ

ìîäåëü �àìîâà) âñòðàèâàåòñÿ ìåæäó ýòàïàìè ðàííåãî è ïîçäíåãî êîñìîëîãè-

÷åñêîãî óñêîðåíèÿ.

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, ïîñòðîåííûå íà

�óíäàìåíòàëüíîì ñêàëÿðíîì âçàèìîäåéñòâèè. Â îòëè÷èå îò �åíîìåíîëîãè-

÷åñêèõ íåìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé ñêàëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìû ðàññìîòðèì

äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, â

êîòîðûõ íåêîòîðûå ñîðòà ÷àñòèö ìîãóò ïðÿìûì îáðàçîì âçàèìîäåéñòâîâàòü

ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì ÷åðåç íåêîòîðûé �óíäàìåíòàëüíûé ñêàëÿðíûé çàðÿä.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îáëàäàÿ, ñêàëÿðíûì çàðÿäîì è ñàìà ÿâëÿÿñü èñ-

òî÷íèêîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ìîæåò ý��åêòèâíî âëèÿòü íà ñêàëÿðíîå ïîëå,

óïðàâëÿÿ åãî ïîâåäåíèåì. Òàêîå ñêàëÿðíîå âçàèìîäåéñòâèå áûëî ââåäåíî â

îáùåðåëÿòèâèñòñêóþ êèíåòè÷åñêóþ òåîðèþ â 1982 ã îäíèì èç àâòîðîâ ñòàòüè

[114℄, [115℄, [116℄, [117℄ è íåñêîëüêî ïîçæå � �.�. Èâàíîâûì [125℄. Â ÷àñòíîñòè,

â ðàáîòàõ [115℄, [116℄ íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ïîëó÷åíà ñàìîñîãëà-

ñîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ÷àñòèö

ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Â ðàáîòå [76℄ áûëè èññëåäîâàíû ãðóïïîâûå

ñâîéñòâà ðàâíîâåñíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ êîí�èãóðàöèé ñî ñêàëÿðíûì âçàèìî-

äåéñòâèåì. Â ðàáîòàõ [118℄, [103℄ áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû óðàâíåíèÿ êîñìî-

ëîãè÷åñêîé ìîäåëè íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêèõ Ôåðìè - ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì

âçàèìîäåéñòâèåì è îñóùåñòâëåíû ïîïûòêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ

ñèñòåì. Â ðàáîòàõ [61℄, [62℄, [63℄, [64℄,

[66℄

1

ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì âçàè-

ìîäåéñòâèåì áûëà çíà÷èòåëüíî óñîâåðøåíñòâîâàíà è ðàñøèðåíà íà ñëó÷àé

�àíòîìíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé, à â ðàáîòàõ [101℄, [67℄ � íà ñåêòîð îòðèöà-

òåëüíûõ ý��åêòèâíûõ ìàññ ñêàëÿðíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, â ýòèõ æå

ðàáîòàõ áûëè èçó÷åíû òðàíñ�îðìàöèîííûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèÿì ïî îòíîøåíèþ ê

ïðåîáðàçîâàíèÿì çàðÿäà, õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ìî-

äåëè. Â ðàáîòàõ [84℄, [111℄ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîñìîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì

ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì áûëà ðàñøèðåíà íà ñëó÷àé êîí�îðìíî èíâà-

ðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è èçó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå òðàíñ�îðìàöèîííûå

ñâîéñòâà ýòîé ìîäåëè, à òàêæå èññëåäîâàíà áåññòîëêíîâèòåëüíàÿ êèíåòè÷å-

1
ñì. òàêæå ìîíîãðà�èè [1℄, [2℄ è îáçîð [65℄.
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

ñêàÿ ìîäåëü Âëàñîâà. Â ðàáîòå [112℄ èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà

êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìå ïî÷òè âû-

ðîæäåííûõ �åðìèîíîâ ñ ìåæ÷àñòè÷íûì ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âîïðîñàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîé

ýâîëþöèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ìåæ÷àñòè÷íûì �àíòîìíûì ñêàëÿðíûì

âçàèìîäåéñòâèåì, îáëàäàþùèì îòðèöàòåëüíîé ¾êèíåòè÷åñêîé¿ ýíåðãèåé. Ñ

ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïè-

ñûâàþùèõ êîñìîëîãè÷åñêóþ ýâîëþöèþ òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îòíîñèò-

ñÿ ê êëàññó æåñòêèõ ñèñòåì, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîòîðûõ ñîïðÿæåíî ñ

âåñüìà áîëüøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè. Æåñòêèé õàðàêòåð ñèñòå-

ìû îáóñëîâëåí, â ïåðâóþ î÷åðåäü, óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà, â ëåâîé ÷àñòè

êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ êâàäðàò �ïîñòîÿííîé� Õàááëà, à â ïðàâîé ñîäåðæèòñÿ

çíàêîïåðåìåííîå âûðàæåíèå, çíàê êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èãðîé äâóõ �àêòî-

ðîâ � îòðèöàòåëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ïîëîæèòåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì áûëè ïîëó-

÷åíû â ðàáîòàõ [104℄ (êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ âûðîæäåííîãî Ôåðìè-ãàçà),

[107℄ (êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ îäíîêîìïîíåíòíîãî Áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà),

[106℄ (êîìïëåêñíîå èññëåäîâàíèå).

�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëèëè âûÿâèòü ðÿä óíèêàëü-

íûõ ñâîéñòâ êîñìîëîãè÷åñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ìåæ÷àñòè÷íûì �àí-

òîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì, â ÷àñòíîñòè, (ñì., íàïðèìåð, [106℄):

1. âñïëåñêè óñêîðåíèÿ � íàëè÷èå ðåçêèõ �àíòîìíûõ âñïëåñêîâ èíâàðèàíò-

íîãî êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ â äîñòàòî÷íî øèðîêîé îáëàñòè ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëè;

2. ýòàïû ïîñòîÿííîãî óñêîðåíèÿ � âîçíèêíîâåíèå êîñìîëîãè÷åñêèõ ýòàïîâ

ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì;

3. âñïëåñê ðàçîãðåâà ïëàçìû� áûñòðûé ðàçîãðåâ ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

íà îïðåäåëåííûõ ýòàïàõ ýâîëþöèè.

Ýòè, à òàêæå è äðóãèå îñîáåííîñòè �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

ðåçêî îòëè÷àþò åãî îò êëàññè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ñâîäÿùåãî-

ñÿ, �àêòè÷åñêè, ê ìîäåëè çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà â ïîòåíöèàëü-

íîé ÿìå. Óêàçàííûå îñîáåííîñòè êîñìîëîãè÷åñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ

ìåæ÷àñòè÷íûì �àíòîìíûì ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì, âîçìîæíî, ìîãóò

îáúÿñíèòü ðÿä íå ñîâñåì ïîíÿòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàáëþäàòåëüíûõ �àê-
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òîâ, îòíîñÿùèìñÿ, êàê ê ðàííèì, òàê è ïîçäíèì ýïîõàì êîñìîëîãè÷åñêîé ýâî-

ëþöèè, à òàêæå âûÿâèòü ïðèðîäó òåìíîé ýíåðãèè è òåìíîé ìàòåðèè. Äàííàÿ

ñòàòüÿ êàê ðàç è ïîñâÿùåíà âûÿâëåíèþ óñòîé÷èâûõ îñîáåííîñòåé êîñìîëî-

ãè÷åñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ìåæ÷àñòè÷íûì �àíòîìíûì ñêàëÿðíûì

âçàèìîäåéñòâèåì, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êîíñòðóèðîâàíèè ìî-

äåëåé òåìíûõ ñåêòîðîâ ýíåðãèè è ìàòåðèè. Ïîñêîëüêó, êàê áûëî ïîêàçàíî

ðàíåå (ñì. öèòèðîâàííûå âûøå ðàáîòû) êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ ñòàòèñòè-

÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì âåñüìà ñëàáî çàâèñèò îò òèïà

ñòàòèñòèêè, â ýòîé ñòàòüå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìû áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ

âûðîæäåííûå èëè ïî÷òè âûðîæäåííûõ ñèñòåì �åðìèîíîâ â êà÷åñòâå íîñè-

òåëÿ ñêàëÿðíîãî çàðÿäà.

�åçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [104℄, [106℄, [109℄. Êðîìå òîãî,

íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå â ýòîé ãëàâå ïðîâîäè-

ëîñü â ïðèêëàäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå Matematia, â êîòîðîì áûë ñîçäàí

êîìïëåêñ ïðîãðàìì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé

[110℄.

VIII.2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì

ñ ìåæ÷àñòè÷íûì �àíòîìíûì ñêàëÿðíûì âçàè-

ìîäåéñòâèåì

Ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ äèíàìèêà ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âî âíåøíåì ñêà-

ëÿðíîì ïîëå íå çàâèñèò îò òèïà ñêàëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (êëàññè÷åñêîå /

�àíòîìíîå). Çàìåòèì, ÷òî ý��åêòèâíàÿ ìàññà ÷àñòèöû (VI.3) ìîæåò áûòü è

îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé, îäíàêî ýòî íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íè íà óðàâíåíè-

ÿõ äâèæåíèÿ, íè íà îïðåäåëåíèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïîòîêîâ äèíàìè÷åñêèõ

âåëè÷èí [67℄, ïîñêîëüêó â ýòè âåëè÷èíû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì óðàâíåíèÿ

âõîäèò ëèøü àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ý��åêòèâíîé ìàññû ÷àñòèöû. Ïîýòîìó

ìû áóäåì âñþäó ññûëàòüñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ �ëàâû IV.

VIII.2.1 Ôàíòîìíûå ñêàëÿðíûå ïîëÿ ñ ïðèòÿæåíèåì

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ìàññèâíîãî �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ïðèòÿæåíèåì

îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö èìååò âèä
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[66℄

2

:

Ls = −
1

8π

(
gikΦ,iΦ,k +m2

sΦ
2
)
, (VIII.1)

à ñîîòâåòñòâóþùèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ðàâåí:

T iks =
1

8π

(
−2Φ,iΦ,k + gikΦ,jΦ

,j + gikm2
sΦ

2
)
. (VIII.2)

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñêàëÿðíûé ñèíãëåò. Â ýòîì ñëó÷àå

çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñèñòåìû �ñêàëÿðíî

çàðÿæåííûå ÷àñòèöû +ñêàëÿðíîå ïîëå� T ik = T ikp + T iks èìååò âèä:

∇kT
ik = − 1

4π

(
�Φ−m2

sΦ− 4πσ
)
∇iΦ = 0, (VIII.3)

îòêóäà ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ èñòî÷íèêîì (VIII.4.

�Φ−m2
sΦ = 4πσ. (VIII.4)

�åøåíèå óðàâíåíèÿ ïîëÿ äëÿ òî÷å÷íîãî ñêàëÿðíîãî èñòî÷íèêà, ïîêîÿùåãîñÿ

â íà÷àëå êîîðäèíàò åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà

f(x, p) = δ(3)(r)δ(3)(p),

èìååò âèä [63℄:

Φ = q
sinmsr

r
, (VIII.5)

è, �àêòè÷åñêè, ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ ìàëûõ ñ�å-

ðè÷åñêèõ ãðàâèòàöèîííûõ âîçìóùåíèé íà �îíå ìåòðèêè Ôðèäìàíà

[42℄. Èç (VIII.5) ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ìàññà ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû ïðè m0 =

0 îïðåäåëÿåòñÿ åå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé â ñîáñòâåííîì ñêàëÿðíîì ïîëå

3

:

m0
∗ = lim

r→0
qΦ(r) = qms. (VIII.6)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ïîëåâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ �àíòîìíîãî ïîëÿ â ñëó÷àå

îäèíî÷íîãî îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ ïîëåâîãî óðàâíåíèÿ

äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ çàìåíîé sinmsr → e−msr
.

2
Â [63℄ ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêèå ñêàëÿðíûå ïîëÿ ñ ïðèòÿæåíèåì îäíîèìåííî ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ

÷àñòèö íåñîâìåñòèìû ñ óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà, êàê è �àíòîìíûå ñêàëÿðíûå ïîëÿ ñ îòòàëêèâàíèåì

îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.

3
Çàìåòèì, ÷òî ñêàëÿðíûé çàðÿä ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíîé ([q] = 0).
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Äàëåå, ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ çàðÿäà-

ìè q1 è q2, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè r, ñîãëàñíî (IV.27) è (IV.28) ðàâíà:

F12 = −q1q2
r

r3
(msr cosmsr − sinmsr). (VIII.7)

Íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ

F12 = −q1q2
r

3
m3
s, (rms ≪ 1) (VIII.8)

ýòà ñèëà ÿâëÿåòñÿ ñèëîé ïðèòÿæåíèÿ äëÿ îäíîèìåííî ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ

÷àñòèö è äåéñòâóåò ïîäîáíî óïðóãîé ñèëå ñ ìîäóëåì óïðóãîñòè k = q1q2m
3
s/3.

Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ïàðû îäíîèìåííî

ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö áóäóò ïîäîáíî îñöèëëÿòîðó ñîâåðøàòü ãàðìî-

íè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé

√
k/m∗ = ms

√
q/3. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ

F12 = −q1q2
r

r2
cosmsr, (rms ≫ 1) (VIII.9)

ñèëà çíàêîïåðåìåííà è ïàäàåò ïðîïîðöèîíàëüíî 1/r. Äëÿ ðàçíîèìåííî ñêà-
ëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñèëà F12 íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ñîîòâåòñòâóåò îò-

òàëêèâàíèþ. Âàêóóìíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (VIII.4) ñîîòâåòñòâóþò çàïàç-

äûâàþùèì è îïåðåæàþùèì âîëíàì ïðè âîëíîâûõ ÷èñëàõ k, áîëüøèõ êîìï-

òîíîâñêèõ,

Φ =
∑

±
C± + e±i

√
k2−m2

st+ikr; k2 > m2
s, (VIII.10)

ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ ñ �àçîâîé ñêîðîñòüþ, ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà. Äëÿ

âîëíîâûõ ÷èñåë k, ìåíüøèõ êîìïòîíîâñêèõ, âàêóóìíûå ðåøåíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþò ðàñòóùèì è çàòóõàþùèì ñòîÿ÷èì âîëíàì

4

:

Φ =
∑

±
C±e

±
√
m2

s−k2t+ikr; k2 < m2
s. (VIII.11)

VIII.2.2 Ëîêàëüíî ðàâíîâåñíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñèñòåìû ñêàëÿð-

íî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö

Â ñëó÷àå ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (ËÒ�), êîòîðûé òîëü-

êî è áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â äàííîé ãëàâå

5

, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö

4
Ýòè îñîáåííîñòè ðåøåíèé åùå ðàç ïîä÷åðêèâàþò óíèêàëüíûé, �ýêçîòè÷åñêèé� õàðàêòåð �àíòîìíîãî

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

5
Áåññòîëêíîâèòåëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [84℄, [111℄
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èìååò ëîêàëüíî - ðàâíîâåñíûé âèä:

f 0
(a)(x, pa) =

{
exp

[−µa + (v, Pa)

θ

]
∓ 1

}−1
, (VIII.12)

ãäå çíàêè − è + ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòèöàì ñ öåëûì è ïîëóöåëûì ñïèíîì, vi �
âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòè ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòå-

ìû, òàê ÷òî:

(v, v) = 1, (VIII.13)

θ � ëîêàëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû. Äàëåå, µa � õèìè÷åñêèé

ïîòåíöèàë a -ãî ñîðòà ÷àñòèö, ïðè ýòîì õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ:

m∑

A=1

νAµA =

m′∑

B=1

ν ′Bµ
′
B. (VIII.14)

VIII.2.3 Ìîìåíòû ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ (VIII.12) ðàâíû [67℄:

ni(a)(x) = n(a)(x)v
i ; (VIII.15)

T ikp (x) = (Ep + Pp)vivk − Ppgik , (VIII.16)

ãäå n(a) åñòü ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö ñîðòà �a�, Ep =
∑ E(a) è Pp =

∑P(a)

åñòü ñóììàðíûå ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû:

n(a) =
2S + 1

2π2
m3
∗

∫ ∞

0

sh2xchxdx

e−γa+λ∗chx ± 1
; (VIII.17)

Ep =
∑

a

2S + 1

2π2
m4
∗

∫ ∞

0

sh2xch2xdx

e−γa+λ∗chx ± 1
; (VIII.18)

Pp =
∑

a

2S + 1

6π2
m4
∗

∫ ∞

0

sh4xdx

e−γa+λ∗chx ± 1
; (VIII.19)

Tp =
∑

a

2S + 1

2π2
m2
∗

∫ ∞

0

sh2xdx

e−γa+λ∗chx ± 1
; (VIII.20)

σ =
∑

a

2S + 1

2π2
q(m+ q(a)Φ)

3

∫ ∞

0

sh2xdx

e−γa+λ∗chz ± 1
, (VIII.21)
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VIII.3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

ãäå ââåäåíû äâå áåçðàçìåðíûå ñêàëÿðíûå �óíêöèè:

λ∗ =
m∗
θ
; γ(a) =

µ(a)

θ
, (VIII.22)

à ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû Ep, Pp, Tp è σ ïîëó÷àþòñÿ ñóììèðîâàíèåì ñî-

îòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí ïî êîìïîíåíòàì ñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë áåçìàññîâûõ ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ íó-

ëåâûìè �óíäàìåíòàëüíûìè çàðÿäàìè, â ñîñòîÿíèè ËÒ� ðàâåí íóëþ. Ýòîò

âûâîä ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷èñëà νaA òàêèõ ÷àñòèö, ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèÿõ

(V.9), ìîãóò áûòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûìè. Òîãäà èç �àêòà ñóùåñòâîâà-

íèÿ ðåàêöèè àííèãèëÿöèè ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö ñëåäóåò èçâåñòíîå ñîîòíîøå-

íèå [77℄:

µ(a) = −µ(a) . (VIII.23)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêèé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñâÿçàí ñ èìïóëü-

ñîì Ôåðìè pf ñòàíäàðòíûì ðåëÿòèâèñòñêèì ñîîòíîøåíèåì:

µ =
√
m2
∗ + p2f . (VIII.24)

VIII.3 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé

ñàìîãðàâèòèðóþùåé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ñêà-

ëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö

VIII.3.1 Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

Ïîëíàÿ ñèñòåìà ñàìîñîãëàñîâàííûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâà-

þùèõ ñàìîãðàâèòèðóþùóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ

÷àñòèö, ñîñòîèò:

• Âî-ïåðâûõ, èç óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà:

Rik − 1

2
Rgik = 8π(T ikp + T iks ), (VIII.25)

ãäå T ikp � îïðåäåëåííûé âûøå òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà ñòàòèñòè÷åñêîé

ñèñòåìû (VIII.16), (VIII.18), (VIII.19), à T iks òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VIII.2).
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• Âî-âòîðûõ, èç óðàâíåíèé ïåðåíîñà òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà ÷àñòèö

(VI.17).

• Â-òðåòüèõ, èç óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ èñòî÷íèêîì (VIII.4).

• Â-÷åòâåðòûõ, èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ÷àñòèö (VI.15).

∇i

∑

(a)

e(a)n
i
(a) = 0, (VIII.26)

Âûÿñíèì, ê ÷åìó ïðèâîäÿò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (VI.15) è (VIII.26) â óñëîâè-

ÿõ LTE (ñì. [106℄). Ñ ïîìîùüþ (VIII.15) ïðèâåäåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà

÷àñòèö VIII.26) ê âèäó:

∇k(∆nv
k) = 0, ∆n ≡

∑

(a)

e(a)n(a). (VIII.27)

Èç ñîîòíîøåíèÿ íîðìèðîâêè âåêòîðà ñêîðîñòè (VIII.13) âûòåêàåò èçâåñòíîå

òîæäåñòâî:

vk,ivk ≡ 0. (VIII.28)

Äàëåå, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (VIII.16) çàêîíû ñîõðàíåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè -

èìïóëüñà ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (VI.15) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

(Ep + Pp)vi,kvk = (gik− vivk)(Pp,k + σΦ ,k); (VIII.29)

∇k(Ep + Pp)vk = (Pp,k + σΦ ,k)v
k, (VIII.30)

Òàêèì îáðàçîì, �îðìàëüíî íà 3 ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðíûå �óíêöèè

Ep,Pp, ne è 3 íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè vi ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äàþò 5 íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé (VIII.27) � (VIII.30),

òàê êàê îäíî èç óðàâíåíèé (VIII.29) ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìûì îò îñòàëüíûõ âñëåä-

ñòâèå òîæäåñòâà (VIII.28). Îäíàêî, íå âñå óêàçàííûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêà-

ëÿðû �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó âñå îíè îïðåäåëÿþòñÿ ëîêàëüíî

ðàâíîâåñíûìè �óíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ (VIII.12).Ïðè ðàçðåøåííîé ñåðèè

óñëîâèé õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, êîãäà íåçàâèñèìûì îñòàåòñÿ ëèøü îäèí õè-

ìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ðàçðåøåííîì óðàâíåíèè ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè è çàäàí-

íûõ ñêàëÿðíîì ïîòåíöèàëå è ìàñøòàáíîì �àêòîðå ÷åòûðå ìàêðîñêîïè÷åñêèå

ñêàëÿðà, Ep,Pp, ne, σ, îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ñêàëÿðàìè

� íåêîòîðûì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì µ è ëîêàëüíîé òåìïåðàòóðîé θ. Òà-

êèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé (VIII.27) � (VIII.30) îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ

îïðåäåëåííîé.
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VIII.3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

VIII.3.2 Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü

�àññìîòðèì ñ�îðìóëèðîâàííóþ âûøå ñàìîñîãëàñîâàííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ

ìîäåëü ïðèìåíèòåëüíî ê êîñìîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî -

ïëîñêîé ìîäåëè Ôðèäìàíà:

ds2 = dt2 − a2(t)(dx2 + dy2 + dz2),

Â ýòîì ñëó÷àå âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå �óíêöèè çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî vi = δi4 îáðàùàåò óðàâíåíèÿ (VIII.29) â òîæäåñòâà,

ñèñòåìà óðàâíåíèé (VIII.27) � (VIII.30)ñâîäÿòñÿ ê äâóì äè��åðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî äâóõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé µ è θ.à :

Ėp + 3
ȧ

a
(Ep + Pp) = σΦ̇; (VIII.31)

∆̇n+ 3
ȧ

a
∆n = 0⇒ ∆na3 = Const. (VIII.32)

Ïðè Φ = Φ(t) òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ òàêæå ïðèíèìàåò
âèä òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà èçîòðîïíîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè:

T iks = (Es + Ps)vivk −Psgik, (VIII.33)

ãäå

Es =
1

8π
(−Φ̇2 +m2

sΦ
2); (VIII.34)

Ps = −
1

8π
(Φ̇2 +m2

sΦ
2), (VIII.35)

òàê ÷òî:

Es + Ps = −
Φ̇2

4π
. (VIII.36)

Óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ìåòðèêå Ôðèäìàíà ïðèíèìàåò âèä:

Φ̈ + 3
ȧ

a
Φ̇−m2

sΦ = 4πσ. (VIII.37)

Ê ýòèì óðàâíåíèÿì íåîáõîäèìî äîáàâèòü íåòðèâèàëüíîå óðàâíåíèå Ýéíøòåé-

íà:

3
ȧ2

a2
= 8πE , (VIII.38)
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

ãäå E � ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè �åðìèîíîâ è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ýòà

ñèñòåìà óðàâíåíèé (VIII.31), (VIII.32), (IX.31) è (IX.33) îòíîñèòåëüíî ïåðå-

ìåííûõ θ(t), µ(t), Φ(t), a(t) îïèñûâàåò çàìêíóòóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü

êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ìåæ÷àñòè÷íûì �àí-

òîìíûì ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì

6

. Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ îäíî, (VIII.32),

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, äâà, (VIII.31) è (IX.33), ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííû-

ìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà è îäíî óðàâíåíèå,

(IX.31), ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïî-

ðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðèâåäåíèè ýòîé ñèñòåìû ê íîðìàëüíîìó âèäó

ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ÷åòûðåõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ àëãåáðàè÷åñêîé ñâÿçüþ îòíîñèòåëüíî ïÿòè �óíêöèé:

µ(t); θ(t); Φ(t); Z(t) = Φ̇; a(t). (VIII.39)

VIII.3.3 Óïðîùåíèå óðàâíåíèé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè

Çàìåòèì ñëåäóþùèå âàæíûå îáñòîÿòåëüñòâà:

1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (VIII.31), (IX.31) è (IX.33) ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé

(VIII.17) � (VIII.21), à òàêæå (IX.28) è (IX.29) ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé ñè-

ñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî �óíê-

öèé (VIII.39), òàê êàê âðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâíî íå âõîäèò â ýòè óðàâ-

íåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòó ïåðåìåííóþ ìîæíî èñêëþ÷èòü, ïåðåõîäÿ ê

íîâîé ñèñòåìå ïåðåìåííûõ:

µ(a); θ(a); Φ(a); Φ′a; ȧ(a), (VIII.40)

ïîëàãàÿ

dφ(t)

dt
=
dφ

da
ȧ; ä =

dȧ

da
ȧ ≡ 1

2

dȧ2

da
;

d2φ

dt2
=

d2

da2
+

1

2

dφ

da

dȧ2

da
. (VIII.41)

2. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà ñòàòèñòè÷åñêîé

ñèñòåìû (VIII.31) ïðèíèìàåò âèä:

dEp
da

+
3

a
(Ep + Pp) = σΦ′a. (VIII.42)

6
ñì. [66℄
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VIII.4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåëÿòèâèñòñêîé ïî÷òè âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñèñòåìû

3. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (IX.31) ïðèíèìàåò âèä:

Φ′′aaȧ
2 +

1

2
Φ′a
dȧ2

da
+ 3

ȧ2

a
Φ′a −m2

sΦ = 4πσ. (VIII.43)

4. Íàêîíåö, óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà (IX.33) ñòàíîâèòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâ-

íåíèåì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ (VIII.40):

(
3

a2
+Φ′a

2

)
ȧ2 = m2

sΦ
2 + 8πEp. (VIII.44)

Â ïðèíöèïå, ýòî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ëåãêî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ȧ è ðå-
çóëüòàò ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå ïîëÿ (VIII.43). Â ðåçóëüòàòå ó íàñ îñòàíåò-

ñÿ ñèñòåìà òðåõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

ïåðåìåííûõ Φ(a), Φ′a(a) è îäíîé èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé. Íàéäÿ ðå-
øåíèå ýòèõ óðàâíåíèé, ìû äîëæíû ðàçðåøèòü óðàâíåíèå

da

dt
= ȧ⇒ a = a(t). (VIII.45)

VIII.4 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåëÿòèâèñòñêîé ïî÷òè

âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñèñòåìû

VIII.4.1 Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû äëÿ ïî÷òè âûðîæäåííîé îä-

íîêîìïîíåíòíîé Ôåðìè-ñèñòåìû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áîëåå ïîäðîáíî èññëåäóåì àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïî÷òè

âûðîæäåííîé ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé Ôåðìè - ñèñòåìû ñ ìåæ÷àñòè÷íûì ñêà-

ëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Çàìåòèì, ÷òî ýòè ñâîéñòâà, îòíîñÿùèåñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííî ê ÷àñòèöàì, íå çàâèñÿò îò õàðàêòåðà ñêàëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ: îíè

ñîâïàäàþò äëÿ ñèñòåì ñ êëàññè÷åñêèì è �àíòîìíûì ñêàëÿðíûì âçàèìîäåé-

ñòâèåì. Ïîñêîëüêó â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñ

óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì ñòàðòîì, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü â ñîñòîÿíèè òåðìîäè-

íàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû îäíîâðåìåííî. �àññìîòðèì

âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà àíòè÷àñòèö äëÿ ïðîñòîòû â ñèììåòðè÷íîé ìî-

äåëè, â êîòîðîé m+
∗ = m−∗ = |qΦ| (ñì., íàïðèìåð, [106℄). Ñîãëàñíî (VIII.23)â

óñëîâèÿõ ËÒ� äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå àíòèñèììåòðèè õèìè÷åñêèõ ïî-

òåíöèàëîâ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñêà-
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

ëÿðîâ (VIII.17) � (VIII.19) èìååì:

n± =
2S + 1

2π2

∞∫

0

1

e∓γ+
√

m2
∗
+p2

θ + 1
p2dp; (VIII.46)

E± =
2S + 1

2π2

∞∫

0

p2
√
m2
∗ + p2dp

e∓γ+
√

m2
∗
+p2

θ + 1
; (VIII.47)

P± =
2S + 1

6π2

∞∫

0

1

e∓γ+
√

m2
∗
+p2

θ + 1

p4dp√
m2
∗ + p2

. (VIII.48)

Ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåííûì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñêàëÿðíîãî çàðÿäà �åðìèî-

íîâ (VIII.32), çàïèøåì:

∆n =
2S + 1

2π2

∞∫

0

(
p2

e−γ+
ε(p)
θ + 1

− p2

eγ+
ε(p)
θ + 1

)
dp, (VIII.49)

ãäå ∆n � êîíñòàíòà â ïðàâîé ÷àñòè (VIII.32), ïðîïîðöèîíàëüíàÿ èçáûòêó

�åðìèîíîâ íàä àíòè�åðìèîíàìè; ε(p) =
√
m2
∗ + p2 � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

÷àñòèö. Áóäåì äàëåå ïîëàãàòü âûïîëíåííûì óñëîâèå ñèëüíîãî âûðîæäåíèÿ:

γ ≫ 1⇒ e−γ ≪ 1. (VIII.50)

Áóäåì ðàçëàãàòü ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû ïî ýòîé ìàëîé ýêñïîíåíòå. Âñëåä-

ñòâèå (VIII.50) â ïîäèíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ äëÿ àíòè÷àñòèö ÷ëåí ñ ýêñ-

ïîíåíòîé ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, êîòîðóþ ìîæíî îò-

áðîñèòü. Êàê ñëåäóåò èç (VIII.50) â óñëîâèÿõ ñèëüíîãî âûðîæäåíèÿ ÷èñëî

àíòè÷àñòèö ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëî â ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìå äàæå, åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé.

Àíòè÷àñòèöû:

Òàêèì îáðàçîì, ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïëîòíîñòè äëÿ àíòè÷àñòèö â óñëîâèÿõ

ñèëüíîãî âûðîæäåíèÿ ëåãêî íàõîäÿòñÿ [112℄ è ñâîäÿòñÿ ê êëàññè÷åñêèì âû-
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VIII.4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåëÿòèâèñòñêîé ïî÷òè âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñèñòåìû

ðàæåíèÿì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîòíîñòåé ñ ó÷åòîì ìíîæèòåëÿ e−γ:

n− =
2S + 1

2π2
m3
∗e
−γK2(λ)

λ
; (VIII.51)

E− =
(2S + 1)

2π2
m4
∗e
−γ
(
K3(λ)

λ
− K2(λ)

λ2

)
; (VIII.52)

P− =
(2S + 1)

2π2
m4
∗e
−γK2(λ)

λ2
; (VIII.53)

σ− =
2S + 1

2π2
qm3
∗e
−γK1(λ)

λ
, (VIII.54)

ãäå

Kn(z) =

√
πzn

2nΓ
(
n+ 1

2

)
∫ ∞

0

e−z ch t sh2n tdt (VIII.55)

� �óíêöèè Áåññåëÿ ìíèìîãî àðãóìåíòà (ñì., íàïðèìåð, [48℄), Γ(z) � ãàììà-
�óíêöèÿ.

×àñòèöû:

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñêàëÿðîâ äëÿ ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ �åð-

ìèîíîâ èñïîëüçóåì ìåòîä Çîììåð�åëüäà

7

ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòå-

ãðàëà âèäà:

∞∫

0

f(ε)dε

e−γ+ε/θ + 1
≈

µ∫

0

f(ε)dε+

π2

6
θ2f ′ε(µ) +

7π4

360
θ4f ′′′εεε(µ) + . . . . (VIII.56)

äëÿ ìàëûõ θ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷åñòü ðåëÿòèâèñòñêóþ ñâÿçü (VIII.24) â

èíòåãðàëàõ (VIII.56), ÷òî ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â ñëó÷àå ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö n+ �óíêöèÿ f(ε) ïðèíèìàåò âèä:

f(ε) =
2S + 1

2π2
ε
√
ε2 −m2

∗, (VIII.57)

ïîýòîìó èíòåãðàë (VIII.46) ñ òî÷íîñòüþ äî θ2 ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü âû-
ðàæåíèåì:

n+ =
m3
∗ψ

3

3π2
+ θ2

m∗
6

(1 + 2ψ2)

ψ
, (VIII.58)

7
ñì., íàïðèìåð, [77℄
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ãäå ââåäåíà áåçðàçìåðíàÿ �óíêöèÿ

ψ =
pf
m∗

. (VIII.59)

Âû÷èñëèì òåïåðü ïëîòíîñòü ýíåðãèè Ôåðìè ÷àñòèö (VIII.47). Â ýòîì ñëó-

÷àå �óíêöèÿ f(ε) äëÿ èíòåãðàëà (VIII.56) ïðèíèìàåò âèä:

f(ε) =
2S + 1

2π2
ε2
√
ε2 −m2

∗. (VIII.60)

Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòè÷íîãî ïî òåìïåðàòóðå ñëàãàåìîãî ïëîòíîñòü

ýíåðãèè �åðìèîíîâ ðàâíà:

E+ =
m4
∗

8π2

[
ψ
√

1 + ψ2(1 + 2ψ2)− ln(ψ +
√
1 + ψ2)

]

+θ2
m2
∗
6

√
1 + ψ2(1 + 3ψ2)

ψ
. (VIII.61)

Âû÷èñëèì, íàêîíåö, äàâëåíèå Ôåðìè - ÷àñòèö (VIII.48). Â ýòîì ñëó÷àå

�óíêöèÿ f(ε) äëÿ èíòåãðàëà (VIII.56) ðàâíà:

f(ε) =
2S + 1

6π2
(ε2 −m2

∗)
3/2, (VIII.62)

è ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòè÷íîãî ïî òåìïåðàòóðå ñëàãàåìîãî äàâëåíèå �åð-

ìèîíîâ ðàâíî:

P+ =
m4
∗

24π2

[
ψ
√
1 + ψ2(2ψ2 − 3)

+ 3 ln(ψ +
√

1 + ψ2)
]
+ θ2

m2
∗
6
ψ
√

1 + ψ2. (VIII.63)

Ñëàãàåìûå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (VIII.61) è (VIII.63) ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîé îäíîêîìïîíåíòíîé

Ôåðìè - ñèñòåìû. Èç (VIII.58) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå ìàëîñòè òåìïåðàòóðíûõ

ïîïðàâîê ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (VIII.50), ò.å.,

γ →∞⇒ pf
θ
→∞⇒ λψ ≫ 1. (VIII.64)

Ôîòîíû:
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VIII.4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåëÿòèâèñòñêîé ïî÷òè âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñèñòåìû

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè è

àíòè÷àñòèöàìè ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü �îòîíû è äðó-

ãèå áåçìàññîâûå ÷àñòèöû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîäóêòàìè àííèãèëÿöèè �åð-

ìèîíîâ: èìåííî, óñëîâèå (VIII.23) ñïðàâåäëèâî ïðè ó÷åòå ðåàêöèé àííèãèëÿ-

öèè ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö. Ïðè ýòîì â ðåàêöèÿõ àííèãèëÿöèè ðîæäàþòñÿ

�îòîíû, êîòîðûå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü â ìîäåëè äâóõêîìïîíåíòíîé Ôåðìè

ñèñòåìû.

Â óñëîâÿõ ËÒ� ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå �îòîíîâ çàäàþòñÿ âûðàæå-

íèÿìè:

Eγ =
π2

15
θ4, Pγ =

π2

45
θ4. (VIII.65)

VIII.4.2 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà �åðìèîíîâ

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè (VIII.50) çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà �åðìè-

îíîâ (VIII.32) ïðèìåò âèä:

a3∆n = a3(n+ − n−) = a3
[
m3
∗ψ

3

3π2
+

m3
∗

6λ2
(1 + 2ψ2)

ψ
− m3

∗e
−λ
√

1+ψ2

π2
K2(λ)

λ

]
= Const. (VIII.66)

�àçëîæèì ∆n ïî ìàëîñòè òåìïåðàòóðíîé ïîïðàâêè:

∆n = n0 + δn(θ), (VIII.67)

ãäå

n0 =
m3
∗ψ

3

3π2
(VIII.68)

åñòü ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñèñòåìû. Âû-

÷èñëÿÿ ïîïðàâêó δn, íàéäåì:

δn =
m3
∗

6λ2
(1 + 2ψ2)

ψ
− m3

∗e
−λ
√

1+ψ2

π2
K2(λ)

λ
. (VIII.69)

Â íóëåâîì ïî 1/γ ïðèáëèæåíèè âñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö
(VIII.66) è (VIII.68) ïîëó÷èì èíòåãðàë äâèæåíèÿ:

m∗ψa = Const⇒ pfa = Const. (VIII.70)
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VIII.4.3 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà

Íàéäåì ñóììàðíûå ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå Ôåðìè - ñèñòåìû, ñîñòî-

ÿùåé èç ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ �åðìèîíîâ, àíòè�åðìèîíîâ è �îòîíîâ. Èñ-

ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (IX.12), (IX.13), (VIII.61), (VIII.63) è (VIII.65), ïîëó÷èì

âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû:

Ep =
m4
∗

8π2

[
ψ
√

1 + ψ2(1 + 2ψ2)−ln(ψ +
√
1 + ψ2)

]

+θ2
m2
∗
6

√
1 + ψ2(1 + 3ψ2)

ψ

+e−γ
m4
∗

π2

(
K3(λ)

λ
− K2(λ)

λ2

)
+
π2

15
θ4 (VIII.71)

è åå äàâëåíèÿ:

Pp =
m4
∗

24π2
[
ψ
√

1 + ψ2(2ψ2 − 3) +

3 ln(ψ +
√
1 + ψ2)

]
+ θ2

m2
∗
6
ψ
√

1 + ψ2

+e−γ
m4
∗

π2
K2(λ)

λ2
+
π2

45
θ4. (VIII.72)

Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì �óíêöèÿì λ, ψ

θ =
m∗
λ
, γ = λ

√
1 + ψ2, (VIII.73)

ñ ó÷åòîì ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ �óíêöèé Áåññåëÿ

K3(λ) = K1(λ) +
4K2(λ)

λ
(VIII.74)

ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñêàëÿðîâ Ep, Pp:
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VIII.4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåëÿòèâèñòñêîé ïî÷òè âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñèñòåìû

Ep =
m4
∗

8π2
[
ψ
√

1 + ψ2(1 + 2ψ2)− ln(ψ +
√

1 + ψ2)
]

+
m4
∗

6λ2

√
1 + ψ2(1 + 3ψ2)

ψ
+

m4
∗e
−λ
√

1+ψ2

π2
λK1(λ) + 3K2(λ)

λ2
+
π2

15

m4
∗

λ4
; (VIII.75)

Pp =
m4
∗

24π2
[
ψ
√

1 + ψ2(2ψ2 − 3) +

3 ln(ψ +
√
1 + ψ2)

]
+
m4
∗

6λ2
ψ
√

1 + ψ2 +

m4
∗e
−λ
√

1+ψ2

π2
K2(λ)

λ2
+
π2

45

m4
∗

λ4
. (VIII.76)

Àíàëîãè÷íî íàéäåì ñêàëÿðíóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà:

σ =
qm3
∗

2π2
[
ψ
√
1 + ψ2 − ln(ψ +

√
1 + ψ2)

]
+

qm3
∗

6λ2

√
1 + ψ2

ψ
+
qm3
∗e
−λ
√

1+ψ2

π2
K1(λ)

λ
. (VIII.77)

�àçëîæèì ïîëó÷åííûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû ïî ìàëîñòè òåìïåðàòóð-

íûõ ïîïðàâîê:

Ep = E0 + δE(θ); Pp = P0 + δP(θ); σ = σ0 + δσ(θ),

ãäå E0, P0 è σ0 � ïåðâûå ÷ëåíû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé (VIII.75),

(VIII.76) è (VIII.77), ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñè-

ñòåìå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñèñòåìû çàêîí

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè - èìïóëüñà ÷àñòèö (VIII.31) ïðèíèìàåò âèä:

Ė0 + 3
ȧ

a
(E0 + P0)− σ0Φ̇ = 0⇒

m4
∗ψ

3
√

1 + ψ2

π2
d

dt
ln(m∗ψa) = 0 (VIII.78)

è òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ âñëåäñòâèå èíòåãðàëà äâèæåíèÿ (VIII.70). Ïî-

ëó÷åííûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü â òåìïåðàòóðíûõ ïî-

ïðàâêàõ. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èíòåãðàë äâèæåíèÿ (VIII.70) ïîëó÷àåòñÿ
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êàê èíòåãðàë çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîé Ôåðìè -

ñèñòåìû, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà �åðìèîíîâ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ýòîãî çàêî-

íà. Òàêèì îáðàçîì, ñíèìàåòñÿ êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó ÷èñëîì íåçà-

âèñèìûõ óðàâíåíèé è ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ �óíêöèé â óñëîâèÿõ ïîëíîãî âû-

ðîæäåíèÿ

8

.

Òàêèì îáðàçîì, àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (VIII.31), (IX.31) è (IX.33)ñ

ó÷åòîì îïðåäåëåíèé (VIII.75) � (VIII.77), à òàêæå èíòåãðàëà (VIII.70) îïèñû-

âàåò ñàìîñîãëàñîâàííóþ êîñìîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü íà îñíîâå ðåëÿòèâèñòñêîé

ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ïî÷òè âûðîæäåííûõ ñêàëÿðíî çàðÿ-

æåííûõ �åðìèîíîâ, �îòîíîâ è �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

VIII.5 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû â óëüòðàðå-

ëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå

VIII.5.1 Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë è óñëîâèå ñèëüíîãî âû-

ðîæäåíèÿ

Èññëåäóåì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû â óëüòðàðåëÿòèâèñò-

ñêîì ïðåäåëå, êîãäà pF ≫ m, θ ≫ m. Òîãäà:

µ→ pf , γ → pf
θ
. (VIII.79)

Óñëîâèå ñèëüíîãî âûðîæäåíèÿ �åðìèîíîâ γ ≫ 1 ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ

íà �óíêöèè:

γ =
pf
θ
≫ 1 ⇒ pf ≫ θ. (VIII.80)

�àçëîæèì ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (VIII.75) �

(VIII.77) ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó îòêëîíåíèÿ îò âûðîæäåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé

Ôåðìè - ñèñòåìû:

ξ =

(
θ

pf

)2

≡ 1

ψ2λ2
≪ 1. (VIII.81)

8
ïðîïàëà ëîêàëüíàÿ òåìïåðàòóðà θ = 0

164



VIII.5. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå

Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî ξ ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû äëÿ Ôåðìè - ñè-

ñòåìû (VIII.75) � (VIII.77) ïðèíèìàþò âèä:

∆n =
p3f
3π2

+ ξ
p3f
3
,

Ep =
p4f
4π2

+ ξ
p4f
2

+
π2

15
(p2fξ)

2,

Pp =
p4f

12π2
+ ξ

p4f
6

+
π2

45
(p2fξ)

2,

σ = 0. (VIII.82)

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïðèáëèæåíèè σ = 0, à, çíà÷èò, óëüòðàðåëÿòèâèñò-

ñêèå ïî÷òè âûðîæäåííûå �åðìèîíû âçàèìîäåéñòâóþò ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì

ìèíèìàëüíî, ò.å. ñêàëÿðíîå ïîëå ñòàíîâèòñÿ ñâîáîäíûì.

VIII.5.2 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

1. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà �åðìèîíîâ (VIII.32) ñëåäóåò:

a3p3f
(
1 + π2ξ

)
= Const⇒

pf =
p0
a

(
1 + π2ξ

)−1/3
. (VIII.83)

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì äëÿ èìïóëüñà Ôåðìè ñîîòíîøå-

íèå:

pf =
p0
a

(
1− π2

3
ξ

)
(VIII.84)

2. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà ïåðåïèøåòñÿ êàê:

p4f
π2

[
ȧ

a
+
ṗF
pf

+ 2π2ξ

(
ȧ

a
+
ṗF
pf

+
ξ̇

4ξ

)]

+
4π2

15
(p2fξ)

2

[
ȧ

a
+
ṗF
pf

+
ξ̇

2ξ

]
= 0.
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�àñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî ìàëîñòè ïàðàìåòðà ξ, ïîëó÷èì
îêîí÷àòåëüíî:

p4f
π2

[
d

dt
ln (apf) + 2π2ξ

d

dt
ln
(
apfξ

1/4
)]

+
4π2

15
(p2fξ)

2 d

dt
ln
(
apfξ

1/2
)
= 0 (VIII.85)

Â ñëó÷àå ïîëíîãî âûðîæäåíèÿ ξ = 0 âûðàæåíèå (VIII.84) ïðèâîäèò ê ïîëó-

÷åííîìó âûøå èíòåãðàëó (VIII.70). Â ëèíåéíîì ïî ìàëîñòè ξ ïðèáëèæåíèè

âûðàæåíèå (VIII.85) ïåðåïèøåì êàê:

C1

a4

[
−π

2

3
ξ̇

(
1+

π2

3
ξ

)
+2π2ξξ̇

(
1

4ξ
− π4

9
ξ − π2

3

)]
(VIII.86)

+
C2

a4

(
ξ2 − 4π2

3
ξ3
)
ξ̇

(
1

2ξ
− π4

9
ξ − π2

3

)
= 0.

Òàê êàê ïàðàìåòð âûðîæäåíèÿ ξ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì è íå çàâè-

ñèò îò äðóãèõ �óíêöèé, âõîäÿùèõ â ñîîòíîøåíèå (VIII.86), ïîñëåäíåå ìîæåò

âûïîëíÿòüñÿ ëèøü â ñëó÷àå:

ξ̇ = 0 ⇒ ξ = Const, (VIII.87)

îòêóäà ïîëó÷èì çàêîí ýâîëþöèè èìïóëüñà Ôåðìè è òåìïåðàòóðû â óëüòðà-

ðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå:

pf =
p0
a

(
1− π2

3
ξ

)
=
p̄0
a
, θ =

θ0
a
. (VIII.88)

VIII.5.3 Ó÷åò íåðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê

Â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå äëÿ ïî÷òè âûðîæäåííûõ �åðìèîíîâ äîëæ-

íû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

pf ≫ m∗ ⇒ 1

ψ
=
m∗
pf
→ 0. (VIII.89)

Äëÿ ïî÷òè âûðîæäåííûõ �åðìèîíîâ γ ≫ 1 èìååì:

γ =
µ

θ
=

√
m2
∗ + p2f

θ
≡ pf

√
1 + (1/ψ)2

θ
.

(VIII.90)
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VIII.5. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå

Â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (1/ψ → 0):

γ → γ̄ ≡ pf
θ
. (VIII.91)

�àçëîæèì ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû ïî ìàëîñòè íåðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðà-

âîê:

∆n =
m3
∗ψ

3

3π2
(
1 + π2ξ

)
,

Ep =
m4
∗ψ

4

4π2

(
1 +

1

ψ2
+ 2π2ξ

)
+
π2

15
(m2
∗ψ

2ξ)2,

Pp =
m4
∗ψ

4

12π2

(
1− 1

ψ2
+ 2π2ξ

)
+
π2

45
(m2
∗ψ

2ξ)2,

σ =
qm3
∗ψ

4

2π2
1

ψ2
. (VIII.92)

Äîëÿ àíòè÷àñòèö â ïðèáëèæåíèè ψ ≫ 1, λ→ 0 ðàâíà:

n−
n+

= 6e−1/
√
ξξ3/2 ≪ 1 (VIII.93)

è çàâèñèò òîëüêî îò ξ, ïîýòîìó âñëåäñòâèå (VIII.87) îòíîñèòåëüíàÿ êîíöåí-

òðàöèÿ àíòè÷àñòèö îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Ïîäâîäÿ èòîãè ýòîìó ðàçäåëó, îòìåòèì ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ

ïî÷òè âûðîæäåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû:

1. Â õîäå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè èìïóëüñ Ôåðìè èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

(VIII.70):

apf = Const. (VIII.94)

2. Â õîäå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè òåìïåðàòóðà ïî÷òè âûðîæäåííîé Ôåð-

ìè - ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó:

aθ = Const, (VIII.95)

à ñòåïåíü åå âûðîæäåííîñòè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.

3. Â õîäå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè óëüòðàðåëÿòè-

âèñòñêîé ïî÷òè âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñèñòåìû (VIII.93) îñòàåòñÿ ìàëîé

è ïîñòîÿííîé.
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

Çàìåòèì äàëåå ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Ñòåïåíü ðåëÿòèâèçìà ïî÷òè

âûðîæäåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì:

p2f + θ2 ≫ m2
∗ ⇒ ψ2(1 + ξ2)≫ 1, (VIII.96)

ò.å., â óñëîâèÿõ ñèëüíîãî âûðîæäåíèÿ (ξ → 0) ñâîäèòñÿ, �àêòè÷åñêè, ê îä-

íîìó óñëîâèþ:

ψ ≫ 1⇒ pf ≫ m∗. (VIII.97)

Ïîýòîìó óñëîâèå ðåëÿòèâèçìà ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ïî÷òè âûðîæäåííûõ

�åðìèîíîâ ëåãêî ìîæåò áûòü íàðóøåíî, åñëè òîëüêî ïîòåíöèàë ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ íå ïàäàåò ïðîïîðöèîíàëüíî 1/a, êàê â ñëó÷àå êîí�îðìíî èíâàðèàíòíî-
ãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ [84℄, [111℄. Êàê áóäåò âèäíî íèæå, óñëîâèå ðåëÿòèâèçìà,

äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî áûñòðî íàðóøàåòñÿ âñëåäñòâèå ðîñòà ïîòåíöèàëà

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Âìåñòå ñ ýòèì ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ íåðåëÿ-

òèâèñòñêîé, à ñòåïåíü åå âûðîæäåíèÿ ðàñòåò.

VIII.6 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþ-

öèè ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñè-

ñòåìû ñ �àíòîìíûì ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâè-

åì

VIII.6.1 Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

Èòàê, â óñëîâèÿõ ïîëíîãî âûðîæäåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû îäíîêîì-

ïîíåíòíîé òåïåðü ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ðàâíû:

n =
p3f
3π2
≡ m3

∗ψ
3

3π2
; (VIII.98)

Ep =
m4
∗

8π2
[
ψ
√

1 + ψ2(1 + 2ψ2) (VIII.99)

− ln(ψ +
√
1 + ψ2)

]
; (VIII.100)

Pp =
m4
∗

24π2
[
ψ
√

1 + ψ2(2ψ2 − 3) (VIII.101)

+3 ln(ψ +
√
1 + ψ2)

]
; (VIII.102)

σ = q
m3
∗

2π2
[
ψ
√

1 + ψ2 − ln(ψ +
√
1 + ψ2)

]
, (VIII.103)
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VIII.6. Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

ïðè÷åì:

ψ =
pf
m∗

m∗ = |m0 + qΦ|;

pf =
p0
a
, p0 = pf |a=1 . (VIII.104)

Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ïîëíîãî âûðîæäåíèÿ âñå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêà-

ëÿðû ÿâíî îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñêàëÿðíûìè �óíêöèÿìè Φ(t) è

a(t).
Â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå çíà÷åíèÿ ýòèõ ñêàëÿðîâ îïðåäåëåíû �îð-

ìóëàìè (VIII.82), â êîòîðûõ íàäî ïîëîæèòü ξ = 0, â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðå-

äåëå

m∗ ≫ pF ⇒ ψ ≪ 1 (VIII.105)

�îðìóëû (VIII.99) � (VIII.103) èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè:

Ep =
m∗p3f
3π2

=
|m0 + qΦ|3p30

3π2a3
;

Pp = 0; σ =
qp3f
3π2

=
qp30
π2a3

. (VIII.106)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñêàëÿðíûå �óíêöèè Φ(t) è a(t) îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé

äâóõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, (IX.31) è (IX.33):

Φ̈ + 3
ȧ

a
Φ̇−m2

sΦ = 4πσ; (VIII.107)

3
ȧ2

a2
= 8π(Ep + Es), (VIII.108)

ãäå Ep � ïëîòíîñòü ýíåðãèè Ôåðìè - ñèñòåìû (VIII.99), à Es � ïëîòíîñòü ýíåð-
ãèè �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (IX.28):

Es =
1

8π
(−Φ̇2 +m2

sΦ
2). (VIII.109)

Ââîäÿ ïåðåìåííûå:

Z(t) = Φ̇; Λ(t) = ln a⇔ a = eΛ, (VIII.110)

ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ (VIII.107) è (VIII.109) ê âèäó:

Ż = −3Λ̇Z +m2Φ + 4πσ(Λ,Φ); (VIII.111)

Λ̇ = 8πEp(Λ,Φ)− Z2 +m2
sΦ

2. (VIII.112)

169



�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü èç ýòîé ñèñòåìû íîðìàëüíóþ ñèñòåìó äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé, óäîáíóþ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, íåîáõîäèìî

ïîäñòàâèòü â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (VIII.111) âûðàæåíèå äëÿ Λ̇ èç óðàâíå-

íèÿ (VIII.112).

VIII.6.2 Çàäà÷à Êîøè

Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (VIII.110), (VIII.111) è

(VIII.112). Ïîëüçóÿñü äîïóñòèìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. âûáåðåì ìàñøòàá-

íûé �àêòîð è âðåìÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áûëî:

Λ(0) = 0; pf(0) = p0; Φ(0) = Φ0; Z(0) = Z0. (VIII.113)

Ïîñêîëüêó a(0) = 1, âûáðàííûé ìîìåíò âðåìåíè íå ñîâïàäàåò ñ âðåìåííîé

ñèíãóëÿðíîñòüþ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïåðå�îðìóëè-

ðîâàòü â òåðìèíàõ êîñìîëîãè÷åñêîãî âðåìåíè t, îòñ÷èòûâàåìîãî îò êîñìîëî-
ãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè, ìîæíî ïðåäëîæèòü äâà àëãîðèòìà. Â ïåðâîì íåîá-

õîäèìî ðàñïðîñòðàíèòü ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå íà îòðèöàòåëüíûé èíòåð-

âàë âðåìåíè äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì a(−t0) = 0. Òîãäà âñå âû÷èñëåííûå

�óíêöèè íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ψ(t) → ψ(t + t0).
Âòîðîé àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâà-

åì çäåñü êëàññ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì ñòàðòîì,

â êîòîðîì íà ðàííèõ ñòàäèÿõ êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè âêëàä ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ â ýíåðãîáàëàíñ èñ÷åçàþùå ìàë, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì

ñîîòíîøåíèåì äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé âñåëåííîé (ñì., íàïðèìåð, [33℄):

E =
3

32πτ 2
, (VIII.114)

ãäå τ � èñòèííî êîñìîëîãè÷åñêîå âðåìÿ. Òîãäà ìû ìîæåì îñóùåñòâèòü ñëå-

äóþùóþ ïåðåêàëèáðîâêó íàøåé âðåìåííîé ïåðåìåííîé t. Ïóñòü E(t0) åñòü
âåëè÷èíà ïîëíîé ïëîòíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ðàííèõ ñòàäèÿõ, ïîëó÷åí-

íàÿ â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Òîãäà äîëæíî áûòü:

E(t0) =
3

32πτ 20
⇒ τ0 =

√
3

32πE(t0)
. (VIII.115)

Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíàÿ ïåðåêàëèáðîâêà âðåìåíè ê êîñìîëîãè÷åñêîìó âðåìå-

íè íå áûëà ïðîèçâåäåíà â öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîòàõ

9

. Âðåìåííàÿ ïåðå-

9
ñì. [104℄ � [106℄
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VIII.6. Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

ìåííàÿ t íà ãðà�èêàõ êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ýòèõ ðàáîò èìååò îòíîñè-

òåëüíûé ñìûñë. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ýòèõ ãðà�èêîâ ê êîñìîëîãè÷åñêîìó âðåìåíè

íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè óêàçàííûé ñäâèã âðåìåííîé øêàëû:

t→ t+ (τ0 − t0). (VIII.116)

Â äàííîé ãëàâå ìû áóäåì ïðîèçâîäèòü óêàçàííóþ ïåðåêàëèáðîâêó âðåìåííîé

øêàëû íà âñåõ ãðà�èêàõ, òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ t âñþäó áóäåò îòñ÷èòûâàòüñÿ

îò êîñìîëîãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè. Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì âñþäó ïîëà-

ãàòü:

Z0 = 0. (VIII.117)

VIII.6.3 Àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íà ìàëûõ âðåìåíàõ:

mst≪ 1

Êàê óêàçàíî âûøå, ìû ðàññìàòðèâàåì êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñ óëüòðàðå-

ëÿòèâèñòñêèì ñòàðòîì, â êîòîðîì èí�ëÿöèîííûé ðåæèì ðàñøèðåíèÿ ìîæåò

ðåàëèçîâûâàòüñÿ íà áîëåå ïîçäíèõ ñòàäèÿõ. Â ñàìîì êðàéíåì, óëüòðàðåëÿòè-

âèñòñêîì ïðåäåëå ψ →∞�îðìóëû (VIII.82) äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñêàëÿðîâ

ïðèíèìàþò âèä:

Ep =
p4F
4π2

; Pp =
p4F
12π2

; σ = 0. (VIII.118)

Äàëåå, ðàííèì ñòàäèÿì ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèå:

mst≪ 1. (VIII.119)

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïîëÿ ïðèíèìàåò âèä:

Φ̈ + 3
ȧ

a
Φ̇ = 0 (VIII.120)

è èìååò ñâîèì ïåðâûì èíòåãðàëîì

a3Φ̇ = C1, (VIII.121)

ãäå C1 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Â ýòîì æå ïðèáëèæåíèè ïëîòíîñòü ýíåðãèè

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (VIII.109) ðàâíà:

Es = −
C2

1

8πa6
(VIII.122)
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

è óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà (VIII.108) ñ ó÷åòîì (VIII.118) è (VIII.104) ïðèíèìàåò

âèä

3
ȧ2

a2
= −C

2
1

a6
+

2p40
a4
. (VIII.123)

Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ãëàâíûé âêëàä âáëèçè ñèíãóëÿð-

íîñòè âíîñèò ñêàëÿðíîå ïîëå, èìåþùåå â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíî æåñòêîå

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ Es = Ps è ïðèâîäÿùåå ê çàêîíó ýâîëþöèè ìàñøòàáíîãî
�àêòîðà a ∼ t1/3 [30℄. Äëÿ �àíòîìíîãî æå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ òàêîé âîçìîæ-

íîñòè C1 6= 0 íå ñóùåñòâóåò èìåííî âñëåäñòâèå ïðåîáëàäàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå

âêëàäà îòðèöàòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ

�àíòîìíîãî ïîëÿ, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî, âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè îñòà-

åòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü:

Φ = Φ0 = Const, (mst≪ 1). (VIII.124)

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïðèíèìàåò âèä:

3
ȧ2

a2
= m2

sΦ
2
0 +

2p40
a4
. (VIII.125)

è èìååò ñâîèì ðåøåíèåì

a =

√√
2p20

msΦ0

√

sinh

(
2msΦ0√

3
t

)
. (VIII.126)

�åøåíèå (VIII.126) ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ â

[20℄ è îïèñûâàþùèõ ïëàâíûé ïåðåõîä ñ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè a ∼ t1/2

íà ñòàäèþ èí�ëÿöèè a ∼ ev0t. Êàê âèäíî èç ðåøåíèÿ (VIII.125), ïåðåõîä íà

èí�ëÿöèîííóþ ñòàäèþ ïðîèñõîäèò âî âðåìåíà ïîðÿäêà:

t & tinf =

√
3

4msΦ0
. (VIII.127)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèåì êîððåêòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèáëèæåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ (VIII.119). Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: ïðè tinfms <
1 èí�ëÿöèÿ ìîæåò ðàçâèòüñÿ íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñÿ ðàííÿÿ ýïîõà âñåëåííîé ÿâëÿåòñÿ óëüòðàðåëÿòèâèñò-

ñêîé. Èòàê, óñëîâèåì âîçíèêíîâåíèÿ ðàííåé èí�ëÿöèè (âî âðåìåíà, ìåíüøèå
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VIII.6. Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

m−1s ) â ñëó÷àå ñèñòåìû ñ �àíòîìíûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü íà÷àëüíîãî

ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà

10

:

Φ0 ≪
√
3

4
. (VIII.128)

VIII.6.4 Áåçìàññîâîå �àíòîìíîå ïîëå

Î÷åâèäíî, ÷òî ê ñëó÷àþ ìàëîãî âðåìåíè mst≪ 1 öåëèêîì îòíîñèòñÿ è ñëó-

÷àé áåçìàññîâîãî �àíòîìíîãî ïîëÿ. Çàìå÷àòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî

ìàññà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ms âûïàäàåò èç óñëîâèÿ (VIII.128). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ

áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ïîëàãàÿ â (VIII.126) ms → 0 ïîëó÷èì:

a(t) =

(
8

3

)1/4√
t (VIII.129)

óëüòðàðåëÿòèâèñòñêóþ àñèìïòîòèêó (Ω = −1). Êàê âèäíî èç ïðåäûäóùåãî

àíàëèçà, óëüòðàðåëÿòèâèñòñêàÿ àñèìïòîòèêà áóäåò ñïðàâåäëèâà äëÿ áåçìàñ-

ñîâîãî �àíòîìíîãî ïîëÿ äî òåõ ïîð, ïîêà �åðìèîíû îñòàþòñÿ óëüòðàðåëÿòè-

âèñòñêèìè.

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé íåðåëÿòèâèñòñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ

áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå ψ → 0 �îðìóëû
(VIII.82) äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñêàëÿðîâ ïðèíèìàþò âèä:

Ep =
m∗p3f
3π2

=
|m0 + qΦ|3p30

3π2a3
; (VIII.130)

Pp = 0; σ =
qp3f
3π2

=
qp30

3π2a3
. (VIII.131)

Â ýòîì ñëó÷àå ìû îïÿòü ïîëó÷àåì óðàâíåíèå áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

áåç èñòî÷íèêà (VIII.120) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî óêàçàííûì âûøå ïðè÷èíàì åãî

åäèíñòâåííî äîïóñòèìîå ïîñòîÿííîå ðåøåíèå (VIII.124) Φ = Φ0. Òàêèì îáðà-

çîì, âêëàä â ýíåðãèþ âíîñèò ëèøü íåðåëÿòèâèñòñêèå �åðìèîíû, â ðåçóëüòàòå

÷åãî ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå

a(t) =

√
2m

(0)
∗ 3p30
π

t2/3
(
m(0)
∗ = |m0 + qΦ0|

)
, (VIII.132)

10
êàê ýòî íè ïðåäñòàâëÿåòñÿ, íà ïåðâûé âçãëÿä, ïàðàäîêñàëüíûì
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

ñîîòâåòñòâóþùåå íåðåëÿòèâèñòñêîìó ðåæèìó ðàñøèðåíèÿ (Ω = −1/2). Òà-
êèì îáðàçîì, â ñëó÷àå áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþ-

öèÿ ìîæåò ñòàðòîâàòü ñ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ðåæèìà è îêîí÷èòü íåðåëÿ-

òèâèñòñêèì. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìîäåëè ñ áåçìàññîâûì �àíòîìíûì

ïîëåì íà ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ íåîáõîäèìî ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå.

VIII.6.5 Ñâîéñòâà êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ ìàññèâíûì �àíòîì-

íûì ïîëåì íà áîëüøèõ âðåìåíàõ mst≫ 1

Ïóñòü òåïåðü ms 6≡ 0. �àññìîòðèì ïîâåäåíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ïðè

áîëüøèõ âðåìåíàõ

mst≫ 1, (VIII.133)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íà ýòèõ âðåìåíàõ Ôåðìè - ñèñòåìà óæå ñòàíåò íåðåëÿòè-

âèñòñêîé. Ïîñêîëüêó, îäíàêî, íà òàêèõ âðåìåíàõ ìàñøòàáíûé �àêòîð ñòàíåò

áîëüøîé âåëè÷èíîé, òî ñîãëàñíî (VIII.131) ïëîòíîñòü ñêàëÿðíîãî çàðÿäà σ
ñíîâà ñòàíåò ìàëîé âåëè÷èíîé, è åå ìîæíî îòáðîñèòü. Íî â óðàâíåíèè ïî-

ëÿ (VIII.107) ïðè ýòîì íåëüçÿ îòáðîñèòü ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî

ñðàâíåíèþ ñ ìàññèâíûì ÷ëåíîì, òàê êàê ìû ïîëó÷èëè áû m2Φ = 0.

Φ̈ + 3Λ̇Φ̇−m2
sΦ = 0; (VIII.134)

Â óðàâíåíèè Ýéíøòåéíà (VIII.108) ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ìîæíî îòáðîñèòü

âêëàä ÷àñòèö â ïëîòíîñòü ýíåðãèè:

3Λ̇2 = −Φ̇2 +m2
sΦ

2. (VIII.135)

Ýòà ñèñòåìà èìååò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè mst→∞ ðåøåíèå:

Φ(0)(t) =
mst√
3
+ Φ0, (ms 6≡ 0);

Λ(0)(t) =
m2
st

2

6
+ Φ0

mst√
3
, (VIII.136)

ãäå Φ0 = Const � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå (VIII.136)
îáðàùàåò â òîæäåñòâî óðàâíåíèå ïîëÿ (VIII.134), à ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâ-

íåíèå Ýéíøòåéíà (VIII.135) ïðèâîäèò ê îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà

(mst)
−2
.
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VIII.6. Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

Âû÷èñëèì èíâàðèàíòíîå êîñìîëîãè÷åñêîå óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíî íàé-

äåííîãî ðåøåíèÿ:

Ω =
ä(0)a(0)

ȧ(0) 2
= 1 +

Λ̈(0)

Λ̇(0) 2
= 1 +

1
(
Φ(0)(t)

)2 . (VIII.137)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ (mst → ∞) ñèñòåìà âûõîäèò íà ðå-

æèì èí�ëÿöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ (Ω → 1). Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî äîêàçàòü

óñòîé÷èâîñòü ïîëó÷åííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ âðåìå-

íàõ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ý��åêòèâíàÿ ìàññà �åðìèîíîâ ïðè ýòîì ðàñòåò ëè-

íåéíî ñî âðåìåíåì:

m∗ ≡ |m+ qΦ| ≈ q
mst√
3
, (VIII.138)

òàê ÷òî �åðìèîíû áûñòðî ñòàíîâÿòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèìè (Ψ → 0). Â ñâÿçè

ñ ýòèì ñäåëàåì ñëåäóþùèå âàæíûå çàìå÷àíèÿ:

1. Õîëîäíàÿ ïîëíîñòüþ âûðîæäåííàÿ Ôåðìè - ñèñòåìà ñ î÷åíü áîëüøèìè

ý��åêòèâíûìè ìàññàìè ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ �åðìèîíîâ ìîæåò ñòàòü

õîðîøåé ìîäåëüþ òåìíîé ìàòåðèè.

2. Íà îïðåäåëåííîì ýòàïå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ãðàâèòàöèîííûå íåóñòîé-

÷èâîñòè â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìàòåðèè ìîãóò ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ

îáîñîáëåííûõ îáëàñòåé ñ òåìíîé ìàòåðèåé.

3. Ñòàíäàðòíûå Êóïåðîâñêèå ìåõàíèçìû â Ôåðìè - ñèñòåìàõ ñ ïðèòÿæå-

íèåì ÷àñòèö ìîãóò ïðèâåñòè ê îáðàçîâàíèþ áîçîíîâ èç ïàð �åðìèîíîâ

è, òåì ñàìûì, ê ñâåðõòåêó÷åñòè îáëàñòåé òåìíîé ìàòåðèè.

4. Ïðè ðîñòå ý��åêòèâíûõ ìàññ �åðìèîíîâ âûøå ïëàíêîâñêîãî çíà÷åíèÿ,

ò.å., ñîãëàñíî (VIII.138) ïðè

m∗ ≫ mPl ⇔ q
mst√
3
≫ 1, (VIII.139)

ìàññèâíûå �åðìèîíû ìîãóò, â ïðèíöèïå, ìîãóò îáðàçîâàòü óñòîé÷èâûå

ïåðâè÷íûå ÷åðíûå äûðû, ñêîðåå âñåãî, ñ ó÷åòîì òåîðåì Õîóêèíãà î ÷åð-

íûõ äûðàõ, â âàðèàíòå ñî ñâåðõòåêó÷èìè êâàçè-áîçîíàìè ñ íóëåâûì ñïè-

íîì.
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

VIII.7 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâî-

ëþöèè

Èòàê, ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (VIII.107), (VIII.108 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-

ÿìè (VIII.113) è îïðåäåëåíèÿìè ïëîòíîñòåé ýíåðãèè è ñêàëÿðíîãî çàðÿäà

(VIII.99), (VIII.103) è (VIII.109). Ïðè ýòîì, ìû äîëæíû ïîìíèòü çàìå÷àíèå

â ðàçäåëå VIII.6.2 î ïåðåêàëèáðîâêå ìîìåíòà âðåìåíè t0. Íà ïðåäñòàâëåííûõ
íèæå ãðà�èêàõ ýòà ïåðåêàëèáðîâêà ïðîèçâåäåíà, òàê ÷òî âñþäó âðåìÿ îòñ÷è-

òûâàåòñÿ îò ìîìåíòà êîñìîëîãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè â Ïëàíêîâñêîé øêàëå

âðåìåíè. Âñå ïðåäñòàâëåííûå íà ãðà�èêàõ âåëè÷èíû òàêæå èçìåðÿþòñÿ â

Ïëàíêîâñêèõ åäèíèöàõ. Äàëåå, êîý��èöèåíòîì áàðàòðîïû, κ, ìû áóäåì íà-

çûâàòü îòíîøåíèå ïîëíîãî äàâëåíèÿ ñèñòåìû ê åå ïîëíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè:

κ =
P
E =

Pp + Ps
Ep + Es

. (VIII.140)

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [106℄), âåëè÷èíà èíâàðèàíòíîãî êîñìîëîãè÷å-

ñêîãî óñêîðåíèÿ Ω ñâÿçàíà ñ êîý��èöèåíòîì áàðàòðîïû κ ñîîòíîøåíèåì:

Ω = −1
2
(1 + 3κ), (VIII.141)

òàê ÷òî óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ κ = 1/3 ñîîòâåòñòâóåò

çíà÷åíèå Ω = −1; íåðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ κ = 0 ñîîòâåò-

ñòâóåò Ω = −1/2; çíà÷åíèþ κ = −1/3 ñîîòâåòñòâóåò Ω = 0; èí�ëÿöèîííîìó

(âàêóóìíîìó) óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ κ = −1 ñîîòâåòñòâóåò Ω = +1, çíà÷åíè-
ÿì κ < −1 ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðèí�ëÿöèÿ Ω > 1.

Òàêæå ââåäåì âàæíûé äëÿ äàëüíåéøåãî áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð

ηs =
Es
Ep
, (VIII.142)

ðàâíûé îòíîøåíèþ ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ê ïëîòíîñòè ýíåðãèè

�åðìèîíîâ.

Ââåäåì ñëåäóþùèå õàðàêòåðíûå ìîìåíòû âðåìåíè, âàæíûå äëÿ ïîíèìà-

íèÿ ìåõàíèçìà êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì

ñêàëÿðíûì ïîëåì:

1. Êîìïòîíîâñêèé ìîìåíò âðåìåíè ïî îòíîøåíèþ ê ìàññå êâàíòîâ ñêàëÿð-

íîãî ïîëÿ:

ts =
1

ms
, ms 6= 0. (VIII.143)
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VIII.7. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè

2. Äëÿ áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ èñòî÷íèêîì ìîæíî îïðåäåëèòü àíà-

ëîãè÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ïî îòíîøåíèþ ê ý��åêòèâíîé ìàññå ñêàëÿð-

íîãî ïîëÿ. Â ðàáîòàõ [84℄, [111℄

11

àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïîêàçàíî,

÷òî ïëîòíîñòü ñêàëÿðíîãî çàðÿäà σ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìî-

æåò èãðàòü ðîëü ìàññèâíîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ïðè

ýòîì ìîæíî ââåñòè ý��åêòèâíóþ ìàññó ñêàëÿðíîãî ïîëÿ äàæå â ñëó÷àå

ms = 0:

m∗s =

√
4πσ

Φ
, (VIII.144)

Ïîýòîìó, äàæå ïðè íóëåâîé ìàññå êâàíòîâ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðè íàëè÷èè

�óíêöèè èñòî÷íèêà σ ñêàëÿðíîå ïîëå âåäåò ñåáÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ êàê

ìàññèâíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ý��åêòèâíàÿ ìàññà

(VIII.144) çàâèñèò îò êîñìîëîãè÷åñêîãî âðåìåíè m∗s(t). Ñîîòâåòñòâåííî
ý��åêòèâíîé ìàññå ââåäåì êîìïòîíîâñêèé ìîìåíò âðåìåíè:

t∗s =
1

m∗s
, ms = 0. (VIII.145)

3. Ìîìåíò âðåìåíè tη, êîãäà ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè ïëîòíîñòè ýíåðãèè �åð-

ìèîíîâ è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

Es(tη) = Ep(tη)⇔ ηs(tη) = 1. (VIII.146)

Çàìåòèì, ÷òî òàêèõ ìîìåíòà âðåìåíè ìîæåò áûòü äâà.

4. Ìîìåíò âðåìåíè tr ïåðåõîäà �åðìèîíîâ îò óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó:

ψ(tr) = 1. (VIII.147)

Äàëåå, â ãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ áóäåò

èñïîëüçîâàíà àâòîðñêàÿ �óíêöèÿ [105℄):

Lig(x) ≡ sgn(x) lg(1 + |x|), (VIII.148)

íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëå â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà îòîáðàæàåìàÿ �óíêöèÿ ìîæåò ìåíÿòü çíàê. Ýòà ïðè ìàëûõ

11
à òàêæå â [112℄
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çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà �óíêöèÿ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì àðãóìåíòà, à ïðè áîëü-

øèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà � ñ åãî äåñÿòè÷íûì ëîãàðè�ìîì, âçÿòîì ñî çíàêîì

àðãóìåíòà:

Lig(x) ≈
{
x, |x| → 0;
sgn(x) ln |x|, |x| → ∞.

Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé

dLig(x)

dx
≥ 0,

÷òî îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíóþ äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè Lig(x) è òåì

ñàìûì � áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ (VIII.148). Îáðàòíûé ïåðåñ÷åò îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

x =

{
10Lig(x) − 1, x ≥ 0;

1− 10−Lig(x), x < 0.

VIII.7.1 Ñëó÷àé ìàññèâíîãî �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ìèíè-

ìàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì (σ = 0)

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå âûÿâèëî òðè õàðàêòåðíûå ñòàäèè êîñìîëîãè÷å-

ñêîé ýâîëþöèè â ýòîì ñëó÷àå:

12

1. t . ts: äîìèíèðîâàíèå �åðìèîíîâ
Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè: Ìàëûå çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïî-

ëÿ è åãî ïðîèçâîäíîé � âëèÿíèå ïîëÿ íà ýâîëþöèþ ñèñòåìû íåçíà÷èòåëü-

íî.

2. ts . t . tη: êîíêóðåíöèÿ �åðìèîíîâ è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè: �åçêèé ðîñò ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è

åãî ïðîèçâîäíîé â ìîìåíò âðåìåíè tη (VIII.146) (Fig. 51). Â ýòîò ìîìåíò

âðåìåíè äîñòèãàþò ýêñòðåìóìà ñëåäóþùèå �óíêöèè: Φ̇(ìàêñèìóì); êî-
ý��èöèåíò áàðîòðîïû, κ,(ìèíèìóì); èíâàðèàíòíîå êîñìîëîãè÷åñêîå

óñêîðåíèå, Ω, (ìàêñèìóì); ïëîòíîñòü ïîëíîé
ýíåðãèè, Epl + Es, (ìèíèìóì). Â ìîìåíò ïèêà êîý��èöèåíò áàðîòðîïû

ñòàíîâèòüñÿ ìåíüøå -1 � �àíòîìíîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ.

12
Îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè ýâîëþöèè íà ðàííèõ è ïîçäíèõ ñòàäèÿõ ïîäòâåðæäàþò ïðèâåäåííûå âûøå

ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.
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3. tη . t < +∞): äîìèíèðîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè: Ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòåms/
√
3; ïîòåíöèàë ëèíåéíî âîçðàñòàåò; ïëîòíîñòü

ýíåðãèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íàìíîãî ïðåâîñõîäèò ýíåðãèþ �åðìèîíîâ è

îïðåäåëÿåò äàëüíåéøóþ ýâîëþöèþ ñèñòåìû; êîý��èöèåíò áàðîòðîïû

κ → −1; èíâàðèàíòíîå êîñìîëîãè÷åñêîå óñêîðåíèå Ω → 1 � âûõîä íà

èí�ëÿöèþ.

Íèæå ïðèâåäåíû ãðà�èêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ñî ñëåäóþùè-

ìè ïàðàìåòðàìè:

p0 = 100, m0 = 0.001, Φ(0) = 5 · 10−7. Âñþäó íà ãðà�èêàõ �èñ. 49 � Fig. 58:
æèðíàÿ ëèíèÿ � ms = 10−2, òîíêàÿ ëèíèÿ � ms = 10−4, ñðåäíå - ïóíêòèðíàÿ
ëèíèÿ � ms = 10−6, ìåëêî - ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ms = 10−8. Òàêæå âñþäó íà
ýòèõ ãðà�èêàõ, êàê è íà âñåõ îñòàëüíûõ, ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ

äåñÿòè÷íîãî ëîãàðè�ìà âðåìåíè îò ìîìåíòà êîñìîëîãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè

â Ïëàíêîâñêîé øêàëå, log10 t.

�èñ. 49. Ýâîëþöèÿ ïîòåíöèàëà Φ. Ïî ïî

îñè îðäèíàò îòëîæåíû çíà÷åíèÿ äåñÿòè÷íîãî

ëîãàðè�ìà ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà, log10Φ.

�èñ. 50. Ýâîëþöèÿ ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèà-

ëà Z = Φ̇. Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíû çíà÷åíèÿ

äåñÿòè÷íîãî ëîãàðè�ìà ñêàëÿðíîãî ïîòåíöè-

àëà, log10Φ.
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�èñ. 51. Ýâîëþöèÿ îòíîøåíèÿ ïëîòíîñòåé

ýíåðãèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è �åðìèîíîâ ηs.

�èñ. 52. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ìàñøòàáíîé

�óíêöèè Λ(t) = exp a(t). Ïî îñè îðäèíàò îò-

ëîæåíû çíà÷åíèÿ çíà÷åíèÿ äåñÿòè÷íîãî ëîãà-

ðè�ìà, log10 Λ, ò.å., log10(ln a(t)).

Íèæå, íà �àçîâîé äèàãðàììå �èñ. 57, ìîæíî îò÷åòëèâî óâèäåòü âñå òðè âû-

øåóêàçàííûå ñòàäèè êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè. Äàëåå, íà �èñ. 51 ìîæíî

óâèäåòü ìîìåíòû êîñìîëîãè÷åñêîãî âðåìåíè tη, â êîòîðûå ηs(tη) = 1. Ñðàâ-

íåíèå ñ �èñ. 50 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîìåíò âðåìåíè tη ñîîòâåòñòâóåò ýêñòðåìóìó
ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, Z.

Íà �èñ. 53 � 55 ïîêàçàíû ãðà�èêè ýâîëþöèè êîý��èöèåíòà áàðàòðîïû

κ(t) è ñâÿçàííûì ñ íèì èíâàðèàíòíûì êîñìîëîãè÷åñêèì óñêîðåíèåì Ω(t).

Ýòè âñïëåñêè âîçíèêàþò èìåííî â ìîìåíòû âðåìåíè tη.

Êàê âèäíî èç ãðà�èêîâ íà �èñ. 54, âñïëåñêàì ïðåäøåñòâóåò óëüòðàðåëÿ-

òèâèñòñêèé ðåæèì ðàñøèðåíèÿ, êîòîðûé ïîñëå âñïëåñêà ñìåíÿåòñÿ èí�ëÿ-

öèåé. Íà �èñ. 55 ïîêàçàíà äåòàëüíàÿ ñòðóêòóðà âñïëåñêà êîñìîëîãè÷åñêîãî

óñêîðåíèÿ. Ýòîò ðèñóíîê íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò, ÷òî âñïëåñê íå ÿâëÿåòñÿ

êîìïüþòåðíûì �àíòîìîì.

�èñ. 53. Ýâîëþöèÿ êîý��èöèåíòà áàðî-

òðîïû κ.
�èñ. 54. Ýâîëþöèÿ èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω.
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�èñ. 55. Äåòàëüíàÿ ñòðóêòóðà âòîðîãî

�àíòîìíîãî âñïëåñêà èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω íà �èñ. 54: p0 = 100,
m0 = .001, Φ(0) = 5 · 10−7

, ms = 10−4
.

�èñ. 56. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ñóììàðíîé

ïëîòíîñòè ýíåðãèè log10 E .

�èñ. 57. Ôàçîâûé ïîðòðåò. Ëåâûå âåðòè-

êàëüíûå âåòâè ãðà�èêîâ ñîîòâåòñòâóþò ïåð-

âîé ñòàäèè ýâîëþöèè ñèñòåìû, íàêëîííûå ÷à-

ñòè � âòîðîé ñòàäèè, ãîðèçîíòàëüíûå ïðàâûå

âåòâè � òðåòüåé ñòàäèè.

�èñ. 58. Ýâîëþöèÿ �óíêöèè ψ = pf/m∗.

�îðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷å-

íèþ log10 ψ = 0 → ψ = 1, ò.å., ïåðåõîäó ñ

óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

�åðìèîíîâ íà íåðåëÿòèâèñòñêîå.

VIII.7.2 Ñëó÷àé áåçìàññîâîãî (ms = 0) �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ ñ èñòî÷íèêîì

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:

Φ̈ + 3Λ̇Φ̇− 4πσ = 0; (VIII.149)

Λ̇2 =
8π

3
(Ep + Es), (VIII.150)
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ãäå ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ðàâíà

Es = −
Φ̇2

8π
. (VIII.151)

è ìîæåò áûòü òîëüêî îòðèöàòåëüíîé, ïðè÷åì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

t = 0 îíà ðàâíà íóëþ. Â ðåçóëüòàòå, êîñìîëîãè÷åñêèé ñöåíàðèé äëÿ ìàññèâ-

íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ðàçäåëà VIII.7.1 èçìåíèëñÿ, â íåì ïî-ïðåæíåìó ïðè-

ñóòñòâóþò òðè ñòàäèè, íî íà ïîñëåäíåé ñòàäèè äîìèíèðóþò �åðìèîíû:

1. t . t∗s): äîìèíèðîâàíèå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ �åðìèîíîâ.

Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè: ìàëûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïî-

ëÿ è åãî ïðîèçâîäíîé � âêëàä ïîëÿ â ýâîëþöèþ ñèñòåìû íåçíà÷èòåëåí.

2. t∗s < t . tr: äîìèíèðîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè: �åçêèé ðîñò ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è

åãî ïðîèçâîäíîé, ìàêñèìàëüíîå âëèÿíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà ýâîëþöèþ

ñèñòåìû. Â ìîìåíò âðåìåíè ïåðåõîäà �åðìèîíîâ îò ðåëÿòèâèñòñêîãî ñî-

ñòîÿíèå ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó, tr, ïëîòíîñòü ñêàëÿðíîãî çàðÿäà äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà, â ýòîò ìîìåíò äîñòèãàþò ýêñòðåìóìà �óíêöèè: Z = Φ̇ (ìàê-

ñèìóì); êîý��èöèåíò áàðîòðîïû, κ,(ìèíèìóì); èíâàðèàíòíîå êîñìîëî-
ãè÷åñêîå óñêîðåíèå, Ω, (ìàêñèìóì); ïëîòíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè, Ep + Es,
(ìàêñèìóì). Â ìîìåíò ïèêà êîý��èöèåíò áàðîòðîïû â çàâèñèìîñòè îò

ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ìîæåò ñòàíîâèòüñÿ ìåíüøå -1 � �àíòîìíîå óðàâ-

íåíèå ñîñòîÿíèÿ è èí�ëÿöèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü âàæíûé �àêò: íà ýòîì

ýòàïå âêëàä �åðìèîíîâ â ïëîòíîñòü ýíåðãèè íåçíà÷èòåëåí, íî èìåííî

�åðìèîíû óïðàâëÿþò ñêàëÿðíûì ïîëåì ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîé ïëîòíî-

ñòè çàðÿäîâ σ. Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãèþ ìåæäó �åðìè-

îíàìè è êàòàëèçàòîðàìè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé.

3. tr < t < +∞): äîìèíèðîâàíèå íåðåëÿòèâèñòñêèõ �åðìèîíîâ

Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè: Ïëîòíîñòü ñêàëÿðíîãî çàðÿäà ïàäàåò, ïðè

ýòîì âëèÿíèå íà êîñìîëîãè÷åñêóþ ýâîëþöèþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñòàíîâèò-

ñÿ èñ÷åçàþùå ìàëûì. Ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ (m∗s → 0), ïîòåíöèàë ñòðåìèòüñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ;
íåðåëÿòèâèñòñêèå �åðìèîíû îïðåäåëÿþò äàëüíåéøóþ ýâîëþöèþ ñèñòå-

ìû, êîý��èöèåíò áàðîòðîïû κ→ 013.

13
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò ñíÿòü ïðîáëåìó îñòà-
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Íà ïðèâåäåííûõ íèæå ãðà�èêàõ (�èñ. 59 � 66) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû

÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ñèñòåìû âûðîæäåí-

íûõ �åðìèîíîâ ñ áåçìàññîâûì �àíòîìíûì ñêàëÿðíûì ïîëåì. Âþäó íà óêà-

çàííûõ ãðà�èêàõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

p0 = 0.01, m0 = 0, Φ(0) = 5 · 10−7. Æèðíàÿ ëèíèÿ � q = 0.01, òîíêàÿ ëèíèÿ

� q = 0.1, ñðåäíå - ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � q = 1, ìåëêî - ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ �

q = 5.

�èñ. 59. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïîòåíöèàëà

log10 Φ.
�èñ. 60. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïðîèçâîä-

íîé ïîòåíöèàëà log10 Z = log10 Φ̇.

�èñ. 61. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ìàñøòàáíîé

�óíêöèè log10 Λ(t).
�èñ. 62. Ýâîëþöèÿ êîý��èöèåíòà áàðî-

òðîïû κ.

íîâêè ðàííåé èí�ëÿöèè è òåì ñàìûì � îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìûé äëÿ îáðàçîâàíèÿ ñòðóêòóðû íåðåëÿòè-

âèñòñêèé ýòàï ýâîëþöèè âñåëåííîé.
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�èñ. 63. Ýâîëþöèÿ èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω.

�èñ. 64. Äåòàëüíàÿ ñòðóêòóðà òðåòüåãî

�àíòîìíîãî âñïëåñêà èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ íà �èãóðå �èñ. 63: Ω;
q = 1.

�èñ. 65. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïëîòíîñòè

ñêàëÿðíîãî çàðÿäà log10 σ.

�èñ. 66. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà �óíêöèè

ψ = p0/m∗a

VIII.7.3 Ñëó÷àé ìàññèâíîãî �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ms 6= 0)
ñ èñòî÷íèêîì (σ 6= 0)

Â ýòîì, íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå, íàì íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòåìó îáûêíîâåí-

íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (VIII.110), (VIII.111) è (VIII.112) ñ íà-

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (VIII.113) ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé (VIII.99) � (VIII.103)

è (VIII.109). Íèæå (�èñ. 67 � 74) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èí-

òåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: p0 = 0.01, m0 = .001,
Φ(0) = 5·10−7. Æèðíàÿ ëèíèÿ �ms = 10−4, q = 0; òîíêàÿ ëèíèÿ �ms = 10−4,
q = 0.1; ìåëêî ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ms = 0, q = 0.01.
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VIII.7. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè

�èñ. 67. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïîòåíöèàëà

log10 Φ.
�èñ. 68. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïðîèçâîä-

íîé ïîòåíöèàëà log10 Z = log10 Φ̇.

�èñ. 69. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ìàñøòàáíîé

�óíêöèè log10 Λ(t).
�èñ. 70. Ýâîëþöèÿ êîý��èöèåíòà áàðî-

òðîïû κ.

�èñ. 71. Ýâîëþöèÿ èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω.

�èñ. 72. Äåòàëüíàÿ ñòðóêòóðà ïåðâîãî

�àíòîìíîãî âñïëåñêà èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ íà �èñ. 71: Ω; ms =
10−4

, q = 0.1.
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

�èñ. 73. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïëîòíîñòè

ñêàëÿðíîãî çàðÿäà log10 σ.
�èñ. 74. �ðà�èê �óíêöèè m∗

st

VIII.8 Õàðàêòåðíûå ïðèìåðû ñëó÷àÿ ìàññèâíîãî �àí-

òîìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ms 6= 0) ñ èñòî÷íèêîì

(σ 6= 0)

VIII.8.1 Ñëó÷àé ïåðåõîäà îò ðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè ê èí�ëÿöèè

÷åðåç íåðåëÿòèâèñòñêîå ïëàòî

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ms ïåðåõîä ê èí�ëÿöèîííîé ñòàäèè îòîäâèãàåòñÿ íà

ïîçäíèå âðåìåíà è �åðìè - ñèñòåìà óñïåâàåò ê ýòîìó ìîìåíòó ñòàòü íåðåëÿ-

òèâèñòñêîé. Íà ãðà�èêå êîý��èöèåíòà áàðîòðîïû ïîÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíîå

íåðåëÿòèâèñòñêîå ïëàòî (κ = 0) ïåðåä �àíòîìíûì âñïëåñêîì. Ïðè óâåëè÷å-

íèè ms âñïëåñê ñäâèãàåòñÿ ê ìàëûì âðåìåíàì, îáðåçàÿ ïëàòî âïëîòü äî åãî

ïîëíîãî èñ÷åçíîâåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ðåëÿòèâèñòñêîé

ñòàäèè ê èí�ëÿöèè ÷åðåç �àíòîìíûé âñïëåñê.

Ïðèâåäåì ãðà�èêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ñî ñëåäóþùèìè

ïàðàìåòðàìè:

p0 = 1, m0 = 0.1, q = 0.001, Φ(0) = 0.05. Æèðíàÿ ëèíèÿ � ms = 10−8,
òîíêàÿ ëèíèÿ � ms = 10−6, ñðåäíå - ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ms = 10−3, ìåëêî -
ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ms = 10−1.
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VIII.8. Ïðèìåðû ñëó÷àÿ ìàññèâíîãî �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ èñòî÷íèêîì

�èñ. 75. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïîòåíöèàëà

log10 Φ.
�èñ. 76. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïðîèçâîä-

íîé ïîòåíöèàëà log10 Z = log10 Φ̇.

�èñ. 77. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ìàñøòàáíîé

�óíêöèè log10 Λ(t).
�èñ. 78. Ýâîëþöèÿ êîý��èöèåíòà áàðî-

òðîïû κ.

�èñ. 79. Ýâîëþöèÿ èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω.
�èñ. 80. Ýâîëþöèÿ �óíêöèè m∗

st

VIII.8.2 Ñëó÷àé äâóõ ñòàäèé óñêîðåíèÿ ñ ïðîìåæóòî÷íîé íåðåëÿ-

òèâèñòñêîé ñòàäèåé

Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ìîæíî íàáëþäàòü äâå ñòà-

äèè óñêîðåíèÿ: ïåðâàÿ � âðåìåííîå äîìèíèðîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ çà ñ÷åò

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ý��åêòèâíîé ìàññû ñêàëÿðíîãî ïîëÿ m∗s íà
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

ñîîòâåòñòâóþùèõ âðåìåíàõ (m∗st > 1) è âòîðàÿ � óñòîé÷èâîå äîìèíèðîâàíèå
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà âðåìåíàõ mst > 1. Ìåæäó èí�ëÿöèîííûìè ñòàäèÿìè

ìîæåò âîçíèêàòü íåðåëÿòèâèñòñêîå ïëàòî (κ = 0, Ω = −1/2).

VIII.8.2.1 Çàâèñèìîñòü îò ñêàëÿðíîãî çàðÿäà

Ìåíÿÿ çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî çàðÿäà q ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè ìàññû ñêà-

ëÿðíîãî ïîëÿ ms, ìîæíî íàáëþäàòü ñäâèã ïåðâîãî èí�ëÿöèîííîãî âñïëåñêà

è ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå äëèòåëüíîñòè íåðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè.

Ïðèâåäåì ãðà�èêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ñî ñëåäóþùèìè

ïàðàìåòðàìè:

p0 = 1, m = 0, ms = 10−8, Φ(0) = 5 · 10−8. Æèðíàÿ ëèíèÿ � q = 1, òîíêàÿ
ëèíèÿ � q = 0.1, ñðåäíå - ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � q = 0.01, ìåëêî - ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ � q = 0.001.

�èñ. 81. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïîòåíöèàëà

log10 Φ.
�èñ. 82. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïðîèçâîä-

íîé ïîòåíöèàëà log10 Z = log10 Φ̇.

�èñ. 83. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ìàñøòàáíîé

�óíêöèè log10 Λ(t).
�èñ. 84. Ýâîëþöèÿ êîý��èöèåíòà áàðîòðî-

ïû κ.
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VIII.8. Ïðèìåðû ñëó÷àÿ ìàññèâíîãî �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ èñòî÷íèêîì

�èñ. 85. Ýâîëþöèÿ èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω.
�èñ. 86. �ðà�èê �óíêöèè m∗

st

VIII.8.2.2 Çàâèñèìîñòü êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ

ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

Ìåíÿÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ0, ìîæíî íàáëþ-

äàòü ñäâèã ïåðâîé èí�ëÿöèîííîé ñòàäèè è èçìåíåíèå àìïëèòóäû âñïëåñêà

êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ.

Ìàëûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ0 = 10−4÷ 10−14.
Ïðèâåäåì ãðà�èêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ñî ñëåäóþùèìè ïà-

ðàìåòðàìè:

p0 = 1, m = 0, ms = 10−8, q = 1. Æèðíàÿ ëèíèÿ � Φ(0) = 10−4, òîíêàÿ ëèíèÿ
� Φ(0) = 10−8, ñðåäíå ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � Φ(0) = 10−14, ìåëêî ïóíêòèðíàÿ
ëèíèÿ � Φ(0) = 10−20.

�èñ. 87. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïîòåíöèàëà

log10 Φ.
�èñ. 88. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïðîèçâîä-

íîé ïîòåíöèàëà log10 Z = log10 Φ̇.
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

�èñ. 89. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ìàñøòàáíîé

�óíêöèè log10 Λ(t).
�èñ. 90. Ýâîëþöèÿ êîý��èöèåíòà áàðî-

òðîïû κ.

�èñ. 91. Ýâîëþöèÿ èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω.
�èñ. 92. �ðà�èê �óíêöèè m∗

st

Åùå ìåíüøèå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ0 = 10−50÷
10−300.

Ïðèâåäåì ãðà�èêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ñî ñëåäóþùèìè ïà-

ðàìåòðàìè: p0 = .1, m = 0, ms = 10−10, q = 5. Æèðíàÿ ÷åðíàÿ ëèíèÿ �

Φ(0) = 10−50, òîíêàÿ ÷åðíàÿ ëèíèÿ � Φ(0) = 10−150, ñðåäíå ïóíêòèðíàÿ ëè-

íèÿ � Φ(0) = 10−250, ìåëêî ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � Φ(0) = 10−300.

�èñ. 93. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïîòåíöèàëà

log10 Φ.
�èñ. 94. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïðîèçâîä-

íîé ïîòåíöèàëà log10 Z = log10 Φ̇.
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VIII.9. Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí

�èñ. 95. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ìàñøòàáíîé

�óíêöèè log10 Λ(t).
�èñ. 96. Ýâîëþöèÿ êîý��èöèåíòà áàðî-

òðîïû κ.

�èñ. 97. Ýâîëþöèÿ èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω.

�èñ. 98. Äåòàëüíàÿ ñòðóêòóðà ÷åòâåðòîãî

�àíòîìíîãî âñïëåñêà èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ íà �èñ. 97

VIII.9 Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

âåëè÷èí

Èññëåäóåì òåïåðü âëèÿíèå òåïëîâûõ ïîïðàâîê íà êîñìîëîãè÷åñêóþ ýâîëþ-

öèþ ïî÷òè âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñèñòåìû ñ �àíòîìíûì ñêàëÿðíûì âçà-

èìîäåéñòâèåì. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèÿõ ïîëÿ è óðàâíåíèè Ýéíøòåéíà

(VIII.110) � (VIII.112) âìåñòî âûðàæåíèé (VIII.99) � (VIII.103) äëÿ ìàêðî-

ñêîïè÷åñêèõ ñêàëÿðîâ ïîëíîñòüþ âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñèñòåìû íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñêàëÿðîâ ïî÷òè âûðîæäåí-

íîé Ôåðìè - ñèñòåìû (VIII.75) � (VIII.77). Ê íà÷àëüíûì äàííûì çàäà÷è Êîøè

äîáàâèòñÿ åùå è íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îáðàòíîé òåìïåðàòóðû λ = m∗/θ.

Λ(0) = 0; pf(0) = p0; λ(0) = λ0;

Φ(0) = Φ0; (0) = Z0. (VIII.152)
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

Ïðè ýòîì áåçðàçìåðíûé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë γ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

äâóõ áåçðàçìåðíûõ �óíêöèé λ = m∗/θ (VIII.73) è ψ = pf/m∗ (VIII.59) êàê
γ = λ

√
1 + ψ2

.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ ñêàëÿðíûõ �óíê-

öèé Λ(t), Φ, Z(t) ψ, λ èìååì ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííóþ ñèñòåìó ïÿòè îáûê-

íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

∆ṅ+ 3Λ̇∆n = 0; (VIII.153)

Φ̇ = Z; (VIII.154)

Ż = −3Λ̇Z +m2Φ + 4πσ(Λ,Φ); (VIII.155)

Λ̇ = 8πEp − Z2 +m2
sΦ

2; (VIII.156)

Ėp + 3Λ̇(Ep + Pp) = σΦ̇. (VIII.157)

Ïåðåéäåì ê ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîé ñèñòåìû.

VIII.9.1 Ñëó÷àé áåçìàññîâîãî �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ms =

0) ñ èñòî÷íèêîì σ 6= 0

Íà �èñ. 99 � 107 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû

ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:

λ0 = 10−6; Φ(0) = 5 · 10−7; q = 0.01; ψ0 = 2 · 106.

�èñ. 99. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïîòåíöèàëà

log10 Φ.
�èñ. 100. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïðîèçâîä-

íîé ïîòåíöèàëà log10 Z = log10 Φ̇.
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VIII.9. Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí

�èñ. 101. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ìàñøòàá-

íîé �óíêöèè log10 Λ(t).
�èñ. 102. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà òåìïåðà-

òóðû log10 θ(t).

�èñ. 103. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà õèìè÷å-

ñêîãî ïîòåíöèàëà log10 µ(t).
�èñ. 104. Ýâîëþöèÿ êîý��èöèåíòà áàðî-

òðîïû κ.

�èñ. 105. Ýâîëþöèÿ èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω.
�èñ. 106. �ðà�èê �óíêöèè m∗

st
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

�èñ. 107. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ý��åêòèâíîé ìàññû

log10m∗.

Íà ïðèâåäåíûõ âûøå ãðà�èêàõ ìîæíî îáíàðóæèòü ñëåäóþùèå çàêîíîìåð-

íîñòè:

1. Íà ýòàïå ðîñòà Z = Φ̇ (t > 108) íàáëþäàåòñÿ îäíîâðåìåííûé ðîñò õèìè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ è ïàäåíèå òåìïåðàòóðû θ

2. Ñ ìîìåíòà ìàêñèìóìà Z è îäíîâðåìåííîãî ìàêñèìóìà óñêîðåíèÿ Ω è

ý��åêòèâíîé ìàññû ñêàëÿðíîãî ïîëÿ m∗s (t ≈ 3 · 109) õèìè÷åñêèé ïî-

òåíöèàë ñòàíîâèòñÿ ïðèáëèæåííî ïîñòîÿííûì, à òåìïåðàòóðà íà÷èíàåò

ðàñòè, âñå-òàêè, îñòàâàÿñü ìàëîé.

3. Òàêèì îáðàçîì, â öåëîì, ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ Ôåðìè - ñèñòåìû ðàñòåò

ñî âðåìåíåì.

VIII.9.2 Ñëó÷àé ìàññèâíîãî �àíòîìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ms 6= 0)

ñ èñòî÷íèêîì σ 6= 0

Íà �èñ. 108 � 115 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû

ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: ms = 10−6, λ0 = 10−7, Φ(0) = 5 ·10−8. Æèðíàÿ

ëèíèÿ � q = 1, ψ0 = 2 · 107; òîíêàÿ ëèíèÿ � q = .1, ψ0 = 2 · 108; ñðåäíå
- ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � q = .01, ψ0 = 2 · 109; ìåëêî - ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ �

q = .001, ψ0 = 2 · 1010.
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�èñ. 108. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïîòåíöèà-

ëà log10 Φ.
�èñ. 109. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ïðîèçâîä-

íîé ïîòåíöèàëà log10 Z = log10 Φ̇.

�èñ. 110. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà òåìïåðà-

òóðû log10 θ(t).
�èñ. 111. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà õèìè÷å-

ñêîãî ïîòåíöèàëà log10 µ(t).

�èñ. 112. Ýâîëþöèÿ êîý��èöèåíòà áàðî-

òðîïû κ.
�èñ. 113. Ýâîëþöèÿ èíâàðèàíòíîãî êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω.
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�ëàâà VIII. Êîñìîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

�èñ. 114. �ðà�èê �óíêöèè m∗

st
�èñ. 115. Ýâîëþöèÿ ëîãàðè�ìà ý��åêòèâ-

íîé ìàññû log10m∗.

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ âûÿâèëè ñëåäóþùèå çàêîíîìåð-

íîñòè êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì �åðìèîíîâ ñ �àí-

òîìíûì ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì.

1. Â ïðîöåññå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè â òàêèõ ñèñòåìàõ îáÿçàòåëüíî

âîçíèêàþò âñïëåñêè óñêîðåíèÿ Ω, êîòîðûå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü òðå-

ìÿ ïàðàìåòðàìè: ìîìåíòîì âðåìåíè ìàêñèìóìà âñïëåñêà tm, ïîëóøèðè-
íîé âñïëåñêà ∆t è âûñîòîé h âñïëåñêà â ìàêñèìóìå.

2. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñ �àíòîìíûì ñêàëÿðíûì âçàèìî-

äåéñòâèåì îáíàðóæèâàþò òåíäåíöèþ ê îáðàçîâàíèþ óñòîé÷èâûõ ðåæè-

ìîâ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì (ýòàïîâ êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè) Ω =

−1 (κ = 1/3, óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîå ñîñòîÿíèå), Ω = −1/2 (κ = 0, íåðå-
ëÿòèâèñòñêîå ñîñòîÿíèå) è Ω = 1 (κ = −1, èí�ëÿöèîííîå, âàêóóìíîå
ñîñòîÿíèå).

3. Äèíàìè÷åñêèå îñîáåííîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ �àíòîìíûì ñêàëÿð-

íûì âçàèìîäåéñòâèåì ñëàáî çàâèñÿò îò òèïà ñòàòèñòèêè ñèñòåì ÷àñòèö

[106℄.

4. ×åòêî âûÿâëÿþòñÿ 4 ðàçëè÷íûõ òèïà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ êîñ-

ìîëîãè÷åñêèõ ñöåíàðèåâ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ÷àñòèö ñ �àíòîì-

íûì ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû

(�óíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò è íà÷àëüíûõ óñëîâèé):
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• 1-é òèï. Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ñòàðò →
âñïëåñê óñêîðåíèÿ → èí�ëÿöèîííàÿ ñòàäèÿ (�èñ. 116). Ýòîò ñöå-

íàðèé îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìèíèìàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

(σ = 0→ q = 0) ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ms 6= 0).

�èñ. 116. Ïåðâûé òèï êîñìîëîãè÷åñêîãî ñöåíàðèÿ.

Ýòîìó ñöåíàðèþ îòâå÷àþò ñëåäóþùèå õàðàêòåðíûå ïàðàìåòðû: tm ∼
10−1÷ 103; ∆t ∼ 2; h ∼ 10, ò.å., ðàííèé âñïëåñê óñêîðåíèÿ è ðàííèé

ïåðåõîä íà èí�ëÿöèîííóþ ñòàäèþ.

• 2-é òèï. Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ñòàðò →
âñïëåñê óñêîðåíèÿ→ íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ñòàäèÿ (�èñ. 117). Ýòîò ñöå-

íàðèé îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ íåìèíèìàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

(σ 6= 0→ q 6= 0) è áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ms = 0).

�èñ. 117. Âòîðîé òèï êîñìîëîãè÷åñêîãî ñöåíàðèÿ.

Äëÿ ýòîãî ñöåíàðèÿ õàðàêòåðíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: tm ∼ 106 ÷
109; ∆t ∼ 106; h ∼ 10, ò.å., äîñòàòî÷íî äëèòåëüíûé ïðîìåæóòî÷íûé

ýòàï ñâåðõóñêîðåíèÿ ñ îêîí÷àòåëüíûì ïåðåõîäîì íà íåðåëÿòèâèñò-

ñêóþ ñòàäèþ.
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• 3-é òèï. Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ñòàðò→ ïëàâíûé ïåðåõîä íà íåðå-

ëÿòèâèñòñêóþ ñòàäèþ→ íåáîëüøîé âñïëåñê óñêîðåíèÿ→ èí�ëÿöè-

îííàÿ ñòàäèÿ (�èñ. 118). Ýòîò ñöåíàðèé îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ

íåìèíèìàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (σ 6= 0 → q 6= 0) è ìàññèâíîãî

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ms 6= 0).

�èñ. 118. Òðåòèé òèï êîñìîëîãè÷åñêîãî ñöåíàðèÿ.

Äëÿ ýòîãî ñöåíàðèÿ õàðàêòåðíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: t1 ∼ 102

(âðåìÿ ñìåíû óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè íà íåðåëÿòèâèñòñêóþ

ñòàäèþ); ∆τ = 103 ÷ 108 (äëèòåëüíîñòü íåðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè),

tm ∼ 102 ÷ 109 ÷ 109, h ∼ 2÷ 3, ∆t ∼ 106 ÷ 108.

• 4-é òèï. Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ñòàðò → íåáîëüøîé âñïëåñê óñêî-

ðåíèÿ → íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ñòàäèÿ → ïåðåõîä íà èí�ëÿöèîííóþ

ñòàäèÿ (�èñ. 119). Ýòîò ñöåíàðèé òàêæå îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ

íåìèíèìàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (σ 6= 0 → q 6= 0) è ìàññèâíîãî

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ms 6= 0).

�èñ. 119. ×åòâåðòûé òèï êîñìîëîãè÷åñêîãî ñöåíàðèÿ.

Äëÿ ýòîãî ñöåíàðèÿ õàðàêòåðíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: tm ∼ 102 ÷
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106÷109, t1 ∼ 102÷106 (íà÷àëî íåðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè); ∆τ ∼ 107

(äëèòåëüíîñòü íåðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè), h ∼ 0.5.

5. Ñàìûå áîëüøèå è âìåñòå ñ òåì ïîçäíèå âñïëåñêè êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêî-

ðåíèÿ (ïîðÿäêà Ω ∼ 102 è äàæå áîëüøèå)

14

âî âðåìåíà tm ∼ 105 ÷ 109

ïðèñóùè êîñìîëîãè÷åñêîìó ñöåíàðèþ 1-ãî òèïà.

Îòìåòèì, ÷òî, �àêòè÷åñêè, âñå ðàññìîòðåííûå âûøå ÿâëåíèÿ èìåþò ìåñòî

áûòü íà ïîñòïëàíêîâñêèõ âðåìåíàõ, êîãäà íåîáõîäèìîñòü êâàíòîâàíèÿ ãðà-

âèòàöèè èñ÷åçàåò. Çàìåòèì, ÷òî êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [81℄), ñîãëàñíî

ñîâðåìåííûì íàáëþäåíèÿì äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì ãîðèçîíòà è ïëîñêîñòíîñòè

âñåëåííîé äîñòàòî÷íà äëèòåëüíîñòü èí�ëÿöèè 10−42 ÷10−9 s (ñì., íàïðèìåð,
[81℄), ò.å., äîñòàòî÷íà ïîñëåïëàíêîâñêàÿ èí�ëÿöèÿ t ∼ 10 ÷ 1024 â ïëàíêîâ-

ñêèõ ìàñøòàáàõ âðåìåíè. Â ýòè ìàñøòàáû óêëàäûâàþòñÿ äàæå äëèòåëüíî-

ñòè âñïëåñêîâ êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ. Äàëåå îòìåòèì î÷åíü âàæíûé

�àêò, âûÿâëåííûé â äàííîì èññëåäîâàíèè. Â õîäå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè

åñòåñòâåííî îáðàçóþòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèå ýòàïû, êàê ðàííèå (3-é òèï ñöåíà-

ðèÿ), òàê ïðîìåæóòî÷íûå (÷åòâåðòûé òèï ñöåíàðèÿ) è êîíå÷íûå (2-é òèï

ñöåíàðèÿ). Ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ ýòàïîâ äàñò âîçìîæíîñòü ðàçâèòèÿ ãðàâèòà-

öèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçîâàíèå êîñìè÷åñêîé ñòðóêòó-

ðû. Ïðè ýòîì 2-é è 4-é òèïû ñöåíàðèÿ îãðàíè÷èâàþò ñâåðõó è ñíèçó ìàñøòàá

íåóñòîé÷èâûõ ìîä kt > 1. Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ìîäåëè ñ ìåæ÷àñòè÷íûì

�àíòîìíûì ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì, ïî-âèäèìîìó, âîçìîæíî ñîçäàíèå

áîëåå ïîëíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, ñïîñîáíîé îïèñàòü îñíîâíûå íàáëþ-

äàòåëüíûå äàííûå.

14
Â ðàáîòå [106℄ ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû âñïëåñêîâ êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ äî Ω ∼ 108 ÷ 1010.
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�ëàâà IX

Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ

íåñèììåòðè÷íîé áîëüöìàíîâñêîé

ïëàçìû ñ ìåæ÷àñòè÷íûì êëàññè÷åñêèì

ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì

IX.1 Ââåäåíèå

Â 1982 � 1983 ãã Àâòîðîì áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïðèíöèïû ðåëÿòè-

âèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì âçàèìî-

äåéñòâèåì [6℄ � [60, 117℄, à òàêæå [76℄. Âòîðîå äûõàíèå êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì ïîëó÷èëà â íà÷àëå 2000-õ ãîäîâ â ñâÿçè ñ îáíàðó-

æåíèåì óñêîðåíèÿ Âñåëåííîé [118, 102℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè, áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå ñèñòåìû ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ êëàñ-

ñè÷åñêèì ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì ìîãóò îáåñïå÷èòü óñêîðåíèå Âñåëåí-

íîé. Â ïîñëåäóþùåé ñåðèè ðàáîò îäíîãî èç Àâòîðîâ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

ðåëÿòèâèñòñêèõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì

áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé �àíòîìíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé

1

[61, 119℄, [62, 120℄,

[63, 121℄, [64℄, [66℄, [65℄, à çàòåì � íà ñëó÷àé îòðèöàòåëüíûõ ý��åêòèâíûõ

ìàññ ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö [101℄, [67℄.

Îñîáåííîñòüþ ñêàëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåìåíòàðíûìè ÷àñòèöàìè

ÿâëÿåòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, âîçìîæíîñòü ïðÿìîãî âëèÿíèå ïîòåíöèàëà ñêà-

ëÿðíîãî ïîëÿ Φ íà ý��åêòèâíóþ ìàññó ÷àñòèöû m∗ ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî

�óíäàìåíòàëüíîãî ñêàëÿðíîãî çàðÿäà q. Ïðè ýòîì ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàç-

1
Ïîä �àíòîìíûìè ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè ìû áóäåì ïîíèìàòü ñêàëÿðíûå ïîëÿ ñ îòðèöàòåëüíîé êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèåé, ïðè÷åì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èìåííî �èçè÷åñêèå ïîëÿ, èíäèâèäóàëüíî âçàèìî-

äåéñòâóþùèå ñ êàæäûì òèïîì ÷àñòèö, à íå òàê íàçûâàåìûå, äèëàòîííûå, èëè àíàëîãè ñêàëÿðíûõ ïîëåé,

âîçíèêàþùèå â òåîðèÿõ ñ êîñìîëîãè÷åñêèì ÷ëåíîì èëè â òåîðèÿõ ãðàâèòàöèè f(R).
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IX.1. Ââåäåíèå

ëè÷íûå âàðèàíòû òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ñëåäóþùèå èç ìèêðîêàíîíè÷åñêèõ

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è íåïðîòèâîðå÷èâî âñòðàèâàìûå â ñòðóêòóðó ìàêðîñêî-

ïè÷åñêîé ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè:

m∗ = |qΦ| � ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàññà; (IX.1)

m∗ = qΦ � ñèììåòðè÷íàÿ çíàêîçàâèñèìàÿ ìàññà; (IX.2)

m∗ = |m0 + qΦ| � íåñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàññà; (IX.3)

m∗ = m0 + qΦ � íåñèììåòðè÷íàÿ çíàêîçàâèñèìàÿ ìàññà, (IX.4)

ãäå m0 � íåêîòîðàÿ ãîëàÿ (çàòðàâî÷íàÿ) ìàññà. Â ðàáîòàõ [105℄, [105℄, [67℄,

[104℄ áûëî ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè

ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ÷àñòèö, êàê ñ �àíòîìíûì, òàê è êëàññè÷åñêèì, ñêà-

ëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì äëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íîãî ñêàëÿðíîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ. Ýòè èññëåäîâàíèÿ âûÿâèëè àíîìàëüíîå ïîâåäåíèå òàêèõ êîñìîëîãè-

÷åñêèõ ñèñòåì ñ �àíòîìíûì ñêàëÿðíûì ïîëåì, ïðîÿâëÿþùååñÿ â êîðîòêèõ

ãèãàíòñêèõ âñïëåñêàõ êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ

Êîíå÷íî, ñ òåîðåòè÷åñêîé çðåíèÿ íàèáîëåå èçÿùíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íûé âàðèàíò, â êîòîðîì, âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ ìåæäó

÷àñòèöàìè è àíòè÷àñòèöàìè, à, âî-âòîðûõ, ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèö ïîëíîñòüþ

îáúÿñíÿåòñÿ Õèããñîâûì ìåõàíèçìîì. Òåì íå ìåíåå, ðàññìîòðåíèå íåñèììåò-

ðè÷íîãî ñëó÷àÿ âûçâàíî íå òîëüêî àêàäåìè÷åñêèì èíòåðåñîì. Äåéñòâèòåëü-

íî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ñêàëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ áî-

ëåå �óíäàìåíòàëüíîãî óðîâíÿ, ÷åì ñòàíäàðòíûå, êîòîðûå, âîçìîæíî, ïðî-

ÿâëÿþòñÿ íà áîëåå ðàííèõ ñòàäèÿõ êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè. Â ýòîì ñëó-

÷àå ïîä m0 ìîæíî ïîíèìàòü ý��åêòèâíóþ ìàññó ÷àñòèöû, èíäóöèðîâàí-

íóþ ýòèìè ïîëÿìè. Ïðè òàêîì ïîäõîäå, âîçìîæåí, â ïðèíöèïå, è ñëó÷àé

m∗ = | ± m0 + qΦ|, êàê è m∗ = ±m0 + qΦ, ãäå çíàê ãîëîé ìàññû ïðîòè-

âîïîëîæåí ó ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö. Îáà ýòè ñëó÷àÿ îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ñèì-

ìåòðè÷íûõ ìîäåëåé. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì íåñèììåòðè÷íóþ çíàêîíå-

çàâèñèìóþ ìîäåëü (IX.3). �åçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [105℄,

[105℄, [104℄.
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IX.2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåñèììåòðè÷íîé ëîêàëü-

íî ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ñî ñêàëÿð-

íûì âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö

IX.2.1 Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû â óñëîâèÿõ òåðìîäèíàìè÷åñêî-

ãî ðàâíîâåñèÿ

Êàê îòìå÷àëîñü, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåñèììåòðè÷íîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñè-

ñòåìû ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà â ðàáîòàõ [61,

119℄, [62, 120℄, [63, 121℄, [64℄, [66℄, [65℄. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ýòîé

ìîäåëè äëÿ ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìû.

Â ñëó÷àå ëîêàëüíî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (ËÒ�) â ñîïóòñòâóþ-

ùåé ïëàçìå ñèñòåìå îòñ÷åòà

ui =
1√
g44

δi4 (IX.5)

áîëüöìàíîâñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

f 0
a = e

µa −
√
m2
a + p2

θ , (IX.6)

ãäå µa ≡ γaθ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, γa � ïðèâåäåííûé õèìè÷åñêèé ïî-

òåíöèàë, θ � ëîêàëüíàÿ òåìïåðàòóðà, ma ≡ m∗ � ý��åêòèâíàÿ ìàññà ÷àñòè-

öû, êîòîðóþ ìû áóäåì îïèñûâàòü �îðìóëîé (IX.3), ïîëàãàÿ äëÿ àíòè÷àñòèö

q̄ = −q, m̄ = m.2 Â óñëîâèÿõ ËÒ� âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷èñëà ÷àñòèö

nia =
2S + 1

(2π)3

∫

P

pifa(x, p)dP (IX.7)

è òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà ïëàçìû

T ikpl =
∑

a

2S + 1

(2π)3

∫

P

pipkfa(x, p)dP (IX.8)

èìåþò ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñòðóêòóðó:

nia = nau
i, (IX.9)

T ikpl = (Epl + Ppl)uiuk −Pplgik, (IX.10)

ãäå u1 � âðåìåíèïîäîáíûé åäèíè÷íûé âåêòîð ñêîðîñòè ïëàçìû, (u, u) = 1.

2
Íàä÷åðêíóòûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþò àíòè÷àñòèöàì.
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Àääèòèâíûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñêàëÿðû na, Ea,Pa, σa äëÿ ëîêàëüíî ðàâ-

íîâåñíîé ïëàçìû ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â îáùåì âèäå îïðåäåëåíû â

[60, 117, 76℄, äëÿ âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñèñòåìû â [118℄, äëÿ áîëüöìàíîâñêîé

ïëàçìû îíè íå îòëè÷àþòñÿ îò èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ðàâíîâåñ-

íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ [88℄ ñ ó÷åòîì çàìåíû m → m∗. Èñêëþ÷åíèå
ñîñòàâëÿåò ëèøü ïëîòíîñòü ñêàëÿðíîãî çàðÿäà, îïðåäåëåííàÿ óæå â ïåðâîé

ðàáîòå ïî ñòàòèñòè÷åñêèì ñèñòåìàì ñî ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì ñ ïîìî-

ùüþ ñëåäà òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö [6℄ è

ïîýòîìó òàêæå âûðàæàþùàÿñÿ ÷åðåç íèçøèå ìîìåíòû ýòîé �óíêöèè. Íèæå

ìû âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [105℄):

na =
2S + 1

π2
m3
a

K2(λa)

λa
eγa; (IX.11)

Epl =
∑

a

Ea =
1

2π2

∑

a

(2S + 1)m4
ae
γa

(
K3(λa)

λa
− K2(λa)

λ2a

)
; (IX.12)

Ppl =
∑

a

Pa =
1

2π2

∑

a

(2S + 1)m4
ae
γa
K2(λa)

λ2a
; (IX.13)

σ =
∑

a

σa =
∑

a

2S + 1

2π2
qa(m+ qaΦ)

3eγa
K1(λa)

λa
, (IX.14)

ãäå na � ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö ñîðòà ¾a¿, Epl � ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïëàçìû,
Ppl � äàâëåíèå ïëàçìû, σ � ïëîòíîñòü ñêàëÿðíîãî çàðÿäà, λa = ma/θ. Äàëåå,

Kn(z) =

√
πzn

2nΓ
(
n+ 1

2

)
∞∫

0

e−z ch t sh2n tdt (IX.15)

� �óíêöèè Áåññåëÿ ìíèìîãî àðãóìåíòà, Γ(z) � ãàììà - �óíêöèÿ (ñì., íàïðè-
ìåð, [48℄).

IX.2.2 Óñëîâèÿ õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

Â óñëîâèÿõ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ äîëæíà âûïîëíÿòü-

ñÿ ñåðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óñëîâèé õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ñîãëàñíî êîòîðûì

â êàæäîì êàíàëå ðåàêöèé ñóììû õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ñëåâà è ñïðàâà

äîëæíû ñîâïàäàòü. Ïîñêîëüêó ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ â ïëàçìå äîëæíû

ïðèñóòñòâîâàòü áåçìàññîâûå ÷àñòèöû (�îòîíû γ è íåéòðèíî ν), à òàêæå è

àíòè÷àñòèöû äëÿ êàæäîãî ñîðòà ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì
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ðàâíîâåñèè, äëÿ õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ýòèõ ÷àñòèö äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

ñîîòíîøåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [123℄):

γγ = γν = 0; γ̄ = −γ. (IX.16)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö ðàâíîâåñíûå ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷à-

ñòèö,

0
n, è ýíåðãèÿ,

0
ε, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî (ñì., íàïðèìåð, [123℄):

n0 =
∑

a

n0a =
ρ

2π2

∞∫

0

p2dp

epθ ± 1
=
ρθ3

π2
gnζ(3); (IX.17)

ε0 =
∑

a

ε0a =
ρ

2π2

∞∫

0

p3dp

epθ ± 1
=
ρπ2θ4

30
ge, (IX.18)

ãäå ρ = 2S + 1 � ñòàòèñòè÷åñêèé �àêòîð, ζ(z) � ζ - �óíêöèÿ �èìàíà, gn =
ge = 1 äëÿ áîçîíîâ, gn = 3/4, ge = 7/8 äëÿ �åðìèîíîâ.

Ïîýòîìó ê ïëîòíîñòè ýíåðãèè è äàâëåíèþ ïëàçìû â îáùåì áàëàíñå ýíåð-

ãèè íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè, E0, è äàâëåíèå, P0 = 1/3 E0,
áåçìàññîâûõ ÷àñòèö:

E0 = N
π2θ4

15
; (IX.19)

N =
1

2

(∑

B

(2S + 1) +
7

8

∑

F

(2S + 1)

)
, (IX.20)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì áåçìàññîâûì áîçîíàì (B) è �åðìèîíàì
(F ).

Äàëåå, ðàçíîñòü ïëîòíîñòåé ñêàëÿðíûõ çàðÿäîâ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö ðàâ-

íà:

∆n =
2S + 1

π2
qa

[
eγam3

a

K2(λa)

λa
− e−γam̄3

a

K2(λ̄a)

λ̄a

]
, (IX.21)

ãäå λ̄a = m̄a/θ. Ïîýòîìó çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñêàëÿðíîãî çàðÿäà â ñîïóòñòâóþ-
ùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååò âèä

3

:

∂

∂t

{√
−g
g44

∑

a

2S + 1

π2
qa

[
eγam3

a

K2(λa)

λa
− e−γam̄3

a

K2(λ̄a)

λ̄a

]}
= 0. (IX.22)

3∆n4 = ∆nu4 = 1/
√
g44∆n
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Â ñèììåòðè÷íîé ìîäåëè m̄a = ma, λ̄a = λa, ïîýòîìó âûðàæåíèå â êâàäðàò-

íûõ ñêîáêàõ (IX.21) è (IX.22) îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì shγa, áëàãîäà-

ðÿ ÷åìó ìîäåëü çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ. Â ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íîé ìîäåëè

âçàèìîäåéñòâèÿ ýòî íå òàê. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïëàçìû, ñîäåðæàùåé òîëüêî

îäèí ñîðò ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñêàëÿðíîãî çàðÿ-

äà (IX.22) ïðèìåò âèä:

√
− g

g44

2S + 1

π2

[
eγm3

∗
K2(λ∗)

λ∗
− e−γm̄3

∗
K2(λ̄∗)

λ̄∗

]
=

√
− g

0

g044
∆n0, (IX.23)

ãäå g0ik ≡ gik(t0, x
1, x2, x3) � ìåòðèêà íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Êîøè Σ : t = t0

â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà, g0 � îïðåäåëèòåëü ýòîé ìåòðèêè, ∆n0 ≡
∆n(t0, x

1, x2, x3) � ðàçíîñòü ïëîòíîñòè ÷èñëà ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è
àíòè÷àñòèö íà ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, òàê ÷òî

Q = q

∫

Σ

∆n
√−gd3x = Const (IX.24)

åñòü ïîëíûé ñîõðàíÿþùèéñÿ ñêàëÿðíûé çàðÿä.

IX.2.3 Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü

�àññìîòðèì ñàìîñîãëàñîâàííóþ ìîäåëü ñàìîãðàâèòèðóþùåé ñêàëÿðíî çà-

ðÿæåííîé áîëüöìàíîâñêîé ïëàçìû äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî - ïëîñêîé ìîäåëè

Ôðèäìàíà:

ds2 = dt2 − a2(t)(dx2 + dy2 + dz2). (IX.25)

Â ýòîì ñëó÷àå âñå �óíêöèè çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóê-

òóðà òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, à, âìåñòå ñ íèì, è ñóì-

ìàðíîãî òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà ñîâïàäàþò ñ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà èäåàëüíîé æèäêîñòè:

T iks = (E + P)vivk − Pgik, (IX.26)

ãäå

E = Es + Epl; P = Ps + Ppl (IX.27)
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� ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïëàçìû è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ;

Es =
1

8π
(Φ̇2 +m2

sΦ
2); (IX.28)

Ps =
1

8π
(Φ̇2 −m2

sΦ
2), (IX.29)

ïðè÷åì

Es + Ps =
1

4π
Φ̇2. (IX.30)

Óðàâíåíèå êëàññè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ îòòàëêèâàíèåì îäíîèìåííî çà-

ðÿæåííûõ ÷àñòèö, â ìåòðèêå (IX.25) ïðèíèìàåò âèä:

Φ̈ + 3
ȧ

a
Φ +m2

sΦ = −4πσ(t), (IX.31)

ãäå ms � ìàññà êâàíòîâ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Êðîìå òîãî, ñþäà íåîáõîäèìî äîáà-

âèòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè - èìïóëüñà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì

èíòåãðàëüíûì ñëåäñòâèåì êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

Ėpl + 3
ȧ

a
(Epl + Ppl) = σΦ̇; (IX.32)

Åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïðèìåò âèä:

3
ȧ2

a2
= 8πE , (IX.33)

Ê ýòèì óðàâíåíèÿì íåîáõîäèìî äîáàâèòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñêàëÿðíîãî çàðÿ-

äà (IX.23), êîòîðûé â ìåòðèêå Ôðèäìàíà (IX.25) ïðèìåò âèä:

a3
2S + 1

π2

[
eγm3

∗
K2(λ∗)

λ∗
− e−γm̄3

∗
K2(λ̄∗)

λ̄∗

]
= ∆n0, (IX.34)

ãäå ìû ïîëîæèëè, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîáîäîé âûáîðà ìàñøòàáà,

a(t0) = 1. (IX.35)

Ââåäåì äàëåå äëÿ óäîáñòâà ðàâíîâåñíóþ ïëîòíîñòü �îòîíîâ â ìîìåíò âðåìå-

íè t0:

n0γ (0) = n0γ(t0) =
2ζ(3)

π2
θ30, (IX.36)
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ãäå θ0 = θ(t0) è áåçðàçìåðíóþ êîíñòàíòó � îòíîñèòåëüíóþ ïëîòíîñòü ñêàëÿð-

íîãî çàðÿäà íà ýòîò ìîìåíò âðåìåíè:

δn0 ≡
∆n0
n0γ (0)

⇒ ∆n0
a3

= δn0
2ζ(3)

π2

(
θ0
a

)3

. (IX.37)

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (IX.34) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ îòíîñèòåëüíî ïðèâåäåííîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíî çàðÿæåí-

íûõ ÷àñòèö (â äàëüíåéøåì ìû ïîëàãàåì 2S + 1 = 2):

eγm3
∗
K2(λ∗)

λ∗
− e−γm̄3

∗
K2(λ̄∗)

λ̄∗
= δn0ζ(3)

(
θ0
a

)3

, (IX.38)

ðåøàÿ êîòîðîå ñ ó÷åòîì exp(γ) > 0, íàéäåì:

eγ =
1

2θ(m+ qΦ)2K2(λ∗)

[
δ +

√
δ2 + 4(m2 − q2Φ2)2θ2K2(λ∗)K2(λ̄∗)

]
,(IX.39)

ãäå

δ ≡ δn0ζ(3)θ̄
3. (IX.40)

è

θ̄(t) =
θ0
a

(IX.41)

� òåìïåðàòóðà íåêîòîðîé èäåàëüíîé áåçìàññîâîé ðåëèêòîâîé êîìïîíåíòû.

Çàìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ (IX.38) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå

äëÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äëÿ àíòè÷àñòèö ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé δ →
−δ, m∗ ↔ m̄∗, λ∗ ↔ λ̄∗:

e−γ =
1

2θ(m− qΦ)2K2(λ̄∗)

[
−δ +

√
δ2 + 4(m2 − q2Φ2)2θ2K2(λ∗)K2(λ̄∗)

]
,(IX.42)

� ïðè ýòîì âûðàæåíèå ïîä êîðíåì íå èçìåíÿåòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñâîéñòâî

èíâàðèàíòíîñòè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íåïîñðåäñòâåííî íà õèìè÷åñêèå ïîòåí-

öèàëû ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö µ, µ̄.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû îïðåäåëÿþòñÿ òðå-

ìÿ ñêàëÿðíûìè �óíêöèÿìè Φ(t), θ(t), θ̄(t) èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, Φ(t), θ(t), a(t).

Íà ýòè æå �óíêöèè èìååì 3 îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ:

óðàâíåíèå ïîëÿ (IX.31), çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (IX.32) è óðàâíåíèå Ýéí-

øòåéíà (IX.33). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùåé ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-

äåëü êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ êëàññè÷åñêèì ñêà-

ëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì.
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�ëàâà IX. Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ íåñèììåòðè÷íîé áîëüöìàíîâñêîé ïëàçìû

IX.3 Ýíåðãåòè÷åñêèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû

IX.3.1 Ïîëíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè

Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ¾Ñêàëÿðíîå ïîëå + Ñêà-

ëÿðíî çàðÿæåííûå ÷àñòèöû + Ôîòîíû¿ îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé:

E = Es + Eγ + Epl =
1

8π

(
Φ̇2 +m2

sΦ
2
)
+N

π2

15
θ4+

+
θ

2π2

[(
λ∗K3(λ∗)

K2(λ∗)
− 1

)(
δ +

√
δ2 + 4(m2 − q2Φ2)2θ2K2(λ∗)K2(λ̄∗)

)
+

(
λ̄∗K3(λ̄∗)

K2(λ̄∗)
− 1

)(
−δ +

√
δ2 + 4(m2 − q2Φ2)2θ2K2(λ∗)K2(λ̄∗)

)]
. (IX.43)

�àññìîòðèì ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Êîøè t = t0,

êîãäà

θ(t0) = θ0; δ = δn0ζ(3)θ
3
0. (IX.44)

Çàïèøåì ýòó âåëè÷èíó êàê �óíêöèþ ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è åãî âðå-

ìåííîé ïðîèçâîäíîé:

E0 = K(Φ̇) + U(Φ) + Const, (IX.45)

ãäå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ K(Φ̇) ðàâíà:

K(Φ̇) =
1

8π
Φ̇2; (IX.46)

ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U(Φ) ðàâíà:

U(Φ) =
m2
s

8π
Φ2 +

δζ(3)θ40
2π2

×
[(

λ0∗K3(λ
0
∗)

K2(λ0∗)
− 1

)(
1 +

√

1 + 4
(m2 − q2Φ2)2K2(λ0∗)K2(λ̄0∗)

δ2ζ2(3)θ40

)

+

(
λ̄0∗K3(λ̄

0
∗)

K2(λ̄0∗)
− 1

)(
−1 +

√

1 + 4
(m2 − q2Φ2)2K2(λ0∗)K2(λ̄0∗)

δ2ζ2(3)θ40

)]
,(IX.47)

è ïîñòîÿííàÿ äîáàâêà ðàâíà:

Const = N
π2

15
θ40, (IX.48)
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IX.3. Ýíåðãåòè÷åñêèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû

à

λ0∗ =
|m+ qΦ|

θ0
; λ̄0∗ =

|m− qΦ|
θ0

(IX.49)

îáðàòíàÿ ïðèâåäåííàÿ òåìïåðàòóðà.

IX.3.2 Ýíåðãåòè÷åñêèé àíàëèç

Ïðîâåäåì ýíåðãåòè÷åñêèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò åå

�àçîâûõ êîîðäèíàò Φ, Φ̇, îòáðàñûâàÿ ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå.

1. Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ U(Φ) åñòü ÷åòíàÿ �óíêöèÿ Φ:

U(−Φ) = U(Φ). (IX.50)

2. Ïðè Φ = 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà:

U(0) ≡ U0(θ0, δn) = m4δζ(3)

λ40π
2

(
λ0K3(λ0)

K2(λ0)
− 1

)
×

(
1 +

√

1 + 4
λ40K

2
2(λ0)

δ2ζ2(3)

)
, (IX.51)

ãäå

λ0 =
m

θ0
. (IX.52)

3. U0(θ0) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé θ0:

d

dθ0
U0(θ0) > 0 (IX.53)

è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé δ:

d

dδ
U0(δ) > 0 (IX.54)

4. Ïðè θ0 →∞:

U(Φ, θ0→∞) =
m2
s

8π
Φ2 +

3δζ(3)θ40
π2

√
1 +

16

δ2ζ2(3)
, (→∞). (IX.55)
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5. θ0 → 0:

U(Φ, θ0→ 0) =
m2
s

8π
Φ2 +

δζ(3)θ30
2π2

(m∗ + m̄∗), (→ m2
s

8π
Φ2). (→∞).(IX.56)

6. Ïðè Φ→∞:

U(Φ→∞, θ0) =
m2
s

8π
Φ2 +

δζ(3)θ30
π2

|qΦ|, (→∞). (IX.57)

� òàêèì îáðàçîì è ïðè θ0 → ∞ è ïðè Φ → ∞ ãðà�èê ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè âåäåò ñåáÿ êâàäðàòè÷íàÿ ïàðàáîëà.

7. Ïðè m→ 0:

U(Φ) =
m2
s

8π
Φ2 +

δζ(3)θ40
π2

(
λK3(λ)

K2(λ)
− 1

)√

1 + 4
q4Φ4K2

2(λ)

δ2ζ2(3)θ40
, (IX.58)

ãäå

λ =
|qΦ|
θ0

.

Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (IX.58) ïðè Φ→ 0 ñòðåìèòñÿ ê
ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ, áîëüøåìó 1, à ïðè Φ→∞ � ê åäèíèöå.

8. Íà èíòåðâàëàõ Φ ∈ (+0,+∞) è Φ ∈ (−∞,−0) ïðè θ0 6= 0 ïîòåíöèàëü-

íàÿ ýíåðãèÿ ìîæåò èìåòü ìèíèìóìû. Òàêèì îáðàçîì, ãðà�èê �óíêöèè

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïîäîáåí ãðà�èêó ïàðàáîëû 4-ãî ïîðÿäêà.

IX.3.3 �ðà�èêè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

Âñþäó, ãäå íå ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà, çíà÷åíèÿ îñ-

òàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ðàâíû:ms = 0.001, m = 0.1, q = 0.1, δn0 = 0.001, θ0 = 1.
Íà �èñ. 120, 121 âèäíî ÷òî â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ (IX.57) ñ óìåíüøåíèåì òåìïå-

ðàòóðû ãðà�èê ñòðåìèòñÿ çàíÿòü ïðåäåëüíóþ �îðìó ïàðàáîëû â çàâèñèìî-

ñòè îò òåìïåðàòóðû ïëàçìû. Ïî óìîë÷àíèþ, âñþäó, ãäå íå ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà, ýòè çíà÷åíèÿ ðàâíû: ms = 0.001, m = 0.1, q =
0.1, δn0 = 0.001, θ = 0.78.
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�èñ. 120. Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè, U(Φ), îò òåìïåðàòóðû, θ0. Ñíèçó �

âåðõ: θ0 = 0.3; 1; 2; 3.

�èñ. 121. Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè, U(Φ), îò òåìïåðàòóðû, θ0. Ñíèçó �

âåðõ: θ0 = 0.1, 0.5, 0.7, 0.9.

�èñ. 122. Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè, U(Φ), îò çàòðàâî÷íîé ìàññû, m.

Ñâåðõó � âíèç: m = 0; 0.001; 0.1; 1. Òðè ïåðâûå
ãðà�èêà ñëèâàþòñÿ â òî÷êå Φ = 0

�èñ. 123. Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè, U(Φ), îò âåëè÷èíû ñêàëÿðíîãî

çàðÿäà ÷àñòèö çàðÿäà, q. �ðà�èêè ñ íàè-

áîëüøåé ïîëóøèðèíîé â öåíòðàëüíîì ïèêå

ñîîòâåòñòâóþò ìåíüøèì çíà÷åíèÿì çàðÿäà,

ñ íàèìåíüøåé ïîëóøèðèíîé � áîëüøèì

çíà÷åíèÿì çàðÿäà: q = 0.01, 0.1, 0.5.

�èñ. 124. Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè, U(Φ), îò îòíîñèòåëüíîé äîëè

èçáûòêà ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö

íàä àíòè÷àñòèöàìè, δ. Ñíèçó � ââåðõ:

δ = 0.01, 0.02, 0.03. Ïðè δ → 0 âñå ãðà�èêè

ñëèâàþòñÿ ñ íèæíèì.

�èñ. 125. Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëü-

íîé ýíåðãèè, U(Φ), îò ìàññû êâàíòîâ

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, µ. Ñíèçó - ââåðõ:

µ = 0.000001, 0.0005, 0.001.

211



�ëàâà IX. Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ íåñèììåòðè÷íîé áîëüöìàíîâñêîé ïëàçìû

Õàðàêòåðíûé âèä çàâèñèìîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U(Φ) ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î òîì, ÷òî â õîäå ýâîëþöèè ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñèììåòðèÿ ñèñòåìû îò-

íîñèòåëüíî Φ = 0 ìîæåò íàðóøàòüñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñèñòåìà îêàæåòñÿ

ëèáî â ëåâîé, ëèáî ïðàâîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñ ñèììåòðè÷íûìè çíà÷åíèÿìè

ìèíèìóìà Φ = Φ∓ = ∓Φmin, ÷åìó áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü çà�èêñèðîâàííûå

ìàññû ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö m∗ = (m − qΦmin), m̄∗ = (m + qΦmin) (íàðóøå-
íèå ñèììåòðèè âëåâî) èëè m∗ = (m+ qΦmin), m̄∗ = (m− qΦmin) (íàðóøåíèå

ñèììåòðèè âïðàâî). Ýòè ïåðåõîäû èç íà÷àëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ

â àíòèñèììåòðè÷íîå ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóòè, �àçîâûìè ïåðåõîäàìè âòîðîãî ðîäà.

IX.3.4 Ñêàëÿðíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà

�àññìîòðèì çàâèñèìîñòü ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà îò çíà÷åíèé ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëè � �óíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò: m, q, δn0; è òåìïåðàòóðû: θ:

σ =
qθ

π2
(
m∗(m+ qΦ)K1(λ∗)e

γ − m̄∗(m− qΦ)K1(λ̄∗)e
−γ) . (IX.59)

Äàëåå âñþäó, ãäå íå ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà, ðàâíû

çíà÷åíèÿì: m = 0.1, q = 0.1, δn0 = 0.001, θ = 0.78; ìåëêî-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ

ñîîòâåòñòâóåò ìàëûì çíà÷åíèÿì.

�èñ. 126. Çàâèñèìîñòü ñêàëÿðíîé ïëîò-

íîñòè çàðÿäà îò òåìïåðàòóðû, θ, � θ =
0.3; 0.5; 0.7.

�èñ. 127. Çàâèñèìîñòü ñêàëÿðíîé ïëîòíî-

ñòè çàðÿäà îò ìàññû ÷àñòèö, m, � m =
0.001; 1; 2.
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IX.4. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè

�èñ. 128. Çàâèñèìîñòü ñêàëÿðíîé ïëîòíî-

ñòè çàðÿäà îò çàðÿäà ÷àñòèö, q; q = 0.1; 0.5; 1.
�èñ. 129. Çàâèñèìîñòü ëîãàðè�ìà ñêàëÿð-

íîé ïëîòíîñòè çàðÿäà îò δ; δ = 0.1; 0.5; 1.

IX.4 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþ-

öèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî óñå÷åííóþ êîñìîëîãè÷åñêóþ ìî-

äåëü, îñíîâàííóþ íà ñîîòíîøåíèè:

θ̄ = θ (IX.60)

â �îðìóëå äëÿ îòíîñèòåëüíîé äîëè ñêàëÿðíûõ çàðÿäîâ (IX.40), ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóåò ÷èñòî óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ïëàçìå.

IX.4.1 Çàäà÷à Êîøè

Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (IX.31), (IX.33), (IX.32) íåîáõî-

äèìî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ âåëè÷èí a(t0),Φ(t0), Φ̇(t0), θ(t0). Áóäåì

ïîëàãàòü â äàëüíåéøåì:

t0 = 0; a(0) = 1; Φ̇(0) = 0. (IX.61)

Â êîñìîëîãè÷åñêîì ñöåíàðèè, ñîîòâåòñòâóþùåì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (IX.61),

â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ îáðàùàåòñÿ

â íóëü, à óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðèíèìàåò âèä:

Ps(0) + Es(0) = 0. (IX.62)

Çàìåòèì, ÷òî âûáîð íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 ïðîèçâîëåí, à âòîðîå

èç óñëîâèé (IX.62) �àêòè÷åñêè îïðåäåëÿåò ëèøü åäèíèöó ìàñøòàáà è âñå-

ãäà ðåàëèçóåìî. Ïîýòîìó, �àêòè÷åñêè, íåîáõîäèìî çàäàòü ëèøü íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè Φ(0) è òåìïåðàòóðû ïëàçìû θ(0). Îä-
íàêî, çàäàíèå â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðàçìåðíûõ �óíêöèé θ0 è Φ0 íå
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�ëàâà IX. Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ íåñèììåòðè÷íîé áîëüöìàíîâñêîé ïëàçìû

î÷åíü óäîáíî äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Âìåñòî íèõ ìû çàäàäèì äâå

áåçðàçìåðíûå ñêàëÿðíûå �óíêöèè, èìåþùèå ÿâíûé �èçè÷åñêèé ñìûñë:

κpl(t) =
Ppl(t)
Epl(t)

⇒ κ
0
pl = κpl(0); ∈ [0, 1/3); (IX.63)

ηS =
ES(t)
Epl(t)

⇒ η0S = ηS(0); ∈ (−∞,+∞). (IX.64)

Çàäàâàÿ îòíîøåíèå κ
0
pl, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü θ0, à çàäàâàÿ çàòåì η0S, ìû

ìîæåì îïðåäåëèòü Φ0. Ââåäåì òàêæå íåîáõîäèìûå äëÿ àíàëèçà áåçðàçìåðíûå

ñêàëÿðíûå �óíêöèè κ(E):
P = κ(E)E ⇒ (Ps + Ppl) = κ(E)(Es + Epl) (IX.65)

� ñóììàðíûé êîý��èöèåíò áàðîòðîïû è Ω(E):

Ω =
aä

ȧ2
= −1

2
(1 + 3κ) (IX.66)

� èíâàðèàíòíîå êîñìîëîãè÷åñêîå óñêîðåíèå. Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à îïðå-

äåëÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ íåçàâèñèìûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè � íåèçìåíÿåìûìè

âòîðûì è òðåòüèì óñëîâèÿìè (IX.61), èçìåíÿåìûìè (IX.63) è (IX.64), à òàêæå

òðåìÿ ïàðàìåòðàìè � �óíäàìåíòàëüíûìè êîíñòàíòàìè: m, q,ms, δn0. Òàêèì
îáðàçîì, â çàäà÷å 6 ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

IX.4.2 �àçìåðíîñòü �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí

Èç îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíîé ìàññû, à òàêæå èç îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè

ýíåðãèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñëåäóåò ðàçìåðíîñòü ýòèõ âåëè÷èí â åäèíèöàõ êîìï-

òîíîâñêîé äëèíû

[t] = l/c→ ℓ; [m] = [µ] = ~/lc→ ℓ−1;[
E
]
→ ℓ−4;

[
Φ
]
= [m] = [µ]→ ℓ−1; [q]→ 1. (IX.67)

Â îáû÷íûõ åäèíèöàõ [m, l, t] çàðÿä q èìååò ðàçìåðíîñòü m1/2l3/2t−1, à ïî-

òåíöèàë ñêàëÿðíîãî ïîëÿ � [Φ] = m1/2l1/2t−1. Òàêèì îáðàçîì, â ïëàíêîâñêèõ

åäèíèöàõ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â êíèãå, çíà÷åíèå qΦ ∼ 1 ñîîòâåòñòâóåò ý�-

�åêòèâíîé ìàññå ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïîðÿäêà ïëàíêîâñêîé ìàññû.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è ïðèõîäèòñÿ èìåòü äå-

ëî ñ î÷åíü áîëüøèìè ÷èñëàìè, íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ìàñøòàáèðîâàòü

çàäà÷ó. Ââåäåì âìåñòî ìàñøòàáíîãî �àêòîðà áåçðàçìåðíóþ �óíêöèþ:

Λ = ln a(t); Λ(0) = 0, (IX.68)
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IX.5. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

òàê ÷òî:

Λ̇ =
ȧ

a
= H(t) (IX.69)

åñòü ïîñòîÿííàÿ Õàááëà, à èíâàðèàíòíîå êîñìîëîãè÷åñêîå óñêîðåíèå âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç Λ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ω = 1 +
Λ̈

Λ̇2
≡ 1 +

Ḣ

H2
(IX.70)

Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòî èñïîëüçóåìîå â êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ïðèáëèæå-

íèå ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ, êîòîðîå ìû çäåñü íèãäå íå èñïîëüçóåì:

|Ḣ | ≪ H2, (IX.71)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñ ó÷åòîì (IX.70):

|Ḣ |
H2
≡ |Ω− 1| ≪ 1⇒ Ω→ 1⇒ κ → −1. (IX.72)

IX.5 �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

IX.5.1 Àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ((IX.33)-(IX.32)) ñ ïîìîùüþ çàìåíû Z = Φ̇ ïðèâîäèò-

ñÿ ê íîðìàëüíîìó ââèäó, íî â ñèëó ãðîìîçäêîñòè ïîëó÷àþùèõñÿ âûðàæåíèé

ìû çäåñü èõ ïðèâîäèòü íå áóäåì. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé ((IX.33)-(IX.32)) ïðîâîäèëàñü â ïðèêëàäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå

�Mathematia, v.10�. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáíà-

ðóæèâàåò ïðèçíàêè æåñòêîñòè, èñïîëüçîâàëñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ

æ¼ñòêèõ ñèñòåì,

Method ->BDF,

AurayGoal -> 20, PreisionGoal -> 5,

MaxSteps ->200000.

IX.5.2 Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèå ÷àñòèöû: κ
0
pl = 1/3, çàòðàâî÷íàÿ ìàñ-

ñà:m = 0.001, �àíòîìíîå ñêàëÿðíîå ïîëå:ms = 10−9, ïëàçìî�
äîìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà: η0S = 0.0001, δn0 = 0.001

Äëÿ áîëüöìàíîâñêîé ïëàçìû íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè è ïàðàìåòðàìè ÿâëÿ-

þòñÿ [q,Φ0, θ0], äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ,
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�ëàâà IX. Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ íåñèììåòðè÷íîé áîëüöìàíîâñêîé ïëàçìû

ñîîòâåòñòâóþùèå çàäàííûì íà÷àëüíûì ïàðàìåòðàì è êîíñòàíòàì:

[0.01, 0.0536953, 0.00787758], [0.1, 0.00536953, 0.00787758],

[1, 0.000536953, 0.00787758], [10, 0.0000536953, 0, 0.00787758].

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ óêàçàííûõ âûøå

ñëó÷àåâ. Âñþäó ìåëêîïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ìàëîìó çíà÷åíèþ çà-

ðÿäà.

�èñ. 130. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè èíâàðè-

àíòíîãî êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω îò âå-

ëè÷èíû ñêàëÿðíîãî çàðÿäà. Ñâåðõó � âíèç:

q = 0.01; 0.1; 1; 10. �îðèçîíòàëüíûå ïóíêòèð-

íûå ïðÿìûå ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì Ω = −1
(íèæíÿÿ).

�èñ. 131. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè èíâàðè-

àíòíîãî êîñìîëîãè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ω îò âå-

ëè÷èíû ñêàëÿðíîãî çàðÿäà. Ñâåðõó � âíèç:

q = 0.01; 0.1; 1. �îðèçîíòàëüíûå ïóíêòèðíûå

ïðÿìûå ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì Ω = −1
(íèæíÿÿ) è Ω = +1 (âåðõíÿÿ).

�èñ. 132. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè ïðî-

èçâîäíîé ïîòåíöèàëà Lig(Z) îò âåëè÷èíû

ñêàëÿðíîãî çàðÿäà. Ñâåðõó �âíèç: q =
0.01; 0.1; 1; 10.

�èñ. 133. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè ïðîèç-

âîäíîé ïîòåíöèàëà Lig(Z) îò âåëè÷èíû ñêà-

ëÿðíîãî çàðÿäà: q = 1.
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IX.5. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

�èñ. 134. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè ïîòåíöè-

àëà ïîëÿ Lig(Φ) îò âåëè÷èíû ñêàëÿðíîãî çà-

ðÿäà: q = 0.01.

�èñ. 135. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè ïîòåíöè-

àëà ïîëÿ Lig(Φ) îò âåëè÷èíû ñêàëÿðíîãî çà-

ðÿäà: q = 0.1.

Íà íèæåïðèâåäåííûõ ðèñóíêàõ �èñ.136 è �èñ. 137 ìîæíî íàáëþäàòü ðåà-

ëèçàöèþ îòìå÷åííûõ âûøå �àçîâûõ ïåðåõîäàõ â ýâîëþöèè ïîòåíöèàëà ñêà-

ëÿðíîãî ïîëÿ è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñêàëÿðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.

�èñ. 136. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè ïîòåíöè-

àëà ïîëÿ Lig(Φ) îò âåëè÷èíû ñêàëÿðíîãî çà-

ðÿäà: q = 1.

�èñ. 137. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè ïðèâå-

ä¼ííîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, Lig(γ) îò

âåëè÷èíû ñêàëÿðíîãî çàðÿäà: q = 0.01; 0.1; 1.

�èñ. 138. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè ìàñøòàá-

íîé �óíêöèè Λ(t) îò âåëè÷èíû ñêàëÿðíîãî çà-

ðÿäà: q = 0.01; 0.1; 1; 10.

�èñ. 139. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè òåìïåðà-

òóðû ïëàçìû θ îò âåëè÷èíû ñêàëÿðíîãî çàðÿ-

äà: q = 0.01; 0.1; 1; 10.
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�ëàâà IX. Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ íåñèììåòðè÷íîé áîëüöìàíîâñêîé ïëàçìû

�èñ. 140. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè îòíîøå-

íèÿ ìàññ àíòè÷àñòèö ê ÷àñòèöàì Lig(m−/m+)
îò âåëè÷èíû ñêàëÿðíîãî çàðÿäà: q =
0.01; 0.1; 1.

�èñ. 141. Çàâèñèìîñòü ýâîëþöèè ëîãà-

ðè�ìà ïîëíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè log(Es +
Epl) îò âåëè÷èíû ñêàëÿðíîãî çàðÿäà: q =
0.01; 0.1; 1; 10.
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�ëàâà X

Óñòàíîâëåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî

ðàâíîâåñèÿ â êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ

ïðîèçâîëüíûì óñêîðåíèåì

X.1 Ââåäåíèå

Â 1986 ã. Àâòîðîì íà îñíîâå àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè S -

ìàòðèöû è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî ñå÷åíèÿì ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö ñâåðõ-

âûñîêèõ ýíåðãèé áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î âîññòàíîâëåíèè ñêåéëèíãà âçàè-

ìîäåéñòâèé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïðè ýíåðãèÿõ âûøå óíèòàðíîãî ïðåäåëà [7℄

è ïðåäëîæåíà �îðìóëà àñèìïòîòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ çà óíèòàðíûì

ïðåäåëîì, èìåþùàÿ ñêåéëèíãîâîå ïîâåäåíèå è ñîñòàâëåííàÿ èç òðåõ �óíäà-

ìåíòàëüíûõ êîíñòàíò - [5℄. Âîññòàíîâëåíèå ñêåéëèíãà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö

â îáëàñòè ñâåðõâûñîêèõ ýíåðãèé ýêâèâàëåíòíî âîññòàíîâëåíèþ êîí�îðìíîé

èíâàðèàíòíîñòè ïîëåâûõ óðàâíåíèé â êîðîòêîâîëíîâîì, êâàçèêëàññè÷åñêîì

ïðåäåëå. Ïðè ýòîì âîññòàíàâëèâàåòñÿ è êîí�îðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ðåëÿ-

òèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå [6℄. Â [5℄

áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ òåðìî-

äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàç-

ìå, à â [8℄ � [10℄ íà îñíîâå ýòèõ ïîëîæåíèé áûëà ïîñòðîåíà ÷èñëåííàÿ ìî-

äåëü âîññòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â óëüòðàðåëÿòèâèñò-

ñêîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìå íà óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ýòàïå ðàñøèðåíèÿ

Âñåëåííîé è ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðèè. �àçâèòàÿ â

óêàçàííûõ ðàáîòàõ òåîðèÿ âûÿâèëà ðÿä èíòåðåñíûõ îñîáåííîñòåé ïðîöåññà

âîññòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìå

â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé Âñåëåííîé è ïîçâîëèëà íàëîæèòü ðÿä íàáëþäàòåëü-
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�ëàâà X. Óñòàíîâëåíèå ðàâíîâåñèÿ â êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ ïðîèçâîëüíûì óñêîðåíèåì

íûõ îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû íà÷àëüíîãî íåðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

÷àñòèö. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòèöû, èìåþùèå â ñîâðåìåííîé

Âñåëåííîé ýíåðãèè âûøå 1012÷1013 Gev, ìîãóò áûòü ðåëèêòîâûìè, íåñóùèìè
èí�îðìàöèþ î êîñìîëîãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè. Â ðàáîòàõ [5℄, [11℄ �[13℄ áûëà

ñ�îðìóëèðîâàíà äè��óçèîííàÿ è èññëåäîâàíà ìîäåëü ýâîëþöèè ñïåêòðà ÷à-

ñòèö ñâåðõâûñîêèõ ýíåðãèé â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé Âñåëåííîé. Íà ñåìèíàðå

¾Graos¿ (Yalhik, 2009) ïðî�åññîð Â.Í. Ìåëüíèêîâ çàäàë Àâòîðó âîïðîñ,

êàêèå êîððåêòèâû â íåðàâíîâåñíûå ìîäåëè Âñåëåííîé ìîæåò âíåñòè �àêòîð

óñêîðåíèÿ Âñåëåííîé, îáíàðóæåííîãî â 1998 ãîäó è ñòàâøåãî òåïåðü îáùå-

ïðèçíàííûì �àêòîì. Ïîïûòêà îòâåòà íà ýòî âîïðîñ ðàñòÿíóëàñü íà 3 ãîäà

è íåîæèäàííî ïðèâåëà ê çíà÷èòåëüíîìó îáîáùåíèþ è ðàçâèòèþ òåîðèè âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ Âñåëåííîé è âûÿâëåíèþ ðÿäà

âåñüìà èíòåðåñíûõ �àêòîâ. Äàííàÿ ãëàâà êàê ðàç è ïîñâÿùåíà îòâåòó íà âû-

øåóêàçàííûé âîïðîñ, çà êîòîðûé Àâòîð âåñüìà áëàãîäàðåí ïðî�åññîðó Â.Í.

Ìåëüíèêîâó.

�åçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [16℄, [17℄, [18℄, [19℄, [20℄, [21℄,

[22℄, [23℄, [24℄, [25℄.

X.2 Îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ýíåðãîáàëàíñà

X.2.1 Ìîäåëü ìàòåðèè

Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà â ñëó÷àå èçîòðîïíîé îäíîðîäíîé êîñ-

ìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ íóëåâîé òðåõìåðíîé êðèâèçíîé ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå

äâóõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

ȧ2

a2
=

8π

3
ε; (X.1)

ε̇+ 3
ȧ

a
(ε+ p(ε)) = 0. (X.2)

Äàëåå:

ε = εp + εs; p = pp + ps, (X.3)

ãäå εp, pp � ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìû, εs, ps �

ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå âñåâîçìîæíûõ �óíäàìåíòàëüíûõ ïîëåé, âîç-

ìîæíî, ñêàëÿðíûõ, ïðèâîäÿùèõ ê óñêîðåíèþ Âñåëåííîé.
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Èíâàðèàíòíîå óñêîðåíèå Âñåëåííîé

Ω =
aä

ȧ2
(X.4)

ñâÿçàíî ñ ý��åêòèâíûì êîý��èöèåíòîì áàðîòðîïû ìàòåðèè, κ ≡ p/ε, ñî-

îòíîøåíèåì:

Ω = −1
2
(1 + 3κ). (X.5)

Òàêèì îáðàçîì, íà ñòàäèè óñêîðåíèÿ (t > t1):

0 < Ω < 1,⇒ −1 < κ < −1
3
. (X.6)

Äî ýòîãî ìîìåíòà κ ∈ [1/3,−1/3]. Ñîãëàñíî (X.1) � (X.2) ìàñøòàáíûé �àê-

òîð è ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïðè çàäàííîì ïîñòîÿííîì êîý��èöèåí-

òå áàðîòðîïû ìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó:

a = a1t
2/3(κ+1); ε =

1

6π(κ + 1)2t2
, κ + 1 6= 0 (X.7)

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü (X.5), ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (X.7) â áîëåå óäîáíîì äëÿ

íàñ âèäå:

a = a1t
1/(1−Ω); ε =

3

8π(1− Ω)2t2
, Ω < 1. (X.8)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ èíâàðèàíòíîãî óñêîðåíèÿΩ = Const ∈
[−1, 1) ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïðîïîðöèîíàëüíà t−2.

X.2.2 Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ ìîäåëè

Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå ïîëîæåíû â îñíîâó ïðåä-

ñòàâëåííîé íèæå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âîññòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêî-

ãî ðàâíîâåñèÿ â ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé:

1o. Àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â îá-

ëàñòè ñâåðõâûñîêèõ ýíåðãèé:

1oa. âîññòàíîâëåíèå ñêåéëèíãà âçàèìîäåéñòâèé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïðè
ýíåðãèÿõ âûøå óíèòàðíîãî ïðåäåëà

1

:

σ|s>su ∼
1

s
, (X.9)

1su ≃ m2
u, ãäå mu - ìàññà ñàìîé òÿæåëîé, ¾ïîñëåäíåé¿, ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû, ó÷àñòâóþùåé â

÷åòûðåõ÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ, òèïà X - áîçîíà
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ãäå s � ïåðâûé êèíåìàòè÷åñêèé èíâàðèàíò � ðåëÿòèâèñòñêèé êâàäðàò èì-

ïóëüñà ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö (ñì, íàïðèìåð, [14℄):

s = (pa + pb)
2 ≡ gik(p

i
a + pib)(p

k
a + pkb );

1ob. óíè�èêàöèÿ âñåõ ìåæ÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé íà îñíîâå �óí-

äàìåíòàëüíûõ ïîñòîÿííûõ G, ~, c ïðè ýíåðãèÿõ âûøå óíèòàðíîãî ïðåäåëà,

÷òî ïðèâîäèò ñ ó÷åòîì (X.9) ê �îðìóëå óíèâåðñàëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî

ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ (ïîäðîáíîñòè ñì. â [8℄):

σ0(s) =
8π

sΛ(s)
, (X.10)

Λ(s) = ln2
(
1 +

s0
s

)
, (X.11)

s0 = 4 - êâàäðàò ïîëíîé ýíåðãèè äâóõ ñòàëêèâàþùèõñÿ ïëàíêîâñêèõ ìàññ2.
2o. Ìèíèìàëüíîñòü ñâÿçè �óíäàìåíòàëüíûõ ïîëåé ñ êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàç-

ìîé. Ýòî àâòîìàòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ¾çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè¿ (X.8) âû-

ïîëíÿåòñÿ ïî îòäåëüíîñòè äëÿ �óíäàìåíòàëüíûõ ïîëåé è ïëàçìû:

ε̇s + 3
ȧ

a
(εs + ps(εs)) = 0, (X.12)

ε̇p + 3
ȧ

a
(εp + pp(εp)) = 0. (X.13)

3o. Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìû

íà ðàññìàòðèâàåìîé ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ:

pp =
1

3
εp, (X.13)⇒ εpa

4 = Const. (X.14)

4o. Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîå íà÷àëî Âñåëåííîé:

lim
t→0

κ =
1

3
. (X.15)

X.2.3 Áàëàíñ ýíåðãèè êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìû

Èç (X.13) ñ ó÷åòîì (X.14) ñðàçó ñëåäóåò:

εpa
4 ≡ ε̃p = Const, (X.16)

2
â óíèâåðñàëüíîé ñèñòåìå åäèíèö G = ~ = c = 1, êîòîðàÿ è èñïîëüçóåòñÿ â êíèãå; â îáû÷íûõ åäèíèöàõ

s0 = 4~c5/G
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ãäå ε̃p � êîí�îðìíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìû. Îïðåäå-

ëèì ýòó êîíñòàíòó, ïîëàãàÿ ñîãëàñíî (X.8) íà íà÷àëüíîé óëüòðàðåëÿòèâèñò-

ñêîé ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ:

a(t)|t→0 =
√
t. (X.17)

Òîãäà äëÿ êîí�îðìíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïëàçìû ïîëó÷èì, ïðåäïîëàãàÿ,

÷òî êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïëàçìà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé

êîìïîíåíòíîé ìàòåðèè, �

ε̃p =
3

32π
. (X.18)

Ââåäåì äàëåå òåìïåðàòóðó T0(t) êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìû â èäåàëüíîé Âñå-

ëåííîé, â êîòîðîé íà äàííûé ìîìåíò êîñìîëîãè÷åñêîãî âðåìåíè t âñÿ ïëàç-

ìà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé. Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýòîé

ïëàçìû ðàâíà

ε0p =
N0π

2

15
T 4
0 (t), (X.19)

ãäå N0 = N0
B + 1/2N0

F � ý��åêòèâíîå ÷èñëî òèïîâ ðàâíîâåñíûõ ÷àñòèö (áî-

çîíîâ è �åðìèîíîâ) â ïëàçìå ñ òåìïåðàòóðîé T0.
Îòñþäà ñ ó÷åòîì (X.18) ïîëó÷àåì çàêîí ýâîëþöèè òåìïåðàòóðû ïëàçìû â

ðàâíîâåñíîé Âñåëåííîé:

T0(t) =
1

a(t)

(
45

32π3N0

) 1
4

. (X.20)

Îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû N0 � ý��åêòèâíîãî ÷èñëà òèïîâ ÷àñòèö, íàõîäÿ-

ùèõñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè, ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî N0(t) �

ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ �óíêöèÿ êîñìîëîãè÷åñêîãî âðåìåíè:

Ṅ0t≪ 1. (X.21)

Ïóñòü òåïåðü T (t) � èñòèííàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíîâåñíîé êîìïîíåíòû êîñ-

ìîëîãè÷åñêîé ïëàçìû, à ∆fa(p, t) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ¾a¿ -ãî ñîðòà

íåðàâíîâåñíûõ ÷àñòèö ïëàçìû. Òîãäà íàéäåì ïëîòíîñòè ýíåðãèè ðàâíîâåñ-

íîé, εe, è íåðàâíîâåñíîé, εne, êîìïîíåíò:

εe =
Nπ2

15
T 4(t); (X.22)

εne =
1

2π2

∑

a

(2S + 1)

∞∫

0

p3∆fa(p, t)dp, (X.23)
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ãäå S � ñïèí ÷àñòèö; N(t) = NB + 1/2NF � ý��åêòèâíîå ÷èñëî òèïîâ ðàâíî-

âåñíûõ ÷àñòèö (áîçîíîâ è �åðìèîíîâ) â ïëàçìå ñ òåìïåðàòóðîé T (t). Âûðà-

æàÿ äàëåå ñ ïîìîùüþ (X.20) ìàñøòàáíûé �àêòîð ÷åðåç òåìïåðàòóðó T0(t) è
ââîäÿ íîâóþ áåçðàçìåðíóþ êîí�îðìíóþ èìïóëüñíóþ ïåðåìåííóþ p̃:3

p =

(
45

32π3

) 1
4

· p̃

a(t)
= T0(t)N

1
4
0 p̃, (X.24)

ïîëó÷èì äëÿ (X.23):

ε̃ne =
45

64π5

∑

a

(2S + 1)

∞∫

0

p̃3∆fa(p̃, t)dp̃. (X.25)

Äàëåå, èç (X.20) è (X.22) ïîëó÷èì äëÿ êîí�îðìíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ðàâ-

íîâåñíîé êîìïîíåíòû ïëàçìû:

ε̃e =
3

32π
y4, (X.26)

ãäå ââåäåíà áåçðàçìåðíàÿ �óíêöèÿ, y(t) � îòíîñèòåëüíàÿ òåìïåðàòóðà [9℄:

y(t) =
T (t)

T0(t)
6 1. (X.27)

Èç (X.26) ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå:

σ(t) ≡ y4(t) ≡ εe
εp
≡ ε̃e
ε̃e + ε̃ne

. (X.28)

Òàêèì îáðàçîì, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìû (X.18)

ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (X.23) è (X.26) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

y4 +
15

2π4

∑

a

(2S + 1)

∞∫

0

p̃3∆fa(p̃, t)dp̃ = 1. (X.29)

Ñîîòíîøåíèå (X.29) è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ýíåðãîáàëàíñà ïëàçìû. Îíî ïî-

ëó÷åíî íàìè ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõ ïðåäïîëîæåíèé ìîäåëè � 2o, 3o, 5o. Çà-
ìåòèì, ÷òî â ïðåäûäóùèõ ñòàòüÿõ ýòî îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé

3
Â îòëè÷èå îò èìïóëüñíîé ïåðåìåííîé, p, äàâëåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ðèìñêèì øðè�òîì, � p.
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X.3. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ íåðàâíîâåñíûõ ÷àñòèö

ìîäåëè âîññòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ âûâîäèëîñü ïðè áî-

ëåå ÷àñòíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ïðè çàäàííîé çàâèñèìîñòè �óíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ íåðàâíîâåñíûõ ÷àñòèö îò òåìïåðàòóðû ðàâíîâåñíîé êîìïîíåíòû ïëàç-

ìû è êîñìîëîãè÷åñêîãî âðåìåíè óðàâíåíèå ýíåðãîáàëàíñà ñòàíîâèòñÿ íåëè-

íåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî òåìïåðàòóðû ðàâíîâåñíîé

êîìïîíåíòû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â ÿâíîé �îðìå

íåîáõîäèìî ðåøèòü êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ íåðàâíîâåñíûõ ÷àñòèö.

X.3 Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ íåðàâíîâåñíûõ ÷àñòèö

X.3.1 �åøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Êàê áûëî ïîêàçàíî â [9℄, êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñâåðõòåïëîâûõ ÷àñòèö

â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ïëàçìå èìååò âèä:

p
∂∆fa
∂t

= −4πN
3

T 2(t)

Λ(pT/2)
∆fa, (X.30)

ãäå ∆fa = ∆fa(p̃, t), Λ = Λ(s). Èñïîëüçóÿ çäåñü ñîîòíîøåíèå (X.24), ïðèâå-

äåì (X.30) ê âèäó:

∂∆fa
∂t

= − 8πN

3p̃Λ(12 p̃ T0TN
1/4)
×

(
2π3

45

)1/4

T 2(t)a(t)∆fa. (X.31)

�åøàÿ (X.31), ïîëó÷èì:

∆fa(t, p̃) = ∆f 0
a(p̃)×

exp


−8π

3p̃

(
2π3

45

)1/4 t∫

0

NaT 2dt

Λ(1
2
p̃ T0TN

1/4
0 )


 , (X.32)

ãäå

∆f 0
a (p̃) ≡ ∆fa(0, p̃). (X.33)

225
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X.3.2 Ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì íîðìèðîâàííûì ïåðåìåííûì

Ââåäåì ñðåäíþþ êîí�îðìíóþ ýíåðãèþ íåðàâíîâåñíîé êîìïîíåíòû óëüòðà-

ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè,〈p̃〉0, �

〈p̃〉0 =
ε̃(0)

ñ(0)
≡

∑
a
(2S + 1)

∞∫
0

∆f 0
a (p̃)p̃

3dp̃

∑
a
(2S + 1)

∞∫
0

∆f 0
a (p̃)p̃

2dp̃

(X.34)

è áåçðàçìåðíóþ íîðìèðîâàííóþ èìïóëüñíóþ ïåðåìåííóþ, ρ, �

ρ ≡ p̃

〈p̃〉0
, (X.35)

òàê ÷òî

〈ρ〉0 =
ε̃(0)

〈p̃〉0ñ(0)
≡ 1⇒

〈ρ〉0 =

∑
a
(2S + 1)

∞∫
0

∆f 0
a (ρ)ρ

3dρ

∑
a
(2S + 1)

∞∫
0

∆f 0
a (ρ)ρ

2dρ

= 1. (X.36)

Ñîãëàñíî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íåðàâíîâåñíîé ïëàçìû ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ÷à-

ñòèö â ïåðâîíà÷àëüíîì íåðàâíîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèè äîëæíà áîëüøå è äà-

æå çíà÷èòåëüíî áîëüøå òåïëîâîé ýíåðãèè ÷àñòèö, òàêèì îáðàçîì ñîãëàñíî

(X.24), (X.34) â ðàññìàòðèâàåìîé íàøåé ìîäåëè:

〈p̃〉0 ≫ 1. (X.37)

Ôàêòè÷åñêè âåëè÷èíà 〈p̃〉0 ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì ðàññìàòðè-

âàåìîé çäåñü ìîäåëè, � �èçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà �

îòíîøåíèå ñðåäíåé ýíåðãèè ÷àñòèö ïåðâîíà÷àëüíîãî íåðàâíîâåñíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ ê òåìïåðàòóðå ïëàçìû â ðàâíîâåñíîé Âñåëåííîé â íà÷àëüíûé ìî-

ìåíò âðåìåíè

4

. Â îòëè÷èå îò êîí�îðìíîé èìïóëüñíîé p̃ ïåðåìåííîé ñðåäíåå
çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîé êîí�îðìíîé èìïóëüñíîé ïåðåìåííîé ρ â íà÷àëüíîì
ðàñïðåäåëåíèè òîæäåñòâåííî ðàâíî 1.

4
Ñàìè ýòè âåëè÷èíû áåñêîíå÷íî, íî èõ îòíîøåíèå êîíå÷íî.
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Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â ýêñïîíåíòå (X.32), ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì

ïåðåìåííûì y, ρ. Ó÷èòûâàÿ ñëàáóþ çàâèñèìîñòü ëîãàðè�ìè÷åñêîãî �àêòî-

ðà Λ îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ, à òàêæå óáûâàþùèé õàðàêòåð ïîäûíòåãðàëüíîé

�óíêöèè â (X.32), ïðèìåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ëîãàðè�ìè÷åñêîãî �àêòîðà:

Λ

(
1

2
p̃ T0TN

1/4
0

)
≃ Λ(〈p̃〉0T 2

0 ) ≡ Λ0(t). (X.38)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâèì ðåøåíèå (X.32) â

êîìïàêòíîé �îðìå:

∆fa(t, ρ) = ∆f 0
a (ρ) exp


−2

ρ

t∫

0

ξ
y2

a
dt


 , (X.39)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå:

ξ ≡ ξ(t) =

(
5π

18

)1/4
N

N
1/2
0 Λ0(t)

≈ 0.967
N

N
1/2
0 Λ0(t)

≈ N

N
1/2
0 Λ0(t)

. (X.40)

Ââîäÿ òåïåðü íîâóþ áåçðàçìåðíóþ âðåìåííóþ ïåðåìåííóþ, τ , �

τ = 2

t∫

0

ξ

a
dt , (X.41)

òàêóþ, ÷òî:

dτ

dt
≡ 2

ξ

a
> 0, (X.42)

è íîâóþ áåçðàçìåðíóþ �óíêöèþ, Z(τ), �

Z(τ) =

τ∫

0

y2(τ)dτ, (X.43)

ïðèâåäåì ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (X.39) ê âèäó:

∆fa(τ, ρ) = ∆f 0
a(ρ) · e

−Z(τ)
ρ . (X.44)
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Èññëåäóåì áîëåå äåòàëüíî óðàâíåíèå ñâÿçè (X.41) áåçðàçìåðíîé âðåìåí-

íîé ïåðåìåííîé τ è êîñìîëîãè÷åñêèì âðåìåíåì t. Ïîëàãàÿ â (X.41) ñòåïåí-

íóþ çàâèñèìîñòü ìàñøòàáíîãî �àêòîðà a(t) îò êîñìîëîãè÷åñêîãî âðåìåíè è
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñëàáóþ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè �àêòîðà ξ, ïîëó÷èì:

a ∼ tα, (α 6= 1, 0)⇒ τ ∼ t1−α; α = 1⇒ τ ∼ ln t. (X.45)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè α 6 1 → τ(∞) = ∞, à ïðè α < 1 → τ(∞) = τ∞ <
∞. Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèå (X.45) ñ ñîîòíîøåíèÿìè (X.5) � (X.8), ïðèõîäèì

ê ñëåäóþùåìó âàæíîìó âûâîäó:

κ > −1
3

(Ω 6 0) ⇒ τ(∞) = +∞; (X.46)

κ < −1
3

(Ω > 0) ⇒ τ(∞) = τ∞ < +∞. (X.47)

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåðàâíîâåñíîé êîìïîíåíòû êîñìîëîãè÷å-

ñêîé ïëàçìû (X.44) çàâèñèò îò âðåìåíè ëèøü ïîñðåäñòâîì ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàþùåé �óíêöèè áåçðàçìåðíîé âðåìåííîé ïåðåìåííîé Z(τ), òî ñîîòíîøåíèÿ

(X.46) � (X.47) îçíà÷àþò, ÷òî â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàç-

ìå âî Âñåëåííîé ñ îòðèöàòåëüíûì óñêîðåíèåì àñèìïòîòè÷åñêè äîñòèãàåòñÿ

ïîëíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå, òîãäà êàê â óñêîðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé

òåðìîäèíàìè÷åñêîé ðàâíîâåñèå íèêîãäà ñòðîãî íå äîñòèãàåòñÿ.

X.3.3 Êîí�îðìíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè íåðàâíîâåñíîé êîìïîíåí-

òû

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â �îðìå (X.44) â âûðàæåíèå

äëÿ êîí�îðìíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íåðàâíîâåñíûõ ÷àñòèö, ïîëó÷èì

ε̃ne =
45

64π5

∑

a

(2S + 1)

∞∫

0

p̃3∆f 0
a (ρ)e

−Z(τ)
ρ . (X.48)

Ïðîèçâåäåì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ýòèì âûðàæåíèåì, ó÷èòûâàÿ

÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (X.28) è óðàâíåíèþ ýíåðãîáàëàíñà (X.29):

ε̃0ne = (1− σ0)
3

32π
: (X.49)

ε̃ne ≡
ε̃ne
ε̃0ne

ε̃0ne = (1− σ0)Φ(Z)
3

32π
, (X.50)
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ãäå ìû ñ ó÷åòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ê áåçðàçìåðíîé èìïóëüñíîé ïåðåìåííîé ρ
(X.35) ââåëè íîâóþ áåçðàçìåðíóþ �óíêöèþ Φ(Z):

Φ(Z) ≡

∑
a
(2S + 1)

∞∫
0

dρρ3∆f 0
a (ρ)e

−Z(τ)
ρ

∑
a
(2S + 1)

∞∫
0

dρρ3∆f 0
a (ρ)

. (X.51)

X.3.4 �åøåíèå è èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ ýíåðãîáàëàíñà

Âñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ (X.43) �óíêöèÿ Z(τ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëî-

âèÿì:

Z ′(τ) = y2(τ)⇒ Z ′ 2 = σ(τ); (X.52)

Z(0) = 0; Z ′(0) = y2(0) =
√
σ0, (X.53)

ãäå

Z ′ ≡ dZ

dτ
> 0. (X.54)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì (X.50) � (X.52) óðàâíåíèå ýíåðãîáàëàíñà (X.29)

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî �óíê-

öèè Z(τ):

y2 + (1− σ0)Φ(Z) = 1⇒
Z ′2 + (1− σ0)Φ(Z) = 1, (X.55)

ðåøàÿ êîòîðîå ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (X.53) � (X.54), íàéäåì �îðìàëüíîå

ðåøåíèå â íåÿâíîì âèäå:

Z∫

0

du√
1− (1− σ0)Φ(u)

= τ. (X.56)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (X.51) �óíêöèÿ Φ(Z) íåîòðèöàòåëüíà:

Φ(Z) > 0, (Z ∈ [0,+∞)), (X.57)

ïðè÷åì

Φ(0) = 1; lim
Z→+∞

Φ(Z) = 0. (X.58)
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Âû÷èñëÿÿ ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî Z îò �óíêöèè Φ(Z), äè��åðåí-
öèðóÿ ñîîòíîøåíèå (X.51) ïî Z, ïîëó÷èì:

Φ(Z)′Z < 0, (Z ∈ [0,+∞)); (X.59)

Φ(Z)′′ > 0, (Z ∈ [0,+∞)). (X.60)

Âñëåäñòâèå (X.59) �óíêöèÿ Φ(Z) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþùåé,
íî òîãäà âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé (X.58) ýòà �óíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà èíòåð-

âàëå:

Φ(Z) ∈ [0, 1]; (Z ∈ [0,+∞)), (X.61)

ïðè÷åì ãðà�èê �óíêöèè Φ(Z) âîãíóòûé. Âñëåäñòâèå ýòèõ ñâîéñòâ �óíêöèè

Φ(Z) óðàâíåíèå Φ(Z) = Φ0 íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé âñåãäà

èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå Z = Z0, ò.å., îòîáðàæåíèå Y = Φ(Z) íà

ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì.

Äàëåå, èç ñîîòíîøåíèÿ (X.52) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ Z(τ) ÿâëÿåòñÿ ìîíî-

òîííî âîçðàñòàþùåé íà èíòåðâàëå τ ∈ [0, τ∞]. Äè��åðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå
(X.55) ïî τ êàê ñëîæíóþ �óíêöèþ, ïîëó÷èì:

Z ′[2Z ′′ + (1− σ0)Φ′Z] = 0. (X.62)

Îòñþäà âñëåäñòâèå ïîëîæèòåëüíîñòè Z ′ (X.55) íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

Z ′′ = −1
2
(1− σ0)Φ′Z. (X.63)

Ïîýòîìó âñëåäñòâèå (X.59) è (X.27) � (X.28) ïîëó÷èì èç (X.63):

Z ′′ > 0, (X.64)

ò.å., ãðà�èê �óíêöèè Z(τ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âîãíóòûì. Äàëåå, äè��åðåíöèðóÿ

(IV.53), ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì (X.64):

y′ > 0, (X.65)

� ò.å. �óíêöèÿ y(τ) (à âìåñòå ñ íåé è �óíêöèÿ σ(τ)) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàþùåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì

y0 (σ0), à ñâåðõó � çíà÷åíèåì 1:

y′ > 0, y ∈ [y0, 1); σ′ > 0, σ ∈ [σ0, 1). (X.66)

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà �óíêöèé y(τ), Z(τ) è Φ(Z) îáåñïå÷èâàþò áèåê-
òèâíîñòü öåïî÷êè îòîáðàæåíèé τ ↔ y, y ↔ Z, Z ↔ Φ. Â èòîãå, êàæäîìó
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çíà÷åíèþ Φ ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òîëüêî îäíî çíà÷åíèå Z è îäíî è òîëüêî îä-

íî çíà÷åíèå τ : τ ↔ Φ. Äëÿ çàìûêàíèÿ ýòîé öåïî÷êè äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü

ñâÿçü �óíêöèé y(τ) è Z(τ) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ýíåðãîáàëàíñà (X.56):

y = [1− (1− σ0)Φ(Z)]1/4. (X.67)

Óðàâíåíèÿ (X.56) è (X.67) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ ýíåðãîáàëàíñà (X.55), à âûøåïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà �óíêöèé Φ(Z)
è Z(τ) îáåñïå÷èâàþò åäèíñòâåííîñòü åãî ðåøåíèÿ. Ñîãëàñíî (X.51) �óíê-

öèÿ Φ(Z) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì íåðàâíîâåñ-

íûõ ÷àñòèö ∆f 0
a (ρ). Ïîýòîìó ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à î âîñ-

ñòàíîâëåíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ âî Âñåëåííîé ñ ïðîèçâîëüíûì

óñêîðåíèåì ïîëíîñòüþ ðåøåíà. Êîíêðåòíûå ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ ìîäåëüþ

òåìíîé ìàòåðèè è ìîäåëüþ ïåðâîíà÷àëüíîãî íåðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

÷àñòèö.

Ïðîäè��åðåíöèðóåì òåïåðü ñîîòíîøåíèå (X.63) ïî τ è ó÷òåì ñâÿçü (X.52)

ìåæäó �óíêöèÿìè y(τ) è Z(τ):

Z ′′′ = −1
2
(1− σ0)Φ′′ZZZ ′

⇒ y′′y = −y′2 − 1

4
(1− σ0)Φ′′ZZy2.

Òàêèì îáðàçîì, âñëåäñòâèå (X.60):

y′′ < 0, (X.68)

� ò.å., ãðà�èê �óíêöèè y(τ), à âìåñòå ñ íèì è σ(τ), ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ΦZ(Z →∞) = 0, èç (X.63) ñëåäóåò:

lim
τ→∞

y′(τ) = 0⇒ lim
τ→∞

σ′(τ) = 0, (X.69)

� ò.å., çíà÷åíèå σ = 1 äîñòèãàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðè τ →∞. Ýòî ïîçâîëÿ-

åò íàðèñîâàòü êà÷åñòâåííûé ãðà�èê �óíêöèè y(τ) (�èñ. X.3.4). Êîíå÷íîñòü

áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ∞ ïðèâîäèò ê óñòàíîâëåíèþ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ

�óíêöèè y(τ):

y(τ∞) = y∞ < 1⇒ lim
t→∞

y(t) = y∞ < 1. (X.70)

Âñëåäñòâèå ýòîãî ÷àñòü ýíåðãèè êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìû íàâñåãäà êîíñåðâè-

ðóåòñÿ â íåðàâíîâåñíîé ñâåðõòåïëîâîé êîìïîíåíòå:

lim
t→∞

εne(t)

εp(t)
= 1− σ∞ =

{
= 0, τ∞ =∞
> 0, τ∞ <∞ . (X.71)
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Ñîãëàñíî (X.46) � (X.47) ýòî âîçìîæíî ëèøü äëÿ óñêîðåííî ðàñøèðÿþùåéñÿ

Âñåëåííîé.

�èñ. 142. 6

Êà÷åñòâåííûé âèä ãðà�èêà �óíêöèè y(τ).

X.4 Òî÷íàÿ ìîäåëü ïåðåõîäà ñ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé

ñòàäèè íà èí�ëÿöèîííóþ

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ìîäåëü ìàòåðèè, ñîñòîÿùåé èç äâóõ êîì-

ïîíåíò � ìèíèìàëüíî ñâÿçàííîãî ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (êîñìîëîãè÷å-

ñêèé ÷ëåí) ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ:

ps = −εs, (X.72)

è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ïëàçìû ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ (X.14). Òîãäà ñóì-

ìàðíûé êîý��èöèåíò áàðîòðîïû è èíâàðèàíòíîå óñêîðåíèå ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå:

κ(t) =
1

3

1− 3δ

1 + δ
; Ω(t) = −1− δ

1 + δ
, (X.73)

ãäå

δ = δ(t) =
εs
εp
. (X.74)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè δ = Const �îðìóëû (X.7) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþ-

ùåì óäîáíîì âèäå:

a = a1t
(1+δ)/2; ε =

3

32π

(1 + δ)2

t2
, Ω < 1. (X.75)
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X.4. Òî÷íàÿ ìîäåëü ïåðåõîäà ñ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè íà èí�ëÿöèîííóþ

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (X.12) � (X.13) ïðèíèìàþò âèä:

εs = Const =
3Ξ2

8π
; (X.76)

εpa
4 ≡ ε̃p = Const ≃ 3

32π
. (X.77)

Ïîäñòàâëÿÿ (X.76)-(X.77) â óðàâíåíèå (X.1) è èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷èì:

a(t) =
1√
2

[(
t0 +

√
t20 + b2

)
e(t−t0)/2Ξ−

b2

t0 +
√
t20 + b2

e−(t−t0)/2Ξ

] 1
2

, (X.78)

ãäå:

b2 =
3

32πΞ2
. (X.79)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè t0 = 0 äëÿ ìàñøòàáíîãî �àêòîðà èìååì îòñþäà:

a(t) =
1

Ξ

√
3

32π
sh

t

2Ξ
(X.80)

Âû÷èñëÿÿ ñîãëàñíî (X.74), (X.76), (X.77) è (X.80) îòíîøåíèå δ, íàéäåì:

δ(t) =

(
3

16πΞ
sh

t

2Ξ

)2

. (X.81)

Äàëåå, ñîãëàñíî (X.74) ìîæíî âû÷èñëèòü ý��åêòèâíûé êîý��èöèåíò áàðî-

òðîïû è èíâàðèàíòíîå óñêîðåíèå (ñì. �èñ. 143).

t

–1

–0.5

0

0.5

1

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

�èñ. 143. Ýâîëþöèÿ ý��åêòèâíîãî êîý��èöèåíòà áàðîòðîïû κ(t)
(òîíêàÿ ëèíèÿ) è èíâàðèàíòíîãî óñêîðåíèÿ Ω(t) (æèðíàÿ ëèíèÿ) îò-

íîñèòåëüíî òî÷íîãî ðåøåíèÿ (X.80) ïðè Ξ = 1. Ïóíêòèðíûìè ëèíè-

ÿìè ïîêàçàíû àñèìïòîòû −1; 1/3; 1.
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�ëàâà X. Óñòàíîâëåíèå ðàâíîâåñèÿ â êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ ïðîèçâîëüíûì óñêîðåíèåì

Ñëåäóþùèé ðèñóíîê ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà Ξ ìîæíî ëåã-

êî óïðàâëÿòü âðåìåíåì ïåðåõîäà íà èí�ëÿöèîííûé ðåæèì óñêîðåíèÿ κ →
−1. Íàïîìíèì, ÷òî êîñìîëîãè÷åñêîå âðåìÿ t èçìåðÿåòñÿ â ïëàíêîâñêèõ åäè-
íèöàõ.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (X.41) îïðåäåëèì íîâóþ áåçðàçìåðíóþ âðåìåí-

íóþ ïåðåìåííóþ, τ :

τ =
2Ξ〈ξ〉
〈p̃〉0

F(ϕ, 1/
√
2), (X.82)

ãäå:

ϕ = arccos
1− sh t/2Ξ

1 + sh t/2Ξ
; (X.83)

F(ϕ, k) � ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà (ñì., íàïðèìåð, [15℄):

F(ϕ, k) =

ϕ∫

0

dα√
1− k2 sin2 α

; (k2 < 1). (X.84)

Òàêèì îáðàçîì:

dτ

dt
=

1

2Ξ

1

sh ϕ

ch ϕ

1 + sh ϕ
> 0; τ ∈ [0, τ∞), (X.85)

ãäå

5

τ∞ = lim
t→+∞

τ(t) =
2Ξ〈ξ〉
〈p̃〉0

F(1, 1/
√
2). (X.86)

κ

lg(t)

–1

–0.8

–0.6

–0.4

–0.2

0.2

–1 1 2 3 4 5

�èñ. 144. Ýâîëþöèÿ ý��åêòèâíîãî êîý��èöèåíòà áàðîòðîïû κ(t)
ïðè Ξ = 1; 10; 100; 1000 (ñëåâà íàïðàâî)îòíîñèòåëüíî òî÷íîãî

ðåøåíèÿ (X.80). Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû àñèìïòîòû κ =
−1; κ = 1/3. Âäîëü îñè àáñöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ log10 t.

5F (1, 1/
√
2 ≈ 1.083216773.
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