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Композиция L1L2 бустов Лоренца L1 и L2 рассмотрена в свойственном кватернионам евклидовом про-
странстве с обычным евклидовым произведением (u, v), а также псевдоевклидовым произведением (u, v̄)

векторов u и v, где сопряженный вектор v̄ = 2(v, i0)i0 − v, а i0 — единица алгебры кватернионов (единич-
ный вектор вдоль оси времени). Представлено аналитическое решение задачи на собственные векторы и
собственные значения. Показано, что собственные векторы образуют квартет псевдоортогональных, но, в
общем случае, не ортогональных базисных векторов c0, c1, c2, ν, в котором светоподобные векторы c0 и
c1 отвечают взаимно обратным собственным значениям, а векторы c2 и ν — собственному значению 1, где
единичный вектор ν — направление оси вращения Вигнера. Предложен геометрический метод построения
собственных векторов в трёхмерном подпространстве пространства-времени, ортогональном оси вращения
Вигнера, что, наряду с некоторым упрощением системы формул, отражает новизну данной статьи.

Ключевые слова: евклидово пространство кватернионов, композиция бустов Лоренца, собственные векто-
ры, геометрическое построение.

GEOMETRY OF EIGENVECTORS FOR COMPOSITION OF LORENTZ BOOSTS

Kharinov M. V.a,1

a SPC RAS, St. Petersburg, 199178, Russia.
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with the usual Euclidean product (u, v), as well as the pseudo-Euclidean product (u, v̄) of the vectors u and v,
where the conjugate vector v̄ = 2(v, i0)i0 − v, and i0 is the unit of the quaternion algebra (the unit vector along
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that the eigenvectors form a quartet of pseudo-orthogonal, but in general not orthogonal basis vectors c0, c1,
c2, ν, in which the light-like vectors c0 and c1 correspond to mutually inverse eigenvalues, and the vectors c2

and ν correspond to the eigenvalue 1, where the unit vector ν is the direction of the Wigner rotation axis. A
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Wigner rotation axis is proposed, which, along with some simplification of the formulae, reflects the novelty of
this paper.
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Введение

В разделе «Preface» работы [1] У. Р. Гамильтон пишет, что открыл кватернионы для ин-
терпретации простанства-времени. Однако, в отличие от других открытий У. Р. Гамильтона, эта
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интерпретация недостаточно активно развивается в современной релятивистской физике, в кото-
рой преобразования координат и законы движения принято связывать с неевклидовой геометрией
пространства-времени. В СТО неевклидовость пространства-времени ограничивается тем, что в
вещественной версии пространства Минковского евклидова метрика замещается псевдоевклидо-
вой, а трехмерные повороты и лоренцевы бусты объединяются в единую группу преобразований
Лоренца. При использовании кватернионов евклидова метрика дополняется, так называемой [2],
лоренцевой метрикой, а группа трехмерных поворотов и не составляющие группу композиции
бустов разделяются между собой. При этом вигнеровское вращение V и буст L являются компо-
нентами обычного разложения композиции бустов L1L2 в произведение ортогонального и само-
сопряженного преобразований: L1L2 = V L : V = V −1, L = L+, где крест обозначает эрмитово
сопряжение.

Пользуясь умножением кватернионов, удобно описывать линейные преобразования бескоорди-
натным образом, — без употребления векторов-столбцов и матричного описания преобразований,
что обеспечивает лаконичность выкладок. Так, трехмерный поворот V посредством единичного
вектора b изящно выражается в виде V u = bub̄ [3], где b = i0 cos

φ
2 + ν sin φ

2 , а φ — угол поворота,
который далее обозначает угол вращения Вигнера. В подобной повороту записи лоренцев буст Lu
в кватернионах двояко выражается линейной комбинацией ортогональных преобразований [4,5]:

Lu = āua− nū sinh θ≡auā− ūn sinh θ,

где a = i0 cosh
θ
2 +n sinh

θ
2 , а θ — быстрота, такая, что вектор скорости v, поделенный на величину

c скорости света записывается в виде v/c = n tanh θ.

1. Параметризация композиции бустов Лоренца посредством собственных векторов

Композиция лоренцевых бустов описывает сложение релятивистских скоростей, которое по
сей день продолжает исследоваться с целью интерпретации сопутствующих физических явле-
ний плеядой современников, к числу которых принадлежат A.A. Ungar, J.F. Barrett, M.J. Visser,
T.S. Berry, В.И. Ритус, Г.Б. Малыкин и др. Нахождение аналитических выражений для собствен-
ных векторов композиции бустов L1L2 и их наглядная интерпретация в евклидовой геометрии
упрощают аппарат вычислений и, возможно, окажутся полезны, чтобы вслед за У.Р. Гамильтоном
лучше осознать природу пространства-времени.

В отличие от одиночного поворота, композиция бустов L1L2 = V L всегда имеет квартет
базисных собственных векторов [4,5]. При этом, за исключением единичного вектора направления
ν, три остальных собственных вектора c0, c1 и c2 нормируются так, что имеют единичную проекцию
на ось времени.

Бусты L1, L2 задаются быстротами θ1, θ2 и единичными направлениями скоростей n1, n2.
Традиционно буст L параметризуется быстротой θ и направлением n результирующей скорости, а
вигнеровский поворот V — углом поворота φ и направлением ν оси вращения, которая ортогональ-
на n1 и n2, так что ν описывается посредством векторного произведения n1 и n2: ν = [n1,n2]√

1−(n1,n2)2
.

По аналогии с выражением θ через θ1 и θ2: cosh θ = cosh θ1 cosh θ2 + (n1, n2) sinh θ1 sinh θ2

вводится параметр χ полубыстроты:

cosh
χ

2
= cosh

θ1
2
cosh

θ2
2

+ (n1, n2) sinh
θ1
2
sinh

θ2
2
.

Физический смысл параметра χ состоит в том, что он описывает растяжение одного собственного
вектора c0 и сжатие второго собственного вектора c1 под действием композиции бустов L1L2:

L1L2c0 = c0 exp(χ), L1L2c1 = c1 exp(−χ), (1)

то есть, описывает содержательное действие на собственные векторы композиции бустов Лоренца,
поскольку собственные векторы c2 и ν она оставляет неизменными.
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При фиксированном θ значение параметра χ определяет значение вигнеровского угла φ и
может использоваться вместо φ, что имеет смысл учитывать при работе с формулами с целью
получения лаконичных выражений. Так, если в правой части формулы встречаются оба параметра,
то стоит попытаться один исключить.

Для однозначности параметра b вигнеровского поворота bub̄ угол φ задается в полуоткрытом
интервале (−π, π], чтобы cos φ

2 был положительным.
Выражения для cos φ

2 , sin φ
2 и b имеют вид:

cos
φ

2
=

cosh χ
2

cosh θ
2

, sin
φ

2
= −

sinh θ1
2 sinh θ2

2

cosh θ
2

√
1− (n1, n2)2, b =

i0 cosh
χ
2 − [n1, n2] sinh

θ1
2 sinh θ2

2

cosh θ
2

. (2)

Традиционной темой обсуждения в работах вышеперечисленных и ряда других авторов по
проблеме интерпретации сложения релятивистских скоростей является некоммутативность ком-
позиции скоростей. С точки зрения параметризации композиции лоренцевых бустов, проблема
состоит в том, что, в общем случае, при коммутации бустов L1 и L2 меняется как результирующее
преобразование L1L2 = V L, так и результирующий буст L из-за изменения своего параметра n

направления результирующей скорости. Вторая часть проблемы несимметричного выражения n

через n1 и n2 вслед за [7] преодолевается посредством симметризации выражения V L, которое
переписывается в виде буста, слева и справа умноженного на вигнеровский поворот с половинным
углом φ

2 . При этом в выражении для результирующего буста параметр n замещается параметром
n0:

L1L2 ≡ V L = V |φ→φ
2
L |n→n0 V |φ→φ

2
, n0 = V |φ→φ

2
n = bn =

c1 − c0
2

·
sinh θ

2

sinh χ
2

. (3)

В (3) симметризация композиции бустов Лоренца описана выражениями слева. Справа выпи-
саны выражения для n0, согласно которым параметр n0:

• получается поворотом направления скорости n на половинный угол Вигнера [7];

• выражается простым кватернионным произведением bn = nb̄ ортогональных векторов b и
n [7];

• с точностью до множителя совпадает с полуразностью светоподобных собственных векторов
c1 и c0.

Если общеупотребительное выражение для скорости, домноженной на cosh θ и скорость
света, имеет вид [7]: n sinh θ = n1 sinh θ1 + n2[cosh θ1 sinh θ2 + (n1, n2) sinh θ1(cosh θ2 −
1)], то аналогичное выражение для параметра n0 получается в виде: n0 sinh θ =

2 cosh θ
2

(
n1+n2

2 sinh θ1+θ2
2 + n1−n2

2 sinh θ1−θ2
2

)
, откуда следует выражение для n0 sinh

θ
2 :

n0 sinh
θ

2
=
n1 + n2

2
sinh

θ1 + θ2
2

+
n1 − n2

2
sinh

θ1 − θ2
2

, (4)

которое эквивалентно выражению [7] для n tanh θ
2 :

n tanh
θ

2
= b̄

(
n1 tanh

θ1
2

+ n2 tanh
θ2
2

)
cosh θ1

2 cosh θ2
2

cosh θ
2

, (5)

2. Геометрическое построение собственных векторов композиции бустов Лоренца

Получение собственных векторов композиции бустов L1L2 сводится к построению трех линий
в ортогональном направлению ν вигнеровской оси трехмерном пространстве-времени с парабо-
лоидом вращения вокруг вертикальной оси z времени и горизонтальной плоскостью единичного
времени (рис. 1–2). Для наглядности на рис. 1 показана также вертикальная плоскость осевого
сечения параболоида, в которой находится собственный вектор c2. На рис. 2 плоскость осевого
сечения параболоида совпадает с плоскостью рисунка.
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Рис. 1–2 изготовлены посредством популярной программы GeоGebra, поддерживающей со-
здание динамической картины, меняющейся с изменением положения на параболоиде точки A.

Рис. 1. Геометрия собственных векторов c0, c1, c2 композиции лоренцевых бустов L1L2. Вектор c2 опре-
деляется перпендикуляром к плоскости единичного времени, проведенном из точки A параболоида. Точка
B на плоскости единичного времени находится на пересечении отрезка, соединяющем точку A с началом
отсчета. Векторы c0 и c1 определяются пересечениями с параболоидом прямой через точку B, которая
ортогональна построенным перпендикуляру и отрезку.

Рис. 2. Осевое сечение параболоида, содержащее векторы c2 и c′0+c′1
2

, скалярное произведение которых
равно 1.

По рис. 1 нетрудно сообразить, что c0+c1
2 , c2 и вектор i0 направления оси времени линейно

зависимы, а по рис. 2 установить, что скалярное произведение пространственных компонент пер-
вых двух векторов равно 1. Аналитически это выводится из общих соображений и выражается
формулами (6):

i0 =
c0 + c1
(c0, c̄1)

+
c2

(c2, c̄2)
,

c′0 + c′1
2

= c′2 ·
cosh θ − coshχ

cosh θ − 1
, (c′2,

c′0 + c′1
2

) = 1, (6)

где штрих обозначает аннулирование временной компоненты вектора u: u′ = u− i0(u, i0).
Именно последнее свойство в (6) подсказало идею использовать параболоид при геометриче-

ском построении собственных векторов композиции бустов Лоренца.
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То, что благодаря параболоиду общая картина рис. 1 оказывается несимметричной относи-
тельно горизонтальной нулевой плоскости, возможно, представляет интерес с точки зрения объ-
яснения необратимости времени.

3. Аналитическое описание собственных векторов и собственных значений

Явные выражения для собственных векторов и собственных значений приведены в таб. 1.

Таблица 1. Квартет собственных векторов L1L2

Собственные векторы Собственные значения
c0 = i0 − d ξ=exp(χ) exp(χ)

c1 = i0 − d ξ=exp(−χ) exp(−χ)
c2 = i0 − [ν, n0]

tanh θ
2

sin φ
2

1

ν 1

где единичный вектор dξ ортогонален i0 и выражается через φ, θ, а также θ1, θ2 в виде:

dξ =

(
n+ [ν, n]

ξ sinφ

ξ cosφ− 1

)
ξ − cosh θ

sinh θ
=
n1
√
ξ sinh θ1

2 + n2 sinh
θ2
2√

ξ cosh θ1
2 − cosh θ2

2

. (7)

Имеет смысл обратить внимание, что в таб. 1 в выражении для c2 используется параметр n0, а в
сходном выражении для dξ слева используется n = b̄n0.

Характерным свойством обсуждаемых собственных векторов является их псевдоортогональ-
ность, при которой в каждой строке и каждом столбце матрицы псевдоортогональных произве-
дений встречается ровно по одному ненулевому элементу (таб. 2).

Таблица 2. Псевдоевклидовы произведения собственных векторов композиции L1L2

(c0, c̄0) = 0, (c0, c̄1) = 2
sinh2 χ

2

sinh2 θ
2

, (c0, c̄2) = 0, (c0, ν̄) = 0,

(c1, c̄0) = 2
sinh2 χ

2

sinh2 θ
2

, (c1, c̄1) = 0, (c1, c̄2) = 0, (c1, ν̄) = 0,

(c2, c̄0) = 0, (c2, c̄1) = 0, (c2, c̄2) = −
sinh2 χ

2

cosh2 θ
2−cosh2 χ

2

, (c2, ν̄) = 0,

(ν, c̄0) = 0, (ν, c̄1) = 0, (ν, c̄2) = 0, (ν, ν̄) = −1.

Для (c0, c̄1) и (c2, c̄2) справедливы также выражения:

(c0, c̄1) = 2

(
1−

sin2 φ
2

tanh2 θ
2

)
, (c2, c̄2) = 1−

tanh2 θ
2

sin2 φ
2

.

Согласно таб. 2 в матрице попарных псевдоскалярных произведений векторов c0, c1, c2 и ν

имеется всего три различных псевдоскалярных произведения, которые отличны от нуля, что, по
сранению со стандартным разложением в ортогональном базисе, несколько упрощает разложение
произвольного вектора u в базисе c0, c1, c2 и ν:

u =
c0(u, c̄1) + c1(u, c̄0)

(c0, c̄1)
+ c2

(u, c̄2)

(c2, c̄2)
+ ν(u, ν). (8)

Переход от квартета собственных векторов L1L2 к ортогональному базису достигается посред-
ством суммирования и вычитания одного из другого векторов c0 и c1. При этом ортогональный
базис получается в виде:

i0,
c′0 + c′1

2
= c′2 ·

cosh θ − coshχ

cosh θ − 1
,

c1 − c0
2

= n0 ·
sinh χ

2

sinh θ
2

, ν. (9)
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Очевидно, базис векторов (9) является не только ортогональным, но также и псевдоортогональ-
ным, тогда как базис собственных векторов c0, c1, c2 и ν, в общем случае, не является ортогональ-
ным (рис. 1).

Значения длин ортогональных векторов (9) выражаются в виде:

||i0|| = ||ν|| = 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣c′0 + c′1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

||c′2||
=

cosh θ − coshχ

cosh θ − 1
,

∣∣∣∣∣∣∣∣c1 − c02

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ sinh χ

2

sinh θ
2

∣∣∣∣∣ . (10)

C учетом (10) разложение u по векторам ортогонального базиса получается тривиально.

4. Свойства инваритантности L1L2

Переход к эквивалентным представлениям композиции бустов L1L2 посредством операций
обращения (L1L2)

−1 и эрмитова сопряжения (L1L2)
+ = L2L1, а также их комбинации описывается

свойствами инвариантности:

L1L2 = (L1L2) |+b→b̄
= (L1L2) |−1b→b̄,n0→−n0

= (L1L2) |−1+n0→−n0
, (11)

которые следует учитывать, если исходное преобразование L1L2 не выписано в явном виде [7].
Здесь же уместно в дополнение к (11) привести свойство:

(L1L2)
−1+

u = (L1L2) ū ⇐⇒ (L1L2)
−1
u = (L1L2)

+
ū. (12)

Согласно (12) обращение композиции бустов L1L2 выполняется посредством линейных операций
эрмитова и обычного кватернионного сопряжения, что позволяет пользоваться аддитивным раз-
ложением композиции L1L2 на симметрично-кососимметричные части, которые c точностью до
знака сохраняются в разложениях для (L1L2)

+, (L1L2)
−1 и (L1L2)

−1+ [5].

Заключение

Вслед за освоением преобразований Лоренца в пространстве кватернионов логично со време-
нем построить их обобщение для октонионов, чтобы уточнить особенности преобразований коор-
динат и законов движения в пространстве удвоенной размерности. Для освоения самих неассоци-
ативных октонионов [3] полезно использовать векторное произведение [8], обобщенное на случай
трех аргументов, которое:

• получается при разложении произведения трех векторов в сумму трех взаимно ортогональ-
ных;

• при совпадении одного из аргументов с i0 выполняется как обычное векторное произведение;

• антисимметрично относительно перестановки аргументов и ортогонально каждому из них.

Тройное векторное произведение октонионов [8] получено на основе работ S. Okubo
(1993), T. Dray and C.A. Manogue (1998), J. Baez (2002), З.К. Силагадзе (2002),
D.A. Salamon and T. Walpuski (2010) (библиография в [8]). Работа [8] отражена в Собрании выве-
ренных формул [6] в сравнении с другими версиями обобщения векторного произведения.

На сегодняшний день, применение кватернионов для представления композиции бустов Ло-
ренца привлекательно тем, что:

• лоренцев буст в терминах кватернионов представляется почти так же просто, как и поворот,
а композиция пары бустов так же просто, как и одиночный буст;

• обеспечивает наглядность сложения релятивистских скоростей, причем без каких-либо ого-
ворок, поскольку в евклидовом пространстве кватернионов направление времени представ-
ляется такой же стрелкой, что и любое другое направление;
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• позволяет описать движение пары инерциальных систем отсчета в обшей системе координат,
связанной с базисом собственных векторов композиции бустов Лоренца, что может представ-
лять интерес для развития физической интерпретации.

В заключение можно отметить следующее.
У. Р. Гамильтон изобрел кватернионы полтора века назад для интерпретации реального

пространства-времени, но их потенциал, по всей видимости, к настоящему времени ещё не ис-
черпан. В СТО аппарат кватернионов обеспечивает лаконичность и наглядность вычислений, ис-
пользование которых отчасти ограничено тем, что преподавание кватернионов не предусмотрено
в системе обязательных дисциплин. Если актуальная современная проблема выбора наиболее под-
ходящей математики для описания пространства-времени с числом измерений больше четырёх
решится в пользу нормировых алгебр с единицей [3], то будет полезно исправить этот недостаток.
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