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Программный комплекс (ПК) предназначен для автоматизированного численно-аналитического

моделирования нелинейных динамических систем, основанных на асимметричном скалярном Хиггсовом

дублете с потенциальным взаимодействием между компонентами. ПК может применяться для научных

исследований. ПК обеспечивает выполнение следующих функций: автоматизированный вывод численного

решения ОДУ в функциональном виде, автоматизированный вывод полученных решений в графическом

формате в трехмерном фазовом подпространстве R3 ={Φ, 𝑍,𝐻} и R3 ={𝜑, 𝑧,𝐻}.
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The software package (PC) is designed for automated numerical and analytical modeling of nonlinear dynamical

systems based on the asymmetric scalar Higgs doublet with potential interactions between components. PC

can be used for scientific research. The PC provides the following functions: automated output of numerical

ODE solutions in functional form, automated output of the obtained solutions in graphical form format in

three-dimensional phase subspace R3 ={Φ, 𝑍,𝐻} и R3 ={𝜑, 𝑧,𝐻}.
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Введение

Все фазовые траектории динамической системы [1], [3], [4], [5], соответствующей космоло-

гической модели, лежат на гиперповерхности Эйнштейна-Хиггса [5], топология этой поверхно-

сти определяет глобальные свойства космологической модели. Сказанное относится не только к

рассматриваемому здесь случаю, но и к любым видам потенциальной энергии скалярных полей.

*Работа выполнена за счет средств субсидии, выделенной в рамках государственной поддержки Казанского
(Приволжского) федерального университета в целях повышения его конкурентоспособности среди ведущих миро-
вых научно-образовательных центров.

1E-mail: alsu_sam@mail.ru



Программный комплекс исследования нелинейных динамических систем... 19

Необходимость создания программных инструментов для компьютерного исследования этих по-

верхностей, и посвящена данная статья.

1. Математическая модель космологической эволюции

1.1. Асимметричный скалярный Хиггсов дублет с потенциальным взаимодействием
между компонентами

Опишем базовые соотношения математической модели космологической эволюции классиче-

ского скалярного Хиггсова поля основанной на асимметричном скалярном дублете и ее основные

свойства. В качестве полевой модели рассмотрим самосогласованную систему уравнений Эйнштей-

на, классического Φ и фантомного 𝜑 скалярных полей, с потенциалом Хиггса, которому соответ-

ствует функция Лагранжа 1

𝐿 =
1

16𝜋
(𝑔𝑙𝑚Φ,𝑙Φ,𝑚 − 2𝑉 (Φ)) +

1

16𝜋
(−𝑔𝑙𝑚𝜙,𝑙𝜙,𝑚 − 2𝑣(𝜙)) +

1

8𝜋
𝛾Φ2𝜙2, (1)

где

𝑉 (Φ) = −𝛼
4

(︂
Φ2 − 𝑚2

𝛼

)︂2

(2)

𝑣(𝜙) = −𝛽
4

(︂
𝜙2 − 𝜇2

𝛽

)︂2

(3)

– потенциальная энергия Хиггса соответствующих скалярных полей, 𝛼 и 𝛽 константы их самодей-

ствия, 𝛾 - константа взаимодействия компонент дублета, 𝑚 и 𝜇 – их массы квантов.

Канонический тензор энергии-импульса (см., например, [2]) скалярного дублета относительно

функции Лагранжа (1) имеет вид

8𝜋𝑇 𝑘𝑖 = Φ,𝑖Φ
,𝑘 − 𝛿𝑘𝑖

2
Φ,𝑗Φ

,𝑗 + 𝛿𝑘𝑖 𝑉 (Φ)

−𝜑,𝑖𝜑,𝑘 +
𝛿𝑘𝑖
2
Φ,𝑗Φ

,𝑗 + 𝛿𝑘𝑖 𝑣(𝜑)− 𝛿𝑘𝑖 𝛾Φ
2𝜑2. (4)

Гравитационное поле скалярного дублета описывается уравнениями Эйнштейна с тензором

энергии-импульса 𝑇 𝑘𝑖 (4) и затравочной космологической постоянной Λ0

𝐺𝑘𝑖 = 𝑅𝑘𝑖 −
1

2
𝑅𝛿𝑘𝑖 = 8𝜋𝑇 𝑘𝑖 + Λ0𝛿

𝑘
𝑖 . (5)

Затравочное значение космологической постоянной Λ0 связана с её наблюдаемым значение Λ, по-

лучающимся при изъятии постоянного слагаемого в потенциальной энергии, соотношением

Λ = Λ0 −
𝑚4

4𝛼
− 𝜇4

4𝛽
. (6)

Функции Лагранжа (1) соответствуют уравнения скалярных полей:

∆Φ+ 𝑉 ′
Φ − 2𝛾Φ𝜑2 = 0; (7)

−∆𝜑+ 𝑣′𝜑 − 2𝛾Φ2𝜑 = 0, (8)

где

∆ =
1√
−𝑔

𝜕

𝜕𝑥𝑖
√
−𝑔𝑔𝑖𝑘 𝜕

𝜕𝑥𝑘
. (9)

1Здесь и далее используется планковская система единиц 𝐺 = ℏ = 𝑐 = 1.
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1.2. Полная система уравнений для метрики Фридмана

В случае пространственно-плоской метрики Фридмана

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑎2(𝑡)(𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2) (10)

где 𝑎(𝑡) - масштабный фактор и не зависящих от трехмерных координат скалярных полей Φ(𝑡),

𝜑(𝑡) тензор энергии-импульса скалярного поля принимает изотропную структуру

𝑇 𝑖𝑘 = (𝜀+ 𝑝)𝛿𝑖4𝛿
4
𝑘 − 𝑝𝛿𝑖𝑘, (11)

где

𝜀 = 𝑇 4
4 =

1

8𝜋

(︂
1

2
Φ̇2 + 𝑉 (Φ)

)︂
+

1

8𝜋

(︂
−1

2
𝜑̇2 + 𝑣(𝜑)

)︂
− 1

8𝜋
𝛾Φ2𝜑2; (12)

𝑝 = −𝑇𝛼𝛼 =
1

8𝜋

(︂
1

2
Φ̇2 − 𝑉 (Φ)

)︂
− 1

8𝜋

(︂
1

2
𝜑̇2 + 𝑣(𝜑)

)︂
+

1

8𝜋
𝛾Φ2𝜑2, (13)

так что

𝜀+ 𝑝 =
1

8𝜋
(Φ̇2 − 𝜑̇2), (14)

где 𝜀 - плотность энергии и p - давление космологической системы.

Уравнения полей скалярного дублета (7)–(8) в метрике (10) принимают вид

Φ̈ + 3
𝑎̇

𝑎
Φ̇ + 𝑉 ′

Φ − 2𝛾Φ𝜑2 = 0; (15)

−𝜑− 3
𝑎̇

𝑎
𝜑̇+ 𝑣′𝜑 − 2𝛾Φ2𝜑 = 0. (16)

Нетрудно видеть,что из всех уравнений Эйнштейна (5) только два нетривиальных:

4
4 : 3

𝑎̇2

𝑎2
− 1

2
Φ̇2 − 𝑉 (Φ) +

1

2
𝜑̇2 − 𝑣(𝜑) + 𝛾Φ2𝜑2 − Λ0 = 0 (17)

𝛼
𝛼 : 2

𝑎̈

𝑎
+
𝑎̇2

𝑎2
+

1

2
Φ̇2 − 𝑉 (Φ)− 1

2
𝜑̇2 − 𝑣(𝜑) + 𝛾Φ2𝜑2 − Λ0 = 0 (18)

Придадим этим уравнениям более компактный вид, переходя от независимой переменной 𝑎(𝑡) к

переменной 𝐻(𝑡) (см. [3] и содержащиеся там комментарии). Для этого продифференцируем по

времени уравнение Эйнштейна (17)

6𝑎̈𝑎̇

𝑎2
− 6𝑎̇3

𝑎3
− Φ̈Φ̇− 𝑉 ′

ΦΦ̇ + 𝜑𝜑̇− 𝑣′𝜑𝜑̇− 2𝛾ΦΦ̇𝜑2 − 2𝛾Φ2𝜑̇𝜑 = 0. (19)

Умножая обе части уравнений поля (15) и (16) соответственно на Φ̇ и 𝜑̇ и подставляя результат в

(17), получим

3
𝑎̇

𝑎

(︂
2𝑎̈

𝑎
− 2𝑎̇2

𝑎2
+ Φ̇2 − 𝜑̇2

)︂
= 0. (20)

Вводя далее параметр Хаббла

𝐻 =
𝑎̇

𝑎
, (21)

перепишем (20) в форме

6𝐻

(︃
𝐻̇ +

Φ̇2

2
− 𝜑̇2

2

)︃
= 0 ⇒ 𝐻̇ = −1

2
Φ̇2 +

1

2
𝜑̇2. (22)
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Заметим, что уравнение (22) можно записать в эквивалентном виде, складывая уравнения (17) и

(18) и применяя подстановку (21)

𝐻̇ = −3𝐻2 +
𝑚2Φ2

2
− 𝛼Φ4

4
+
𝜇2𝜑2

2
− 𝛽𝜑4

4
− 𝛾Φ2𝜑2 + Λ. (23)

Полученной системе уравнений можно придать нормальный вид, т.е., представить её в виде си-

стемы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка разрешенных относительно

производных:

𝜉 = 𝐻, (≡ 𝐹1); (24)

Φ̇ = 𝑍, (≡ 𝐹2); (25)

𝑍̇ = −3𝐻𝑍 −𝑚2Φ+ 𝛼Φ3 + 2𝛾Φ𝜑2, (≡ 𝐹3); (26)

𝜑̇ = 𝑧, (≡ 𝐹4); (27)

𝑧̇ = −3𝐻𝑧 + 𝜇2𝜑− 𝛽𝜑3 − 2𝛾Φ2𝜑, (≡ 𝐹5); (28)

𝐻̇ = −3𝐻2 +
𝑚2Φ2

2
− 𝛼Φ4

4
+
𝜇2𝜑2

2
− 𝛽𝜑4

4
− 𝛾Φ2𝜑2 + Λ, (≡ 𝐹6). (29)

Нормальная система динамических уравнений (24) – (29) описывает фазовые траектории в

шестимерном фазовом арифметическом пространстве R6 = {𝜉,𝐻,Φ, 𝑍, 𝜑, 𝑧}. Каждой конкретной

фазовой траектории, определяемой начальными условиями, в этом фазовом пространстве соот-

ветствует конкретная космологическая модель.

3𝐻2 − 𝑍2

2
+
𝛼Φ4

4
− 𝑚2Φ2

2
+
𝑧2

2
+
𝛽𝜑4

4
− 𝜇2𝜑2

2
+ 𝛾Φ2𝜑2 − Λ = 0. (30)

Уравнение (30) определяет гиперповерхность в фазовом пространстве динамической системы (24)–

(29) эту гиперповерхность будем называть гиперповерхностью Эйнштейна-Хиггса, на которой

лежат все фазовые траектории этой системы [1]. Уравнение (30) определяет начальное значения

параметра Хаббла 𝐻(0) ≡ 𝐻0 при заданных начальных значениях Φ(0) ≡ Φ0, 𝜑(0) ≡ 𝜑0, 𝑍(0) ≡ 𝑍0,

𝑧(0) ≡ 𝑧0.

𝐻0 = ± 1√
3

√︂
𝑍2
0

2
− 𝛼Φ4

0

4
+
𝑚2Φ2

0

2
− 𝑧20

2
− 𝛽𝜑40

4
+
𝜇2𝜑20
2

− 𝛾Φ2
0𝜑

2
0 + Λ. (31)

Два симметричных решения для начального значения параметра Хаббла 𝐻0± ≡ 𝐻0 соответ-

ствуют старту из состояния расширения (+), либо из состояния сжатия (−).

2. Опции команд для построения гиперповерхности Эйнштейна-Хиггса

В серии работ [1], [4] – [5] было проведено детальное исследование космологических моделей.

Результаты этих работ было получены с помощью численного моделирования в СКМ Maple. Ма-

тематическая модель, положенная в основу этих работ, состоит из нормальной системы уравнений

(24) – (29), где полностью определяется заданием параметров P и начальных условий I:

𝑃 = [[𝛼, 𝛽,𝑚, 𝜇],Λ, 𝛾], I = [Φ0, 𝑍0, 𝜑0, 𝑧0, 𝑒], (32)

где 𝑒 = ±1 – индикатор решения (31).

Команда Eqs0 описывающая динамическую систему (24) – (29), где опция param – набор

фундаментальных параметров системы (24) – (29) вводится в виде упорядоченного списка P, имеет

вид:

Eqs0:=proc(param) local alpha,beta,gamma,m,mu,Lambda:

alpha:=param[1]: beta:=param[2]: m:=param[3]:

mu:=param[4]: Lambda:=param[5]: gamma:=param[6]:
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[diff(xi(t),t)=H(t),diff(Phi(t),t)=Z(t),

diff(Z(t),t)=-3*H(t)*Z(t)-m^2*Phi(t)+alpha*Phi(t)^3+2*gamma*Phi(t)*varphi(t)^2,

diff(varphi(t),t)=z(t),

diff(z(t),t)=-3*H(t)*z(t)+mu^2*varphi(t)-beta*varphi(t)^3-2*gamma*Phi(t)^2*varphi(t),

diff(H(t),t)=-3*H(t)^2+m^2*Phi(t)^2/2-alpha*Phi(t)^4/4+mu^2*varphi(t)^2/2-

beta*varphi(t)^4/4-gamma*Phi(t)^2*varphi(t)^2+Lambda]

end proc:

Введем также начальные условия для системы (24) – (29) с помощью команды Inits, где опция

INIT вводится в виде упорядоченного списка I,

Inits:=proc(param,INIT) local Phi0,Z0,varphi0,z0,e,E0,H0,SBS:

Phi0:=INIT[1]:Z0:=INIT[2]:varphi0:=INIT[3]:z0:=INIT[4]:e:=INIT[5]:

SBS:={Phi=Phi0,Z=Z0,varphi=varphi0,z=z0}:

E0:=evalf(subs(SBS,E(param))):

if E0>=0 then

H0:=evalf(1/sqrt(3)*sqrt(E0)):

else print("E0<0!"):

end if:

[xi(0)=0,Phi(0)=Phi0,Z(0)=Z0,varphi(0)=varphi0,z(0)=z0,H(0)=e*H0]:

end proc:

Решение системы динамических уравнений (24) – (29) достигается командой DS_r – где опция tau

– значение временной переменной

DS_r:=proc(param,IC,tau) local PP,PPP,ICS:

ICS:=Inits(param,IC):

PP:=dsolve({op(Eqs0(param)),op(ICS)}, type=numeric,output=listprocedure,

[xi(t),H(t),Phi(t),Z(t),varphi(t),z(t)],

method=rosenbrock,maxfun=5*10^(10),abserr = 1.*10^(-13), relerr = 1.*10^(-13)):

PPP:=subs(t=tau,PP):

[rhs(PPP(tau)[2]),rhs(PPP(tau)[3]),rhs(PPP(tau)[4]),rhs(PPP(tau)[5]),

rhs(PPP(tau)[6]),rhs(PPP(tau)[7])];

end proc:

В дальнейшем мы используем специальные программные процедуры Surf_Einst_Phi и

Surf_Einst_phi, позволяющие автоматически строить гиперповерхность Эйнштейна-Хиггса в

подпространстве ΣΦ = {Φ, 𝑍,𝐻}

Surf_Einst_Phi:=proc(param,IC,tau,FZh,n,tr) local

alpha,beta,m,mu,Lambda,gamma,z_0,varphi_0,EQ,

Phi1,Phi2,Z1,Z2,h1,h2:

alpha:=param[1]:beta:=param[2]:m:=param[3]:mu:=param[4]:

Lambda:=param[5]:gamma:=param[6]:

varphi_0:=DS_r(param,IC,tau)[5]:

z_0:=DS_r(param,IC,tau)[6]:

Phi1:=FZh[1,1]:Phi2:=FZh[1,2]:Z1:=FZh[2,1]:Z2:=FZh[2,2]:

h1:=FZh[3,1]:h2:=FZh[3,2]:

EQ:=subs({varphi=varphi_0,z=z_0},Eq_Surf(param)):

plots[implicitplot3d](EQ,Phi=Phi1..Phi2,Z=Z1..Z2,H=h1..h2

,grid=[n,n,n],style=PATCHNOGRID,color=COLOR(RGB,0.5,0.5,0.5),

labels=[Phi,Z,H],labelfont=[TIME,ROMAN,16],transparency=tr):

end proc:



Программный комплекс исследования нелинейных динамических систем... 23

и в подпространстве Σ𝜑 = {𝜑, 𝑧,𝐻}

Surf_Einst_varphi:=proc(param,IC,tau,fzh,n,tr) local

alpha,beta,m,mu,Lambda,gamma,Z_0,Phi_0,EQ,

varphi1,varphi2,z1,z2,h1,h2:

alpha:=param[1]:beta:=param[2]:m:=param[3]:mu:=param[4]:

Lambda:=param[5]:gamma:=param[6]:

Phi_0:=DS_r(param,IC,tau)[3]:

Z_0:=DS_r(param,IC,tau)[4]:

varphi1:=fzh[1,1]:varphi2:=fzh[1,2]:z1:=fzh[2,1]:z2:=fzh[2,2]:

h1:=fzh[3,1]:h2:=fzh[3,2]:

EQ:=subs({Phi=Phi_0,Z=Z_0},Eq_Surf(param)):

plots[implicitplot3d](EQ,varphi=varphi1..varphi2,z=z1..z2,H=h1..h2,

grid=[n,n,n],style=PATCHNOGRID,color=COLOR(RGB,0.5,0.5,0.5),

labels=[varphi,z,H],labelfont=[TIMES,ROMAN,16],transparency=tr):

end proc:

Первые три опции param,IC,tau описаны выше. Опция n – определяет размеры прямоугольной

сетки, на которой генерируются точки. Прозрачность должна оцениваться в диапазоне от 0 до 1.

Значение 0 означает «непрозрачно», а значение 1 означает «полностью прозрачно». Опция tr –

определяет прозрачность поверхности.

На Рис. 1 – Рис. 4 показан результат исполнения команд:

>Surf_Einst_Phi([1,1,1,1,0.1,1],[0.99,0,0,0,1],10,

[[-2.5,2.5],[-3,3],[-1.5,1.5]],50,0.1);

>Surf_Einst_varphi([1,1,1,1,0.1,1],[0.99,0,0,0,1],10,

[[-2,2],[-1,1],[-0.4,0.4]],50,0.1);

>Surf_Einst_Phi([-1,-1,1,1,1,1],[0.99,0,0,0,1],1,

[[-3,3],[-5,5],[-2,2]],50,0.1)

>Surf_Einst_varphi([1,1,1,1,-0.1,1],[0,0,0.99,0,1],1,

[[-2,2],[-0.8,0.8],[-0.3,0.3]],50,0.1);

Рис. 1. Однополостной гиперболоид в ΣΦ:

𝑃 = [[1, 1, 1, 1], 0.1, 1], 𝐼 = [0.99, 0, 0, 0, 1].

Рис. 2. Однополостной гиперболоид в Σ𝜑:

𝑃 = [[1, 1, 1, 1], 0.1, 1], 𝐼 = [0.99, 0, 0, 0, 1].
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Рис. 3. Двуполостной гиперболоид в ΣΦ: 𝑃 =

[[−1,−1, 1, 1], 1, 1], 𝐼 = [0.99, 0, 0, 0, 1]

Рис. 4. Двуполостной гиперболоид в Σ𝜑: 𝑃 =

[[1, 1, 1, 1],−0.1, 1], 𝐼 = [0, 0, 0.99, 0, 1]

Из этих примеров видно, что топология поверхности на Рис. 1 и Рис. 2 допускает переходы

космологической модели от стадии расширения к стадии сжатия 𝐻+ → 𝐻−, а топология поверх-

ности на Рис. 3 и Рис. 4 – не допускает.
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