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Кратко излагается модель строения и динамики пылевых дисковых структур в условиях динамического

равновесия. Показано, что важную роль в формировании структуры дисков играет неоднородное

распределение функции массивности частиц в пространстве, которая является моделью “темной материи”.

Появляющиеся в модели дисковые структуры могут содержать джеты и балджи.
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A model of the structure and dynamics of dust disk structures under conditions of dynamic equilibrium is

briefly presented. It is shown that an important role in the formation of the disk structure is played by the

inhomogeneous distribution of the particle massiveness function in space, which is a model of “dark matter”.

Disk structures that appear in the model may contain jets and bulges.
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Введение

В работах [1, 2] была предложена модель автомодельной динамики звезд и других астрофи-

зических объектов, основанная на понятии динамического равновесия. В отличие от статического

равновесия динамическое равновесие учитывает наличие автомодельной эволюции астрофизиче-

ских объектов, обусловленных неточным балансом между силой тяготения и силой Архимеда,

приложенных к элементарному объему газа. Дисбаланс между локальными силами Архимеда и

тяготения приводит к возникновению специфического явления – радиального потока Хаббла вме-

сте с определенного вида зональным потоком.

В настоящей работе объектом исследования является среда, состоящая из пыли. В астрофи-

зике такие объекты возникают в форме дисковых структур вблизи звезд, планет и могут ассо-

циироваться с эллиптическими галактиками. При анализе таких структур в важную роль играет

величина массивности частиц среды, которая оказывается существенным элементом, объясняю-

щим эффект “скрытой массы” или “темной материи”. Цель работы - вывод уравнений структуры

и динамики пылевых дисковых структур в условиях динамического равновесия и установление

роли пространственного распределения массивности в объяснении джетов и балджей.

1E-mail: zhvictorm@gmail.com
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1. Уравнения осесимметричного потока пыли

Динамика самогравитирующей пылевидной среды в рамках классической механики описыва-

ется в цилиндрической системе координат уравнениями Эйлера и Пуассона :

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑟 + 𝑤𝑢𝑧 −
𝑣2

𝑟
= −𝜑𝑟, 𝑤𝑡 + 𝑢𝑤𝑟 + 𝑤𝑤𝑧 = −𝜑𝑧, 𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑟 + 𝑤𝑣𝑧 +

𝑢𝑣

𝑟
= 0,

𝜌𝑡 +
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟𝑢𝜌
)︁
+

𝜕

𝜕𝑧

(︁
𝜌𝑤
)︁
= 0, divg =

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟𝜑𝑟

)︁
+

𝜕

𝜕𝑧
𝜑𝑧 = 4𝜋𝒟𝐺𝜌. (1)

В этих уравнениях 𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑣(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡) – компоненты скорости гидродинамического пото-

ка, 𝜌(𝑟, 𝑧, 𝑡) – плотность пыли, 𝜑(𝑟, 𝑧, 𝑡) – потенциал поля тяготения: g = −∇𝜑, 𝐺 – постоянная

тяготения Ньютона, 𝑟 и 𝑧 - радиальная и вертикальная координаты, 𝑡 – время. Множитель 𝒟 в

уравнении Пуассона описывает эффект скрытой массы или “темной материи” [2].

2. Динамика маркеров и плотность вещества

Следуя работам [1, 2], для описания динамики пыли воспользуемся методом гидродинамиче-

ских маркеров (лагранжевых переменных). Свяжем с частицами пыли гидродинамические мар-

керные функции 𝑒𝑎(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑎 = 1, 2, которые по определению удовлетворяют уравнению переноса

маркеров в цилиндрической системе координат:

𝜕𝑒𝑎

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑒𝑎

𝜕𝑟
+ 𝑤

𝜕𝑒𝑎

𝜕𝑧
≡ 𝑒𝑎𝑡 +

(︁
v,∇

)︁
𝑒𝑎 = 0, 𝑎 = 1, 2. (2)

Здесь v = (𝑢, 𝑣, 𝑤) – вектор скорости потока. Слагаемое с производной по азимутальному углу

исчезает в силу цилиндрической симметрии задачи. Система (2) допускает дифференциальное

тождество, которое можно записать в следующем виде:

𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑟−1|𝐽 |

)︁
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟𝑢(𝑟−1|𝐽 |)

)︁
+

𝜕

𝜕𝑧

(︁
𝑤(𝑟−1|𝐽 |)

)︁
= 0, (3)

где функция |𝐽 | – якобиан преобразования от координат 𝑟, 𝑧 цилиндрической системы координат

в координаты 𝑒1, 𝑒2. Тождество (3) представляет дифференциальный закон сохранения плотности

𝐽 . Отсюда следует, что любая функция 𝜌:

𝜌 =𝑀0𝑟
−1ℳ(𝑒1, 𝑒2)|𝐽 |, |𝐽 | = |det Ĵ|, Ĵ =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑒1𝑟 𝑒1𝑧
𝑒2𝑟 𝑒2𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒ , (4)

может быть отождествлена с плотностью массы вещества, поскольку она автоматически удовлетво-

ряет закону сохранения массы (1). Здесь ℳ(𝑒1, 𝑒2) – массивность частиц, являющаяся функцией

маркеров, 𝑀0 – масштабный коэффициент, имеющий размерность массы.

3. Уравнение Пуассона и маркеры

Как показано в [1,2], компоненты напряженности гравитационного поля можно в общем слу-

чае представить в такой форме:

𝑔1 = −𝜕𝜑
𝜕𝑟

= −2𝜋𝐺𝑀0𝒬𝑟−1|𝐽 |𝐾1 − 1

𝑟

𝜕Ψ

𝜕𝑧
, 𝑔2 = −𝜕𝜑

𝜕𝑧
= −2𝜋𝐺𝑀0𝒬𝑟−1|𝐽 |𝐾2 +

1

𝑟

𝜕Ψ

𝜕𝑟
, (5)

где

𝐾𝛼 =

2∑︁
𝑏=1

𝑒𝑏
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑒𝑏
, 𝛼 = 1, 2. (6)

Напряженность g в этом случае удовлетворяет уравнению Пуассона (1) Это уравнение отличается

от классического уравнения Пуассона наличием множителя:

𝒟 =
𝒬
ℳ

(︂
1 +

1

2
𝑒𝑎
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑒𝑎
𝜕 ln𝒬
𝜕𝑥𝛼

)︂
=

1

ℳ

(︂
𝒬+

1

2
𝐾𝛼 𝜕𝒬

𝜕𝑥𝛼

)︂
(7)

в правой части. Множитель 𝒟 позволяет отождествить появление эффекта “темной материи” с

наличием в среде частиц различной массы, т.е. с ℳ и 𝒬.
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4. Динамическое равновесие и автомодельные переменные

По аналогии с работами [1,2] введем автомодельные переменные:

𝜉 = 𝑟/𝑎(𝑡), 𝜁 = 𝑧/𝑏(𝑡),

где функции 𝑎(𝑡) и 𝑏(𝑡) – масштабные факторы. Для таких автомодельных переменных скорость

потока и эйлерово ускорение имеют следующий вид:

𝑢 =
𝑑𝑎

𝑑𝑡
𝜉(e), 𝑤 =

𝑑𝑏

𝑑𝑡
𝜁(e);

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑎̈𝜉,

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 𝑏̈𝜁. (8)

Поскольку 𝜉(e) и 𝜁(e) зависят только от e = (𝑒1, 𝑒2), то эту зависимость можно обратить, что дает:

𝑒𝑎 = ℰ𝑎(𝜉, 𝜁).
Плотность среды и скорость зонального потока в автомодельных переменных будет иметь

такой вид:

𝜌 =
𝑀0

𝑎(𝑡)2𝑏(𝑡)
ℛ(𝜉, 𝜁), 𝑣 =

𝒱(𝜉, 𝜁)
𝑎

,ℛ = ℳ(𝜉, 𝜁)
|𝒥 (𝜉, 𝜁)|

𝜉
, 𝒥 = det

⃒⃒⃒⃒
⃒ ℰ1

𝜉 ℰ1
𝜁

ℰ2
𝜉 ℰ2

𝜁

⃒⃒⃒⃒
⃒ (9)

Функцииℛ(𝜉, 𝜁) и 𝒱(𝜉, 𝜁) – коэффициенты плотности и зональной скорости. Для𝐾1 и𝐾2 находим:

|𝐽 |𝐾1 =
1

𝑏
𝒦1(𝜉, 𝜁), |𝐽 |𝐾2 =

1

𝑎
𝒦2(𝜉, 𝜁); 𝒦1(𝜉, 𝜁) = |𝒥 |ℰ𝑎 𝜕𝜉

𝜕ℰ𝑎
, 𝒦2(𝜉, 𝜁) = |𝒥 |ℰ𝑎 𝜕𝜁

𝜕ℰ𝑎
(10)

Подставляя (10) в (3), приходим к следующему уравнению:

𝜕

𝜕𝜉
𝒦1 +

𝜕

𝜕𝜁
𝒦2 = 2|𝒥 |. (11)

5. Уравнения в автомодельных переменных

Уравнения для 𝑢 и 𝑤 в автомодельных переменных принимают такой вид:

𝑎̈𝜉 − 1

𝑎3
𝒱2

𝜉
= −2𝜋𝐺𝑀0

𝑎𝑏

1

𝜉
𝒬𝒦1 − 1

𝑎𝑏

Ψ𝜁
𝜉
, 𝑏̈𝜁 = −2𝜋𝐺𝑀0

𝑎2
1

𝜉
𝒬𝒦2 +

1

𝑎2
Ψ𝜉
𝜉

(12)

Исходя из необходимости разделить переменные в этих уравнениях, выберем вид функции Ψ(𝜉, 𝜁, 𝑡)

следующим образом:

Ψ =
𝑏

𝑎2
Ψ1(𝜉, 𝜁) + 2𝜋𝐺𝑀0Ψ0(𝜉, 𝜁), 𝑄 = 𝑄0(𝜉, 𝜁) +

𝑏(𝑡)

𝑎2(𝑡)
𝑄1(𝜉, 𝜁). (13)

Здесь Ψ0, Ψ1, 𝑄0, 𝑄1 – некоторые вспомогательные функции.

Условия разделения переменных требуют выполнения следующих соотношений:

−𝒬0𝒦1 −Ψ0,𝜁 =
𝜆1

2𝜋𝐺𝑀0
𝜉2, −𝒬0𝒦2 +Ψ0,𝜁 =

𝜆2
2𝜋𝐺𝑀0

𝜁𝜉, (14)

𝒱2(𝜉, 𝜁)−𝑄1𝒦1 −
𝜕Ψ1

𝜕𝜁
= 𝜇1𝜉

2, −𝑄1𝒦2 +
𝜕Ψ1

𝜕𝜉
= 𝜇2𝜉𝜁,

где 𝜆1,2 и 𝜇1,2 – произвольные вещественные параметры разделения переменных. В этом случае

уравнения эволюции во времени будут иметь такой вид:

𝑎̈ =
𝜇1

𝑎3
+

Λ1

𝑎𝑏
, 𝑏̈ =

𝜇2

𝑎4
𝑏+

Λ2

𝑎2
, (15)

где Λ1 = (2𝜋𝐺𝑀0)
−1𝜆1, Λ2 = (2𝜋𝐺𝑀0)

−1𝜆2.

Уравнения системы (14) приводятся к двум уравнениям:

Λ1𝜉
𝜕𝑄0

𝜕𝜉
+ Λ2𝜁

𝜕𝑄0

𝜕𝜁
+ 𝜉−1

(︂
Ψ0,𝜁

𝜕𝑄0

𝜕𝜉
−Ψ0,𝜉

𝜕𝑄0

𝜕𝜁

)︂
− 2

𝑄2
0

ℳ
ℛ = Λ0𝑄0, (16)

Λ1𝜉
𝜕∆

𝜕𝜉
+ Λ2𝜁

𝜕∆

𝜕𝜁
+ 𝜉−1

(︂
Ψ0,𝜁

𝜕∆

𝜕𝜉
−Ψ0,𝜉

𝜕∆

𝜕𝜁

)︂
+ Λ0∆− 𝜇0 = −1

𝜉

𝜕𝑉 2

𝜕𝜉
. (17)

Важно отметить, что уравнения для 𝑄0 и ∆ оказываются независимыми.
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a b

Рис. 1. Изоповерхности ℛ (20): a – диск с джетом, b – диск с балджем. Серым цветом изображена

средняя плоскость диска

6. Некоторые частные распределения в пространстве. Диски и джеты

Одной из простейших гипотез относительно пространственного распределения массивности

является предположение, что более массивные частицы среды формируются в области с большей

средней плотностью массы. Простейшая формой зависимости ℳ от ℛ, соответствующих данной
гипотезе, является степенная функция:

ℳ = 𝑚0ℛ𝑘, (18)

с постоянными параметрами 𝑚0 > 0 и 𝑘.

В результате использования сделанных предположений уравнение (16) будет иметь такой вид:

Λ1𝜉
𝜕ℛ
𝜕𝜉

+ Λ2𝜁
𝜕ℛ
𝜕𝜁

=
1

𝑘

(︁
Λ0ℛ+ 2ℛ2

)︁
. (19)

Интегрируя это уравнение, приходим к следующим соотношениям:

ℛ = −Λ0

2

1

𝐶(𝜒)𝜉𝐿0 + 1
, 𝜒 = Λ2 ln 𝜉 − Λ1 ln 𝜁, 𝐿0 = −Λ0/(𝑘Λ1). (20)

Здесь 𝐶(𝜒) – произвольная дифференцируемая функция переменной 𝜒, постоянная вдоль характе-

ристик. Из (20) следует, что условие ℛ > 0 может выполняться только в случае Λ0 = 2Λ1+Λ2 < 0.

Примеры решений (20) для 𝐶(𝜒) = 𝐴1𝑒
𝐿1𝜒 + 𝐴2𝑒

𝐿2𝜒 + 𝐴3 приведены на рис. 1. На этом рисунке

изображены изоповерхности плотности пыли для некоторых значений параметров модели.

Заключение

В работе получены уравнения динамики и структуры пылевых дисков в условиях динамиче-

ского равновесия, которые позволяют объяснить наличие эффекта “темной материи” с помощью

неоднородного пространственного распределения функции массивности частиц. Кривую вращения

дисков в этом случае также связывается с неоднородной массивностью частиц. Такой подход поз-

воляет естественным образом объяснить существованием джетов и балджей в астрофизических

дисковых структурах, например, галактиках и квазарах.
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