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Предложена и исследована новая модель нелинейной электродинамики с тремя параметрами.

Показано, что при наличии внешнего постоянного магнитного поля имеет место явление вакуумного

двулучепреломления. Рассчитаны показатели преломления для двух поляризаций электромагнитных

волн, параллельной и перпендикулярной индукции магнитного поля. Рассчитан тензор энергии-импульса.

Получены связи между параметрами модели, гарантирующие выполнение условий причинности и

унитарности. Показано, что в предложенной модели нарушена дуальная симметрия.
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Введение

Существует несколько способов модификации стандартной, максвеловской электродинамиче-

ской теории. К примеру, аксионные [1] и дилатоные [2] ее расширения.

Нелинейная электродинамика (НЛЭД) является одним из таких способов. Она находит мно-

жество практических применений в различных областях физики: космологии и астрофизике [3],

квантовой электродинамике [4], физике плазмы [5], физике конденсированного состояния [6], ядер-

ной физике [7] и других.

Наиболее популярными моделями нелинейной электродинамики является модель Борна-

Инфельда [8], основанная на симметрии лагранжиана, и модель Гейзенберга-Эйлера [9], которая

вытекает из расчета однопетлевых поправок в квантовой электродинамике.

*Работа была поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (Грант № 20-52-05009).
1E-mail: travelerintime2@gmail.com
2E-mail: groshevdmitri@mail.ru
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На сегодняшний день «зоопарк» нелинейных электродинамических теорий весьма обширен,

в него входят арксинус-электродинамика [10], «ModMax» электродинамика [11], кубическая [12],

дробно-линейная [13] и многие другие.

В представленной работе исследуетcя новая модель нелинейной электродинамики, а имен-

но двухэкспоненциальная. В рамках этой теории рассмотрены вопросы, касающиеся уравнений

Максвелла, вакуумного двойного лучепреломления, условий причинности и унитарности. В рабо-

те используется метрика Минковского с сигнатурой (+). Латинские и греческие индексы пробегают

значения от 0 до 3.

1. Рассматриваемая модель

В данной работе мы вводим новую модель нелинейной электродинамики, названную нами

«двухэкспоненциальной». Она задается лагранжианом следующего вида:

Λ = −ℱ𝑒𝜆1ℱ + 𝛾
(︁
𝑒𝜆2𝒢

2

− 1
)︁
. (1)

Здесь ℱ = 1
4𝐹𝑖𝑘𝐹

𝑖𝑘 = 1
2 (B

2 − E2), 𝒢 = 1
4𝐹𝑖𝑘𝐹

*𝑖𝑘 = −EB – инварианты электромагнитного поля,

𝛾 – безразмерный параметр, 𝜆1 – параметр размерности Дж
−1 𝜆2 – параметр размерности Дж

−2.

(Величины 𝜆1ℱ и 𝜆2𝒢2 должны быть безразмерными). Вторая пара уравнений Максвелла в общем

случае лагранжиана Λ = Λ(ℱ ,𝒢) задается следующим образом (свободные заряды и токи в системе

отсутствуют):

𝜕𝑗
(︀
Λℱ𝐹

𝑘𝑗 + Λ𝒢𝐹
*𝑘𝑗)︀ = 0 . (2)

Подставляя в это выражение лагранжиан (1), мы получаем

𝜕𝑗

(︁
− (1 + 𝜆1ℱ) 𝑒𝜆1ℱ𝐹 𝑘𝑗 + 2𝛾𝜆2𝒢𝑒𝜆2𝒢

2

𝐹 *𝑘𝑗
)︁
= 0 . (3)

Очевидно, что первая пара уравнений Максвелла не претерпевает изменений:

𝜕𝑗𝐹
*𝑘𝑗 = 0 . (4)

Выражение для вектора электрической индукции в случае лагранжиана общего вида легко может

быть найдено из формулы D = 𝜕ℒ/𝜕E:

D = Λℱ (−E) + Λ𝒢 (−B) = Λℱ (−E) + 2Λ𝒢2 (E ·B)B . (5)

В частном же случае рассматриваемого лагранжиана мы приходим к выражению

D = (1 + 𝜆1ℱ) 𝑒𝜆1ℱE+ 2𝛾𝜆2𝑒
𝜆2𝒢2

(E ·B) B . (6)

Вектор напряженности магнитного поля задается выражением H = −𝜕ℒ/𝜕B:

H = Λℱ (−B) + Λ𝒢 (E) = Λℱ (−B)− 2Λ𝒢2 (E ·B)E ; (7)

или, в частном случае,

H = (1 + 𝜆1ℱ) 𝑒𝜆1ℱB− 𝛾𝜆2𝑒
𝜆2𝒢2

(E ·B)E . (8)

Уравнения (6) и (8) могут быть представлены в тензорной форме:

𝐷𝑗 = 𝜀𝑗𝑖𝐸
𝑖, 𝐵𝑗 = 𝜇𝑗𝑖𝐻

𝑖 𝐻𝑗 =
(︀
𝜇−1

)︀𝑗
𝑖𝐵

𝑖 . (9)

где 𝜖𝑖𝑗 и 𝜇𝑖𝑗 – тензоры диэлектрической и магнитной проницаемости соответственно. Компоненты

этих тензоров выглядят следующим образом:

𝜀𝑗𝑖 = (1 + 𝜆1ℱ) 𝑒𝜆1ℱ𝛿𝑗𝑖 + 2𝜆2𝑒
𝜆2𝒢2

𝐵𝑗𝐵𝑖 , (10)(︀
𝜇−1

)︀𝑗
𝑖 = (1 + 𝜆1ℱ) 𝑒𝜆1ℱ𝛿𝑗𝑖 − 2𝛾𝜆2𝑒

𝜆2𝒢2

𝐸𝑗𝐸𝑖 . (11)
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1.1. Дуальная симметрия

Подставляя (6) и (8) в условие дуальной симметрии теории DH = EB [14], мы получаем

следующие соотношения: (︀
Λ2
𝒢 − Λ2

ℱ + 1
)︀
𝒢 + 2ΛℱΛ𝒢ℱ = 0 , (12)(︂(︁

2𝛾𝜆2𝒢𝑒𝜆2𝒢
2
)︁2

−
(︀
− (1 + 𝜆1ℱ) 𝑒𝜆1ℱ

)︀2
+ 1

)︂
𝒢 + − 4𝛾𝜆2ℱ𝒢 (1 + 𝜆1ℱ) 𝑒𝜆1ℱ+𝜆2𝒢2

= 0 . (13)

Очевидно, что данное условие выполняется только при 𝜆1 = 𝜆2 = 0, т.е. оно невыполнимо для

рассматриваемой нами теории.

2. Вакуумное двойное лучепреломление

Явление двойного лучепреломления в вакууме является почти гарантированным индикатором

того, что электродинамические процессы в рассматриваемой системе являются нелинейными. По-

этому рассмотрение возможности этого феномена в рамках нашей теории вызывает повышенный

интерес.

Пусть имеется внешнее постоянное магнитное поле, направленное вдоль оси OX

𝐵0
𝑗 = 𝐵0𝛿

𝑗
1, 𝐵0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (14)

и плоская электромагнитная волна

e𝑗 = e0𝑒
−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧)𝛿𝑗𝑝, b𝑗 = b0𝑒

−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧)𝛿𝑗𝑞 ,

⃒⃒⃒⃒
e0
𝐵0

⃒⃒⃒⃒
≪ 1,

⃒⃒⃒⃒
b0
𝐵0

⃒⃒⃒⃒
≪ 1 , (15)

Которая распространяется вдоль оси OZ. Здесь 𝑝+ 𝑞 = 3, 𝑝 ∈ {1, 2}; 𝑝,𝑞 – координатные индексы в

плоскости OXY. Таким образом, электрическое и магнитное поля в системе задаются выражениями

𝐸𝑗 = e𝑗 , 𝐵𝑗 = 𝐵0
𝑗 + b𝑗 , (16)

ℱ =
𝐵2

0

2
+
𝑏20 − 𝑒20

2
𝑒−2𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧) + 𝛿1𝑞𝐵0𝑏0𝑒

−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧) ≈ 𝐵2
0

2
, (17)

𝒢 = 𝛿1𝑝𝐵0𝑒0𝑒
−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧) ≈ 0, |𝒢| ≪ |ℱ| . (18)

В общем случае тензоры диэлектрической проницаемости и обратный тензор магнитной проница-

емости имеют следующий вид:

𝜀𝑗𝑖 = −Λℱ𝛿
𝑗
𝑖 + 2Λ𝒢2𝐵𝑗𝐵𝑖 ≈ −̃︀Λℱ𝛿

𝑗
𝑖 + 2̃︀Λ𝒢2𝐵2

0𝛿
𝑗
1𝛿

1
𝑖 , (19)(︀

𝜇−1
)︀𝑗
𝑖 = −Λℱ𝛿

𝑗
𝑖 − 2Λ𝒢2𝐸𝑗𝐸𝑖 ≈ −̃︀Λℱ𝛿

𝑗
𝑖,

⃒⃒⃒̃︀Λℱ

⃒⃒⃒
≫
⃒⃒⃒̃︀Λ𝒢2

⃒⃒⃒
𝑒20 . (20)

Тогда мы можем полагать что 𝜇𝑗𝑖 ≈ −
(︁ ̃︀Λℱ

)︁−1

𝛿𝑗𝑖. (Здесь и далее применяются обозначения

̃︀Λℱ = Λℱ

⃒⃒⃒⃒
ℱ= 1

2𝐵
2
0 , 𝒢=0

and ̃︀Λ𝒢2 = Λ𝒢2

⃒⃒⃒⃒
ℱ= 1

2𝐵
2
0 , 𝒢=0

). Из уравнений Максвелла (3) легко можно

получить линеаризованное волновое уравнение:

𝜀𝑗𝛼𝜇𝑖𝑘
1

𝑐2
𝜕2𝑡𝐸

𝛼 + 𝑒𝛾𝑘𝑗𝑒𝛽𝛼𝑖𝜕
𝛾𝜕𝛽𝐸𝛼 = 0 . (21)

После подстановки в него выражения для 𝐸𝑗 из (21) получаем (координата «z» соответствует

индексу «3»):

𝜀𝑗𝛼 𝜇𝑖𝑘
𝜔2

𝑐2
𝛿𝛼𝑝 + 𝑒𝛾𝑘𝑗 𝑒𝛽𝛼𝑖 𝑘

2 𝛿𝛾3 𝛿
𝛽
3 𝛿

𝛼
𝑝 = 0 . (22)

После суммирования, умножения уравнения на 𝑐2/𝑘2 и подстановки 𝑣2 = 𝜔2/𝑘2 уравнение приво-

дится к следующему виду:

𝜀𝑗𝛼 𝜇𝑖𝑘 𝑣
2 + 𝑒𝛾𝑘𝑗 𝑒𝛽𝛼𝑖 𝑐

2 = 0 . (23)
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Подставляя в это уравнение 𝑝 = 1 (𝑖 = 2, 𝑘 = 2, 𝑗 = 1) и (19),(20), мы получаем следующее

выражение для показателя преломления 𝑛‖:

𝑛2‖𝑣
2 = 𝑐2, 𝑛‖ =

√︃
1− 2̃︀Λ𝒢2𝐵2

0̃︀Λℱ
=

√︃
1− 2𝛾2𝜆2𝐵

2
0

𝛾1 (1 + 𝜆1ℱ)
𝑒𝜆2𝒢2−𝜆1ℱ . (24)

Аналогичным образом, при 𝑝 = 2 мы получим:

𝑛2⊥𝑣
2 = 𝑐2, 𝑛⊥ = 1 . (25)

Таким образом, мы доказали, что фазовая скорость волны зависит от её поляризации, т.е. в этой

модели нелинейной электродинамики существует эффект вакуумного двойного лучепреломления

при наличии внешнего магнитного поля.

3. Тензор энергии-импульса

Для того чтобы вычислить компоненты тензора энергии-импульса, воспользуемся стандарт-

ным выражением:

𝑇𝑝𝑞 =
2√
−𝑔

𝜕

𝜕𝑔𝑝𝑞
√
−𝑔Λ . (26)

В общем виде, лагранжиан есть функция от ℱ и 𝒢, ТЭИ определяется как

𝑇𝑝𝑞 = Λℱ𝐹 𝑝𝑘𝐹
𝑘

𝑞 + Λ𝒢𝐹𝑝𝑘
*
𝐹 𝑘
𝑞 − Λ𝑔𝑝𝑞 . (27)

В случае двухэкспотенциальной электродинамики это уравнение принимает следующий вид:

𝑇𝑝𝑞 = − (1 + 𝜆1ℱ) 𝑒𝜆1ℱ𝐹 𝑝𝑘𝐹
𝑘

𝑞 + 2𝛾𝜆2𝒢𝑒𝜆2𝒢
2

𝐹𝑝𝑘
*
𝐹 𝑘
𝑞 − 𝑔𝑝𝑞

(︁
𝛾1ℱ𝑒𝜆1ℱ + 𝛾2

(︁
𝑒𝜆2𝒢

2

− 1
)︁)︁

. (28)

След тензора энергии-импульса (27) задается формулой:

𝑇 = 𝑇 𝑞𝑞 = 4 (Λℱℱ + Λ𝒢𝒢 − Λ) (29)

или, в нашем случае,

𝑇 = 4
(︁
−𝜆1ℱ2𝑒𝜆1ℱ + 𝛾

(︀
𝜆2𝒢2 − 1

)︀
𝑒𝜆2𝒢

2

+ 𝛾
)︁
. (30)

Итак след 𝑇 может равняться нулю только в случае 𝜆1 = 0, 𝜆2 = 0. Другими словами,

двухэкспоненциальная модель нелинейной электродинамики не относится к классу бесследовых

или конформных теорий нелинейной электродинамики.

4. Условия причинности и унитарности

Удовлетворение условиям причинности и унитарности является существенным фактором в

пользу физической обоснованности данной теории электродинамики. Следуя [15], можно найти

соотношения между параметрами рассматриваемой нами модели, при которых она удовлетворяет

условиям причинности и унитарности:

Λℱ ⩽ 0, Λℱℱ ⩾ 0, Λℱ + 2ℱΛℱℱ ⩽ 0 Λ𝒢𝒢 ⩾ 0, 2ℱΛ𝒢𝒢 − Λℱ ⩾ 0 . (31)

Из первых трех уравнений мы можем получить

Λℱ ⩽ 0 , 1+𝜆1ℱ ⩾ 0 , Λℱℱ ⩾ 0 , 𝜆1 (2 + 𝜆1ℱ) ⩽ 0 , Λℱ+2ℱΛℱℱ ⩽ 0 , 1+5𝜆1ℱ+2 (𝜆1ℱ)
2 ⩾ 0

(32)

Если 𝜆1 ⩾ 0 то первые два условия в (32) не выполняются одновременно. Если 𝜆1 ⩽ 0, то можно

вывести следующее условие:

ℱ ⩽
5−

√
17

4 |𝜆1|
≈ 0.219

|𝜆1|
. (33)
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Четвертое и пятое условие в (31) приводят к следующим соотношениям:

𝛾𝜆2
(︀
1 + 2𝜆2𝒢2

)︀
⩾ 0 , 4𝛾𝜆2ℱ

(︀
1 + 2𝜆2𝒢2

)︀
𝑒𝜆2𝒢

2

+ (1 + 𝜆1ℱ) 𝑒𝜆1ℱ ⩾ 0 . (34)

При этом, первое неравенство в (34) позволяет получить два альтернативных набора условий:

𝛾 ⩾ 0 , 𝜆2 ⩾ 0 ,𝒢 – неограниченно (35)

или

𝛾 ⩽ 0 , 𝜆2 ⩽ 0 , 𝒢2 ⩽
1

2 |𝜆2|
. (36)

Следовательно, мы нашли соотношения между модельными параметрами и значениями инвари-

антов поля, которые гарантируют выполнение условий причинности и унитарности.

Заключение

Нами была введена новая, «двухэкспоненциальная» модель нелинейной электродинамики, ко-

торая обладает тремя параметрами: размерными 𝜆1, 𝜆2 и безразмерным 𝛾. В этой работе были най-

дены полевые уравнения, а также выражения для тензоров диэлектрической и магнитной проница-

емостей. Нами показано, что дуальная симметрия в данной теории не выполняется при ненулевых

значениях ее параметров. К тому же, нами исследована возможность наличия явления вакуумно-

го двойного лучепреломления, вычислено выражение для компонент тензора энергии-импульса и

найден набор соотношений между модельными параметрами, гарантирующий выполнения условий

причинности и унитарности.
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