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ИЗОБРАЖЕНИЕ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ КРОТОВОЙ НОРЫ
ЭЛЛИСА–БРОННИКОВА *

Ишкаева В.А.𝑎,1, Сушков С.В.𝑎,2

𝑎 Казанский (Приволжский) федеральный университет, г. Казань, 420008, Россия.

Существование кротовых нор пока не подтверждено экспериментально. Одним из способов их обнаружить

является анализ изображений астрофизических объектов, например, изображений сверхмассивных

компактных объектов в центрах галактик. Зная массу и скорость вращения компактного объекта, по

его изображению можно судить о том, является ли он кротовой норой. В данной работе представлено

изображение медленно вращающейся кротовой норы Эллиса–Бронникова, окруженной аккреционным

диском. Мы сравниваем его с изображением черной дыры Керра и показываем что изображения этих

двух объектов существенно различаются.
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THE IMAGE OF A ROTATING ELLIS–BRONNIKOV WORMHOLE
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The existence of wormholes has not yet been confirmed experimentally. One way to detect them is to analyze

images of astrophysical objects, for example, images of supermassive compact objects at the centers of galaxies.

Knowing the mass and rotation speed of a compact object, one can judge from its image whether it is a wormhole.

This paper presents an image of a slowly rotating Ellis–Bronnikov wormhole surrounded by an accretion disk. We

compare it with an image of the Kerr black hole and show that the images of these two objects are significantly

different.
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Введение

Кротовая нора — это структура пространства–времени с нетривиальной топологией, соединя-

ющая различные пространственные области одной и той же вселенной или две разные вселенные.

Кротовая нора в каждый момент времени представляет собой тоннель, самая узкая часть которого

называется горловиной. Возможное существование таких конфигураций, как решения уравнений

гравитационного поля, впервые упоминается в [1–3]. Однако интерес к этим объектам резко возрос

после работы М. Морриса и К. Торна [4] (1988), в которой обсуждались теоретические перспек-

тивы использования проходимых кротовых нор для межзвездных путешествий и было показано,

что в рамках гравитации Эйнштейна для существования проходимой кротовой норы требуется
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«экзотическая» материя, которая нарушает световое энергетическое условие (NEC). Сегодня ли-

тература, посвященная различным аспектам физики кротовых нор, весьма обширна. Например,

обзоры исследований кротовых нор можно найти в [5, 6].

Хотя в настоящее время кротовые норы достаточно хорошо изучены теоретически, они оста-

ются гипотетическими объектами, не обнаруженными до сих пор астрофизическими методами.

Одним из способов их обнаружить является анализ изображений астрофизических объектов, на-

пример, изображений сверхмассивных компактных объектов в центрах галактик, полученных меж-

дународной коллаборацией Event Horizon Telescope (Телескоп Горизонта Событий) [7,8]. Зная массу

и скорость вращения компактного объекта, по его изображению можно судить о том, является ли

он кротовой норой.

В данной статье мы получаем изображение аккреционного диска в пространстве–времени

вращающейся кротовой норы Эллиса–Бронникова. Также мы сравниваем характеристики изобра-

жения, полученного для кротовой норы Эллиса–Бронникова, с изображением для черной дыры

Керра. В данной статье используется естественная система единиц, в которой 𝐺 = 𝑐 = 1.

1. Метрика вращающейся кротовой норы Эллиса–Бронникова

Метрика медленно вращающейся кротовой норы Эллиса–Бронникова была получена С.В.

Сушковым и П.Е. Кашаргиным в работе [9]:

𝑑𝑠2 = −𝑒2𝑢(𝑟)𝑑𝑡2 + 𝑒−2𝑢(𝑟)𝑑𝑟2 + 𝑒−2𝑢(𝑟)
(︀
𝑟2 + 𝑎2

)︀ (︀
𝑑𝜃2 + sin2 𝜃

(︀
𝑑𝜑2 − 2𝜔(𝑟)𝑑𝑡𝑑𝜑

)︀)︀
, (1)

где радиальная координата 𝑟 меняется от −∞ до ∞, 𝑚 и 𝑎 — неотрицательные параметры, 𝑢(𝑟) =
𝑚
𝑎

(︀
arctan 𝑟

𝑎 − 𝜋
2

)︀
и угловая скорость вращения

𝜔(𝑟) =
𝛼

𝑎
[︀
1− 𝑒−2𝜋𝑚/𝑎 (1 + 8𝑚2/𝑎2)

]︀ [︂1− 𝑒4𝑢
(︂
1 +

4𝑚(𝑟 + 2𝑚)

𝑟2 + 𝑎2

)︂]︂
, (2)

где безразмерный параметр вращения 𝛼 = Ω𝑎
𝑐 ≪ 1, Ω = 𝜔|𝑟=𝑟𝑡ℎ,𝜃=𝜋/2 — экваториальная угловая

скорость вращения горловины, 𝑐 — скорость света. Положение горловины кротовой норы: 𝑟𝑡ℎ = 𝑚.

2. Траектории частиц и последняя устойчивая круговая орбита (ISCO)

Уравнения геодезических для частиц были получены нами в статье [10] и выглядят следую-

щим образом:

𝑑𝑡

𝑑𝜆
= 𝑒−2𝑢(𝑟)(𝐸 − 𝜔(𝑟)𝐿), (3)

𝑑𝑟

𝑑𝜆
= ±

√︃
𝐸2 − 2𝜔(𝑟)𝐸𝐿− 𝐾𝑒4𝑢(𝑟)

𝑟2 + 𝑎2
− 𝜇2𝑒2𝑢(𝑟) = ±

√︀
𝑅(𝑟), (4)

𝑑𝜃

𝑑𝜆
= ± 𝑒2𝑢(𝑟)

𝑟2 + 𝑎2

√︂
𝐾 − 𝐿2

sin2 𝜃
= ± 𝑒2𝑢(𝑟)

𝑟2 + 𝑎2

√︀
Θ(𝜃), (5)

𝑑𝜑

𝑑𝜆
=

𝑒2𝑢(𝑟)𝐿

(𝑟2 + 𝑎2) sin2 𝜃
+ 𝑒−2𝑢(𝑟)𝜔(𝑟)𝐸, (6)

где 𝜆 связано с собственным временем частицы 𝜏 соотношением 𝜆 = 𝜏/𝜇 и является аффинным

параметром в случае 𝜇 → 0. Отметим, что траектории массивных частиц (𝜇 ̸= 0) определяются

тремя прицельными параметрами: 𝛾 = 𝐸/𝜇, 𝜉 = 𝐿/𝐸 и 𝜂 =
√
𝐾/𝐸. В случае (𝜇 = 0) четвертый

член в (4) исчезает, т.е. траектории фотонов определяются двумя параметрами: 𝜉 = 𝐿/𝐸 и 𝜂 =√
𝐾/𝐸.

Для формирования аккреционного диска необходимо наличие устойчивых круговых орбит

частиц, для которых должны выполняться следующие условия [11]

𝑅(𝑟) = 0, 𝑅′(𝑟) = 0, 𝑅′′(𝑟) ≤ 0. (7)
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Поскольку нас интересует тонкий аккреционный диск, мы будем рассматривать движение частиц

в экваториальной плоскости кротовой норы (𝜃 = 𝜋/2,𝐾 = 𝐿2). Первые два уравнения в (7) опре-

деляют параметры 𝐸,𝐿 частиц, движущихся по круговым орбитам:

𝐸

𝜇
≈ 𝑒𝑢(𝑟)

√︃
𝑟2 + 𝑎2 + 𝑒2𝑢(𝑟)(𝐿/𝜇)2

𝑟2 + 𝑎2
+ 𝜔(𝑟)

𝐿

𝜇
, (8)

𝐿

𝜇
≈ 𝑒−𝑢(𝑟)

√︂
𝑚(𝑟2 + 𝑎2)

𝑟 − 2𝑚
− 4𝑚(𝑎2 + 4𝑚2)𝜔(𝑟)𝑒𝑢(𝑟)

(𝑟 − 2𝑚)
[︁
1− 𝑒4𝑢

(︁
1 + 4𝑚(𝑟+2𝑚)

𝑟2+𝑎2

)︁]︁√︂ 𝑟 −𝑚

𝑟 − 2𝑚
. (9)

Здесь важно отметить, что круговые орбиты частиц существуют только при 𝑟 > 2𝑚, как видно из

уравнения (9).

Внутренняя граница устойчивого движения массивных частиц в аккреционном диске опре-

деляется самой последней устойчивой круговой орбитой 𝑟𝐼𝑆𝐶𝑂, соответствующей 𝑅
′′(𝑟) = 0. Под-

ставляя (8) и (9) в выражение для 𝑅′′(𝑟), мы получаем трансцендентное уравнение, которое можно

решить только численно. Для параметров кротовой норы 𝑚 = 1, 𝑎 = 2𝑚,𝛼 = 0.01𝑚: 𝑟𝐼𝑆𝐶𝑂 ≈ 5.84.

Следуя статье [12], в дальнейшем мы будем рассматривать внутреннюю часть тонкого аккре-

ционного диска 𝑟𝑡ℎ < 𝑟 < 𝑟𝐼𝑆𝐶𝑂, не содержащую устойчивых орбит. Движение материи в этой

области нестационарно и зависит только от гравитационного поля кротовой норы.

3. Координаты фотонов на небе наблюдателя

Чтобы построить изображение кротовой норы, необходимо получить координаты луча света,

приходящего на небо наблюдателя. Их можно найти следующим образом [13]:

𝛼𝑖 = −𝑟2𝑂 sin 𝜃𝑂
𝑑𝜑

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟𝑂

, 𝛽𝑖 = 𝑟2𝑂
𝑑𝜃

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟𝑂

, (10)

где 𝑟𝑂 —– расстояние между кротовой норой и наблюдателем, 𝜃𝑂 —– угол между осью 𝑧 и линией,

соединяющей наблюдателя и кротовую нору.

Координаты 𝛼𝑖 и 𝛽𝑖 будут зависеть от параметров фотонов 𝜂 и 𝜉, которые можно найти из

интегральных уравнений движения фотонов. Согласно схеме классификации многолинзовых изоб-

ражений Каннингема–Бардина [14,15], фотоны, формирующие прямое изображение источника, не

пересекают экваториальную плоскость кротовой норы на всем пути от излучателя до наблюдателя.

Для таких фотонов интегральные уравнения движения имеют вид∫︁ 𝑟𝑂

𝑟𝑠

𝑒2𝑢(𝑟)𝑑𝑟

(𝑟2 + 𝑎2)
√︀
𝑅(𝑟)

=

∫︁ 𝜃𝑂

𝜃𝑠

𝑑𝜃√︀
Θ(𝜃)

, (11)∫︁ 𝑟𝑂

𝑟𝑠

𝑒2𝑢(𝑟)𝑑𝑟

(𝑟2 + 𝑎2)
√︀
𝑅(𝑟)

=

∫︁ 𝜃𝑠

𝜃𝑚𝑖𝑛

𝑑𝜃√︀
Θ(𝜃)

+

∫︁ 𝜃𝑂

𝜃𝑚𝑖𝑛

𝑑𝜃√︀
Θ(𝜃)

, (12)

где 𝜃𝑚𝑖𝑛 = arcsin (|𝜉|/𝜂) —– точка поворота, определяемая из уравнения Θ(𝜃) = 0.

4. Сдвиг энергии фотонов

Фотоны, испускаемые веществом аккреционного диска и достигающие наблюдателя, испыты-

вают гравитационное красное смещение и доплеровское смещение. Для вычисления энергии фото-

на, зарегистрированного наблюдателем, удобно использовать локально невращающуюся систему

отсчета (LNRF).

В любом стационарном аксиально–симметричном асимптотически плоском пространстве–

времени можно ввести локально невращающиеся системы отсчета (LNRF) [11], в которых наблю-

датели движутся вдоль мировых линий 𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡:

𝑑𝑠2 = −𝑒2𝜈𝑑𝑡2 + 𝑒2𝜓(𝑑𝜑− 𝜔𝑑𝑡)2 + 𝑒2𝜇1𝑑𝑟2 + 𝑒2𝜇2𝑑𝜃2. (13)
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Ортонормированная тетрада, переносимая таким наблюдателем в точке 𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑, определяется как

[11]:

e(𝑡) = 𝑒−𝜈
𝜕

𝜕𝑡
= 𝑒−𝑢(𝑟)

(︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜔(𝑟)

𝜕

𝜕𝜑

)︂
, e(𝜃) = 𝑒−𝜇2

𝜕

𝜕𝜃
=

𝑒𝑢(𝑟)√
𝑟2 + 𝑎2

𝜕

𝜕𝜃
, (14)

e(𝑟) = 𝑒−𝜇1
𝜕

𝜕𝑟
= 𝑒𝑢(𝑟)

𝜕

𝜕𝑟
, e(𝜑) = 𝑒−𝜓

𝜕

𝜕𝜑
=

𝑒𝑢(𝑟)

sin 𝜃
√
𝑟2 + 𝑎2

𝜕

𝜕𝜑
. (15)

где первое выражение для каждого базисного вектора справедливо для любого пространства–

времени со стандартной метрикой (13), а второе выражение справедливо для метрики Эллиса–

Бронникова (1). Соответствующие ковариантные базисные векторы равны

e(𝑡) = 𝑒𝜈d𝑡 = 𝑒𝑢(𝑟)d𝑡 , e(𝜃) = 𝑒𝜇2d𝜃 = 𝑒−𝑢(𝑟)
√︀
𝑟2 + 𝑎2d𝜃, (16)

e(𝑟) = 𝑒𝜇1d𝑟 = 𝑒−𝑢(𝑟)d𝑟 , e(𝜑) = 𝑒𝜓d𝜑 = 𝑒−𝑢(𝑟) sin 𝜃
√︀
𝑟2 + 𝑎2 (d𝜑− 𝜔(𝑟)d𝑡) . (17)

Уравнения (14) — (17) определяют компоненты базисных векторов в LNRF:

e(𝜈) = 𝑒𝑖(𝜈)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, e(𝜈) = 𝑒

(𝜈)
𝑖 d𝑥𝑖. (18)

В общем случае 4–скорость u имеет компоненты LNRF [11] 𝑢(𝜈) = 𝑢𝑗𝑒
(𝜈)
𝑗 , где 𝑢𝑗 берутся

из уравнений (3) — (6), а 𝑒
(𝜈)
𝑗 из уравнений (16) — (17). 3–скорость относительно LNRF имеет

компоненты

𝑣(𝜇) =
𝑢𝑗𝑒

(𝜇)
𝑗

𝑢𝑖𝑒
(𝑡)
𝑖

, 𝜇 = 𝑟, 𝜃, 𝜑. (19)

Теперь рассмотрим фрагмент аккреционного диска, движущийся с азимутальной скоростью

𝑣(𝜑) и радиальной скоростью 𝑣(𝑟) относительно LNRF. Тогда энергия фотона в сопутствующей

системе отсчета этого фрагмента равна [12]

𝜀(𝜂, 𝜉) =
𝑝(𝑡) − 𝑣(𝜑)𝑝(𝜑) − 𝑣(𝑟)𝑝(𝑟)√︁

1−
(︀
𝑣(𝜑)

)︀2 − (︀𝑣(𝑟))︀2 , (20)

где 𝑝(𝑡), 𝑝(𝜑), 𝑝(𝑟) — компоненты 4–импульса фотона в LNRF Соответствующий энергетический

сдвиг фотона (отношение частоты фотона, регистрируемого удаленным наблюдателем, к частоте

того же фотона в сопутствующей системе отсчета фрагмента) равен 𝑔(𝜂, 𝜉) = 1/𝜀(𝜂, 𝜉)

5. Изображение вращающейся кротовой норы Эллиса–Бронникова

Мы строим изображение с учетом фотонов, испускаемых во внутренней части аккреционного

диска и имеющих не более одной точки поворота. Параметры фотона 𝜂 и 𝜉 находятся из уравнений

(11, 12), в которых 𝑟𝑡ℎ ≤ 𝑟𝑠 ≤ 𝑟𝐼𝑆𝐶𝑂. Сдвиг энергии приходящего фотона рассчитывается по

формуле 𝑔(𝜂, 𝜉) = 1/𝜖(𝜂, 𝜉), где 𝜀(𝜂, 𝜉) находится из (20).

Поскольку мы наблюдаем одно и то же астрофизическое тело, обладающее определенной

массой и угловым моментом, мы должны так подобрать параметры вращения черной дыры и

кротовой норы, чтобы их наблюдаемые угловые моменты совпадали. В статье [10] мы показали,

что для вращающейся кротовой норы Эллиса–Бронникова с параметром горловины 𝑎 = 2𝑚 ,

безразмерный параметр вращения черной дыры Керра 𝐴 должен быть равен:

𝐴 =
16𝛼

3 (1− 3𝑒−𝜋)
. (21)

На рис. 1 представлены изображения аккрецирующей черной дыры Керра и аккрецирую-

щей кротовой норы Эллиса–Бронникова. Массы объектов 𝑚𝐾 = 𝑚𝐸𝐵 = 1, наблюдаемые угловые



Изображение вращающейся кротовой норы Эллиса–Бронникова 69

моменты 𝐽𝐾 = 𝐽𝐸𝐵 ≈ 0.06 и параметр горловины кротовой норы 𝑎 = 2. При этих параметрах пло-

щадь темного пятна на изображении кротовой норы Эллиса–Бронникова примерно на 31% больше

площади темного пятна на изображении черной дыры Керра. При других параметрах горловины

𝑎 темное пятно на изображении кротовой норы также будет больше, поскольку оно представляет

собой силуэт горловины [16]. Что касается энергетического сдвига, фотоны, излучаемые вблизи

кротовой норы Эллиса–Бронникова, испытывают меньшее красное смещение по сравнению с фото-

нами, излучаемыми вблизи черной дыры Керра. Таким образом, мы получили достаточно сильные

различия в изображениях кротовой норы и черной дыры, то есть по данным наблюдений можно

отличить черную дыру Керра от кротовой норы Эллиса–Бронникова.

Рис. 1. Изображения аккрецирующей черной дыры Керра (слева) и аккрецирующей вращающейся

кротовой норы Эллиса–Бронникова (справа) для 𝑎 = 2𝑚. Наблюдатель находится на 𝑟𝑂 = 10000𝑚, 𝜃𝑂 =

84, 24·.

Заключение

В данной работе мы получили изображение аккрецирующей вращающейся кротовой норы

Эллиса–Бронникова и сравнили его с изображением аккрецирующей черной дырой Керра. По

результатам работы можно сделать следующие выводы:

1. темная область на изображении вращающейся кротовой норы Эллиса–Бронникова больше

темной области на изображении черной дыры Керра при одинаковых массе объектов 𝑚,

наблюдаемом угловом моменте 𝐽 и при любом параметре горловины 𝑎;

2. фотоны, испущенные возле черной дыры Керра испытывают большее красное смещение чем

фотоны, испущенные возле вращающейся кротовой норы Эллиса–Бронникова.

Работа выполнена в рамках Программы стратегического академического лидерства «При-

оритет 2030» Казанского федерального университета и частично поддержана грантом РНФ №

21-12-00130.
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