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Рассмотрены инфляционные модели на основе скалярно-тензорной гравитации со степенной

параметризацией влияния неминимальной связи между скалярным полем и кривизной на

космологическую динамику и параметры космологических возмущений. В отличие от ранее рассмотренных

моделей инфляции с квадратичной зависимостью функции неминимальной связи от параметра Хаббла,

в данном случае рассматривается обобщенный анализ для произвольной степенной зависимости данных

параметров космологических моделей. В качестве примера предложенного подхода рассматриваются

космологические модели, основанные на физических потенциалах скалярного поля для различных типов

неминимальной связи скалярного поля и кривизны. Также, на примере инфляции Старобинского, дана

оценка отклонений предложенных моделей от случая гравитации Эйнштейна.
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We consider inflationary models based on scalar-tensor gravity with power-law parametrisation influence of the

non-minimal coupling between the scalar field and curvature on the cosmological dynamics and parameters of

cosmological perturbations. In contrast to the previously considered inflation models with a quadratic dependence

of the non-minimal coupling function on the Hubble parameter, here we consider a generalised analysis for

arbitrary power-law dependence of these parameters of cosmological models. As an example of the proposed

approach, cosmological models based on physical scalar field potentials for different types of non-minimal coupling

of the scalar field and curvature are considered. Also, using the example of Starobinsky inflation, an assessment

of the deviations of the proposed models from the case of Einstein gravity is given.
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Введение

Модели космологической инфляции позволяют как разрешить проблемы теории Большого

Взрыва [1–3], так и дать объяснение наблюдаемой повторной стадии ускоренного расширения

вселенной в настоящую эпоху ее эволюции [4]. В настоящее время, рассматриваются различные

инфялционные модели, основанные как на гравитации Эйнштейна [5,6], так и на ее различных мо-

дификациях [7]. Отметим, что одним из основных критериев корректности построенных моделей
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ранней Вселенной на основе инфляционной парадигмы является соответствие спектральных пара-

метров космологических возмущений наблюдательным ограничениям, полученным из измерений

анизотропии и поляризации реликтового излучения [4].

Одной из первых и наиболее известных модификаций является скалярно-тензорная гравита-

ция (СТГ), в которой учитывается неминимальная связь между скалярным полем и кривизной [8].

Основными параметрами, характеризующими тип космологической модели ранней Вселенной, яв-

ляются потенциал скалярного поля 𝑉 (𝜙), функция неминимальной связи 𝐹 (𝜙), определяющая

физические процессы, происходящие на инфляционной стадии, и параметр Хаббла 𝐻(𝑡), соответ-

ствующий динамике ускоренного расширения ранней вселенной. Следовательно, можно опреде-

лить соотношения между этими параметрами, что дает модели, соответствующие наблюдательным

данным для некоторого класса космологических моделей.

В работах [9, 10] рассматривались модели космологической инфляции, основанная на квад-

ратичной связи вида 𝐹 ∼ 𝐻2. Также в работе [10] проведён расчёт спектра реликтовых гравита-

ционных волн для рассматриваемой зависимости и было показано, что космологические модели с

квадратичной связью между параметром Хаббла и функцией связи соответствуют наблюдатель-

ным ограничениям на параметры космологических возмущений для произвольного инфляционно-

го сценария с определенной динамикой ускоренного расширения ранней Вселенной.

В данной работе рассматривается обобщение данного подхода при построении моделей кос-

мологической инфляции на основе связи вида 𝐹 ∼ 𝐻𝑛. Рассматривается влияние данной связи на

фоновые параметры инфляционных моделей и параметры космологических возмущений, также

приводится оценка постоянного параметра 𝑛.

1. Инфляционные модели на основе СТГ с соотношением 𝐹 ∼ 𝐻𝑛

Модели космологической инфляции на основе скалярно-тензорной гравитации в системе еди-

ниц в системе единиц 8𝜋𝐺 = 𝑐 = 1 определяются действием следующего вида [8–10]

𝑆(𝐺𝑆𝑇 ) =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝐹 (𝜙)𝑅− 𝜔(𝜙)

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙− 𝑉 (𝜙)

]︂
, (1)

где 𝑔-определитель метрического тензора 𝑔𝜇𝜈 , 𝑉 (𝜙) - потенциал скалярного поля, 𝑅-скаляр Рич-

чи, 𝐹 (𝜙) - функция неминимальной связи скалярного поля и кривидны и 𝜔(𝜙) - кинетическая

функция.

Геометрия однородной изотропной Вселенной определяется пространственно плоской метри-

кой Фридмана-Робертсона-Уокера (ФРУ) [6]

𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡)
[︀
𝑑𝑟2 + 𝑟2

(︀
𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜙2

)︀]︀
, (2)

где 𝑎(𝑡) -масштабный фактор.

Вариация действия (1) по метрике и полю позволяет получить уравнения фоновой космоло-

гической динамики
𝜔(𝜙)

2
𝜙̇2 + 𝑉 (𝜙) = 3𝐹𝐻2 + 3𝐻𝐹̇ , (3)

𝜙̇2 = 𝐻𝐹̇ − 2𝐹𝐻̇ − 𝐹 , (4)

𝜙+ 3𝐻𝜙̇+ 𝑉 ′ − 3𝐹 ′(𝐻̇ +𝐻2) = 0, (5)

где 𝑉 ′ = 𝑑𝑉/𝑑𝜙.

Так как только два уравнения из (3)-(5) являются независимыми, то можно записать их в

следующем виде
𝜔(𝜙)

2
𝜙̇2 + 𝑉 (𝜙) = 3𝐹𝐻2 + 3𝐻𝐹̇ , (6)

𝜔(𝜙)𝜙̇2 = 𝐻𝐹̇ − 2𝐹𝐻̇ − 𝐹 . (7)



46 Е.С. Денцель, И.В. Фомин

Рассмотрим степенное соотношение между функцией неминимальной связи и параметром

Хаббла

𝐹 =

(︂
𝐻

𝜆

)︂𝑛
, (8)

где 𝑛 ≥ 0 и случай 𝑛 = 0 соответствует минимальной связи, то есть случаю гравитации Эйнштейна.

Для данной степенной параметризации уравнения космологической динамики (6)-(7) имеют

следующий вид

𝜔(𝜙)𝜙̇2 = 𝜆−𝑛𝐻𝑛−2
(︁
𝐻2𝐻̇(𝑛− 2)− 𝑛(𝑛− 1)𝐻̇2 − 𝑛𝐻𝐻̈

)︁
, (9)

𝑉 (𝜙) =
1

2
𝜆−𝑛𝐻𝑛−2

(︁
6𝐻4 + (2 + 5𝑛)𝐻2𝐻̇ + 𝑛(𝑛− 1)(𝐻̇)2 + 𝑛𝐻𝐻̈

)︁
. (10)

С учетом квази-экспоненциального (квази-деситтеровского) ускоренного ресширения ранней

вселенной 𝐻2 ≫ 𝐻̇ для случая 𝜔 = 1, и учитывая соотношение 𝐻̇ =
(︁
𝑑𝐻
𝑑𝜙

)︁
𝜙̇, уравнения (9)–(10)

можно записать следующим образом

𝑉 (𝜙) ≃ 3

𝜆𝑛
𝐻𝑛+2(𝜙), (11)

𝜙̇ ≃ − 1

𝜆𝑛

(︂
2− 𝑛

1 + 𝑛

)︂
𝑑

𝑑𝜙

(︀
𝐻𝑛+1

)︀
, (12)

которые сводятся к уравнениям космологической динамики на основе приближения медленного

скатывания для случая гравитации Эйнштейна для 𝑛 = 0 [6].

Также, на основе методов расчета параметров космологических возмущений для инфляцион-

ных моделей на основе скалярно-тензорной гравитации [11], с учетом соотношения (8), получим

следующие выражения для параметров космологических возмущений на пересечении радиуса Хаб-

бла

𝒫𝑆 ≃ 𝜆𝑛

4𝜋2𝜖(2− 𝑛)
𝐻2−𝑛, (13)

𝑛𝑆 − 1 ≃ −4𝜖+ 2𝛿, (14)

𝑟 ≃ 8𝜖(2− 𝑛), (15)

где параметры медленного скатывания 𝜖≪ 1 и 𝛿 ≪ 1 определяются следующим образом

𝜖 = − 𝐻̇

𝐻2
, (16)

𝛿 = − 𝐻̈

2𝐻𝐻̇
, (17)

также 𝒫𝑆 – спектр мощности скалярных возмущений, 𝑛𝑆 – спектральный индекс скалярных воз-

мущений и 𝑟 – тензорно-скалярное отношение.

Отметим, что измерения анизотропии и поляризации реликтового излучения дают следующие

ограничения на значения данных параметров [4, 12]

𝒫𝑆 = 2.1 · 10−9, (18)

𝑛𝑆 = 0.9663± 0.0004, 𝑟 < 0.032. (19)

Также отметим, что условие (18) всегда можно выполнить за счет выбора параметров рассмат-

риваемой космологической модели, и принципиальное значение для верификации имеют условия

(19).

Поскольку параметр Хаббла является убывающей функцией космического времени 𝐻̇ < 0,

параметр медленного скатывания 𝜖 > 0. Учитывая, что спектр мощности скалярных возмущений

𝒫𝑆 > 0 и тензорно-скалярное отношение 𝑟 > 0, получим следующее ограничение на значения

постоянного параметра 0 < 𝑛 < 2.

Также, учитывая выражения (13) и (15), отметим, что квадратичное соотношение между

функцией неминимальной связи и параметром Хаббла (для 𝑛 = 2), которое рассматривалось ранее

в работах [9, 10], является специальным случаем в рамках степенной параметризации влияния

неминимальной связи скалярного поля и кривизны вида (8).
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2. Модифицированная модель инфляции Старобинского

Для иллюстрации влияния неминимальной связи скалярного поля и кривизны в случае сте-

пенной параметризации такого влияния (8) рассмотрим модификацию модели инфляции Старо-

бинского [13,14].

Для этого рассмотрим следующий параметр Хаббла

𝐻(𝜙) = 𝜆
(︁
1− 𝑒−

√
2
3𝜙
)︁ 1

𝑛+1

. (20)

Решения уравнений (11)-(12) для параметра Хаббла (24) записываются следующим образом

𝑉 (𝜙) ≃ 3𝜆1−𝑛
(︁
1− 𝑒−

√
2
3𝜙
)︁𝑛+2

𝑛+1

, (21)

𝜙(𝑡) ≃
√︂

3

2
ln

[︂
2

3

(︂
2− 𝑛

1 + 𝑛

)︂
𝜆1−𝑛 𝑡

]︂
. (22)

После подстановки (22) в (24) получим параметр Хаббла как функцию космического времени

𝐻(𝑡) ≃ 𝜆

(︂
1 +

3𝜆𝑛−1(1 + 𝑛)

2(2− 𝑛)𝑡

)︂ 1
𝑛+1

. (23)

Также, из (8) и (24) получим функцию неминимальной связи для данной модели в явном виде

𝐹 (𝜙) =
(︁
1− 𝑒−

√
2
3𝜙
)︁ 𝑛

𝑛+1

, 𝐹 (𝑡) =

(︂
1 +

3𝜆𝑛−1(1 + 𝑛)

2(2− 𝑛)𝑡

)︂ 𝑛
𝑛+1

. (24)

Отметим, что данные решения соответствуют модели инфляции Старобинского для случая

минимальной связи скалярного поля и кривизны при 𝑛 = 0 .

Обозначая 𝑘 = 1/(1 + 𝑛), из выражений (16)–(17) и (23), получим

𝛿 =
(2
√
3𝜖𝑘2 + 3𝜖𝑘 ± 4𝑘2 − 3𝜖)(2

√
3𝜖𝑘 + 3𝜖)

3𝑘(
√
3𝜖+ 2𝑘)2

, (25)

что, при условии 𝑘 ≫ 𝜖, учитывая условие медленного скатывания 𝜖 ≪ 1, соответствует следую-

щему соотношению между параметрами медленного скатывания

𝛿 ≃ ±2

√︂
𝜖

3
, 𝜖 =

3

4
𝛿2, (26)

что, после подстановки данного соотношения в выражения (14)–(15), приводит к следующей зави-

симости тензорно-скалярного отношения от спектрального индекса скалярных возмущений

𝑟 =
3

2
(2− 𝑛)(1− 𝑛𝑆)

2. (27)

На основе наблюдательного ограничения на значение спектрального индекса скалярных воз-

мущений 𝑛𝑆 ≃ 0.97, из выражения (27) получим

𝑟 ≃ 1.35× (2− 𝑛)× 10−3, (28)

то есть данная космологическая модель удовлетворяет наблюдательным ограничениям на значения

тензорно-скалярного отношения (19) для всех значений 0 ≤ 𝑛 < 2.

Для инфляционных моделей на основе гравитации Эйнштейна, которые не соответствуют

данным наблюдательным ограничениям, с учетом неминимальной связи скалярного поля и кри-

визны, модели можно верифицировать для ненулевого параметра 𝑛, конкретное ограничение снизу

на значение которого зависит от типа модели космологической инфляции.
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Таким образом, предложенный метод анализа влияния неминимальной связи скалярного поля

и кривизны на основе степенной параметризации дает возможность рассматривать произвольные

инфляционные модели как принципиально верифицированные по наблюдательным данным, по-

скольку в данном случае, процедура верификации по наблюдательным ограничениям на значения

параметров космологических возмущений сводится к определению ограничения снизу на значение

параметра 𝑛.

Заключение

В данной работе мы рассмотрели космологические модели на основе скалярно-тензорной гра-

витации и степенной параметризации влияния неминимальной связи скалярного поля и кривизны

вида 𝐹 ∼ 𝐻𝑛 на значения параметров модели. Влияния неминимальной связи скалярного поля и

кривизны вида на значения параметров модели было проиллюстрировано на примере инфляции

Старобинского.

Была сделана следующая оценка параметра 0 ≤ 𝑛 ≤ 2, причем значению 𝑛 = 0 соответству-

ют модели с минимальной связью поля и кривизны (то есть на основе гравитации Эйнштейна), а

значению 𝑛 = 2 соответствует специальному случаю моделей на основе скалярно-тензорной гра-

витации, рассмотренному ранее в работах [9, 10].

Также было показано, что в рамках предложенной степенной параметризации влияния неми-

нимальной связи скалярного поля и кривизны 𝐹 ∼ 𝐻𝑛 произвольные модели космологической

инфляции можно рассматривать как принципиально верифицируемые по наблюдательным огра-

ничениям на значения параметров космологических возмущений.
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