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Продемонстрировано сведение проблемы моделирования эволюции открытой Вселенной для конформно-

плоской метрики пятимерного пространства-времени в форме Фока к эквивалентной ей задаче о

механическом движении частицы единичной массы в некотором «силовом поле». При введении

«механических» силовых потенциалов в пятимерном пространстве-времени получены точные

космологические аналоги открытых 4D моделей Вселенной, начиная с решения Фридмана, а также

моделей, заполненных материей и излучением в приближении идеальной жидкости.
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Введение

Проблема получения точных открытых космологических моделей без учета 𝜆−члена с ис-

пользованием 4D метрики, конформной метрике Минковского (подход Фока [1]),
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𝑔𝑖𝑘 = exp(2𝜎(𝑆)) 𝜂𝑖𝑘 (1)

и «механической» аналогии рассмотрена в [2, 3]. Здесь использовано 𝑖, 𝑘 = 0, 1, 2, 3; 𝜂𝑖𝑘 =

𝑑𝑖𝑎𝑔(1,−1,−1,−1); 𝜎 = 𝜎(𝑆), 𝑆2 = 𝜂𝑖𝑘𝑥
𝑖𝑥𝑘.

В качестве источника взят тензор энергии-импульса (ТЭИ) в приближении идеальной жид-

кости

𝑇𝑖𝑘 = 𝜀 𝑢𝑖𝑢𝑘 + 𝑝 𝑏𝑖𝑘, (2)

где 𝜀 - плотность энергии; 𝑝 - давление; 𝑢𝑖 = exp(𝜎)𝑆,𝑖 = exp(𝜎) 𝑏𝑖 ; 𝑏𝑖𝑘 = 𝑢𝑖𝑢𝑘−𝑔𝑖𝑘 – проектор на 3-
пространство (3D метрика); скорость света и ньютоновская гравитационная постоянные выбраны

равными единице.

Основное, что было предложено в [2, 3] — это сведение одного из уравнений Эйнштейна,

𝑅𝑖𝑘 −
1

2
𝑔𝑖𝑘𝑅 = −κ𝑇𝑖𝑘, (3)

к уравнению, аналогичному по записи 2-му закону Ньютона

𝑑2𝑦

𝑑𝜒2
= 𝐹 (𝑝, 𝑦, 𝜒) = − κ𝑝

4𝜒4
𝑦5, (4)

где 𝐹 = 𝐹 (𝑝, 𝑦, 𝜒) – аналог механической силы, 2 ln(𝑦) = 𝜎, 𝜒 = 1/𝑆.

1. Если положить давление, равным нулю (некогерентная пыль), 𝑝 = 0, то с «механической»

точки зрения получаем инерциальное движение, а с точки зрения космологической модели прихо-

дим к открытой Вселенной Фридмана (в записи Фока) с

𝑦 = 1−𝐴𝜒 = 1− 𝐴

𝑆
(5)

или с конформным множителем

exp(2𝜎) = 𝑦4 =

(︂
1− 𝐴

𝑆

)︂4

. (6)

«Уравнение движения» (4) в терминах переменной 𝑆 для случая 𝑝 = 0 фактически есть

радиальная часть уравнения Лапласа для 3-мерного евклидового пространства, то есть функция

𝑦 = (1−𝐴/𝑆) – гармоническая функция.

2. Если теперь в наших «механических» аналогах ограничиться силовыми потенциальными

полями 𝑈(𝑦), для которых 𝐹 = −𝑑𝑈/𝑑𝑦, и рассмотреть аналог механического осциллятора с си-

лой Гука, то есть взять 𝑈 = 𝐵2𝑦2/2 , где 𝐵2 – аналог коэффициента жесткости, то получаем

открытую космологическую модель с излучением (как обобщение открытой модели Фридмана) и

с конформным множителем

exp(2𝜎) =

(︂
1− 𝐴2

𝐵2

)︂2

cos4(𝐵𝜒+ 𝛼0) =
cos4(𝐵𝜒+ 𝛼0)

cos4(𝛼0)
, (7)

согласованным с решением Фридмана и асимптотическим поведением на бесконечности (𝑆 → ∞).

При этом в асимптотике реализуется реликтовое космологическое излучение с уравнением состо-

яния 𝑝 = 𝜀/3.

3. Если в исходных уравнениях Эйнштейна до введения функции 𝑦 и переменной 𝜒 выбрать

состояние физического вакуума 𝑝 = −𝜀, то решение, получающее в этом случае, есть решение де

Ситтера:

exp(2𝜎) =
1

(1−𝐴𝑆2)
2 . (8)
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1. Введение пятимерия

При введении пятимерного пространства-времени (с одним временноподобным направлением)

будем считать (как и в 4-мерии) его изотропным и однородным. Метрику возьмем в форме Фока:

𝑔𝛼𝛽 = exp(2𝜎(𝑆)) 𝜂𝛼𝛽 ; 𝑆2 = 𝜂𝛼𝛽𝑥
𝛼𝑥𝛽 , (9)

где 𝛼, 𝛽 = 0, 1, 2, 3, 5.

Тензор энергии-импульса формально обобщается на пятимерие путем увеличения числа зна-

чений индексов (структура ТЭИ остается неизменной).

Уравнения Эйнштейна в этом случае перепишутся в виде (штрихом обозначена производная

по 𝑆 )

12

(︃
𝜎′

𝑆
+

(𝜎′)
2

2

)︃
= κ 𝜀 exp(2𝜎); (10)

3(𝜎′′ +
3

𝑆
𝜎′ + (𝜎′)

2
) = −κ𝑝 exp(2𝜎). (11)

2. Аналог модели де Ситтера физического вакуума

Прежде всего рассмотрим состояние «физического вакуума», полагая 𝑝 = −𝜀. Тогда приве-
денная выше система уравнений имеет своим решением конформный множитель

exp(2𝜎) =
1

(1−𝐴𝑆2)
2 . (12)

Другими словами, получаем функцию, структурно совпадающую с выше приведенным реше-

нием для модели де Ситтера в четырехмерии.

3. Пятимерный аналог открытой модели Фридмана

Идя далее по пути обобщения и использования аналогий, введем замену 𝜎 = ln(𝑌 ) и новую

переменную 𝑥 = 1/𝑆2. Тогда одно из «уравнений Эйнштейна» сведется к «уравнению движения»

(по аналогии как это было сделано в 4-мерии)

𝑑2𝑌

𝑑𝑥2
= 𝐹 (𝑝, 𝑌, 𝑥) = − 𝜅𝑝

3𝑥3
𝑌 3 = −𝑑𝑈

𝑑𝑌
. (13)

В случае отсутствия давления («инерциальное движение»), получаем аналог решения Фрид-

мана для открытой космологической модели в пятимерии

𝑌 = 1−
⌢

𝐴𝑥 = 1−
⌢

𝐴

𝑆2
(14)

или конформный множитель запишется как

exp(2𝜎) = 𝑌 2 =

(︃
1−

⌢

𝐴

𝑆2

)︃2

. (15)

Необходимо отметить, что «уравнение движения» для свободной частицы единичной массы

представляет собой уравнение Лапласа для 4-мерного евклидового «сферически симметричного»

пространства с радиусом 𝑆. Другими словами, функция 𝑌 для «решения Фридмана» есть гармо-

ническая функция в 4-мерном евклидовом пространстве.
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4. Аналог открытой космологической модели с излучением

Продолжая аналогию, введем потенциал «гармонического осциллятора» 𝑈 =
𝐶2𝑌 2

2
, где 𝐶2

– к аналог коэффициента жесткости. В результате имеем открытую космологическую модель с

конформным множителем

exp(2𝜎) = (1 +

⌢

𝐴
2

𝐶2
) cos2(𝐶𝑥+ 𝛽0) =

cos2(𝐶𝑥+ 𝛽0)

cos2(𝛽0)
, (16)

согласованным с «решением Фридмана» в 5-мерии и асимптотическим поведением на бесконечно-

сти (𝑆 → ∞ ).

Заключение

В данной статье на основе более ранних работ продемонстрировано сведение проблемы моде-

лирования эволюции открытой Вселенной в пятимерии (для конформно-плоской метрики пятимер-

ного пространства-времени в форме Фока) к эквивалентной ей задаче о механическом движении

частицы единичной массы в некотором «силовом поле». При введении «механических» силовых

потенциалов в пятимерном пространстве-времени получены точные космологические аналоги от-

крытых 4D моделей Вселенной, начиная с решения Фридмана, а также моделей, заполненных

материей и излучением в приближении идеальной жидкости. Кроме того, показано следующее.

1. Произведено обобщение открытых 4D космологических моделей с метрикой в форме Фока

на пятимерие с сохранением однородности и изотропности пространства-времени с использованием

«механического подхода» и с тензором энергии-импульса в приближении «идеальной жидкости».

2. Конформные множители многомерных аналогов «де Ситтера» (в пространстве-времени

произвольной размерности 𝑚 ≥ 4 с одним временноподобным направлением) не зависят от раз-

мерности этого пространства-времени:

exp(2𝜎𝑚) =
1

(1−𝐴(𝑚−3) 𝑆2)
2 .

3. В предложенном подходе обобщения открытой космологической модели Фридмана на

пространства-времена размерности 𝑚 ≥ 4 (с одним временноподобным направлением) имеют кон-

формный множитель вида

exp(2𝜎(𝑚)) = 𝑌
4

(𝑚−3)
(𝑚−3) =

(︂
1−

𝐴(𝑚−3)

𝑆𝑚−3

)︂ 4
(𝑚−3)

,

где функция 𝑌(𝑚−3) = 1 −
𝐴(𝑚−3)

𝑆𝑚−3
– гармоническая функция, являющая решением уравнения

Лапласа в евклидовом сферически симметричном пространстве размерности 𝑚− 1.
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