
ПРОСТРАНСТВО, ВРЕМЯ И ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 2023, Вып. 1

УДК 530.12, 531.51

© Гатин Х.А., Мухарлямов Р.К., Сушков С.В., 2023

АНИЗОТРОПНЫЕ И НЕОДНОРОДНЫЕ КОСМОЛОГИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ В
СКАЛЯРНО-ТЕНЗОРНОЙ ТЕОРИИ ГРАВИТАЦИИ С НЕМИНИМАЛЬНОЙ
КИНЕТИЧЕСКОЙ СВЯЗЬЮ

Гатин Х.А.𝑎,1, Мухарлямов Р.К.𝑎,2, Сушков С.В.𝑎,3

𝑎 Казанский (Приволжский) федеральный университет, г. Казань, 420008, Россия

В данной работе мы рассматриваем гравитирующее скалярное поле с неминимальной кинетической
связью с кривизной. Полевые уравнения выписаны в поляризованной метрике Гауди. Соответствующее
пространство-время является анизотропным и неоднородным. В своих исследованиях мы хотим получить
механизмы перехода Вселенной из неоднородной фазы в однородную в рамках теории Хорндески. В этой
работе мы ограничиваемся предварительным анализом полевых уравнений.
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In this paper, we consider a gravitating scalar field with a non-minimal kinetic coupling to the curvature. The
field equations are written in the polarized Gaud? metric. The corresponding space-time is anisotropic and
inhomogeneous. In our research, we want to obtain mechanisms for the transition of the Universe from an
inhomogeneous phase to a homogeneous one in the framework of Horndesky’s theory. In this paper, we restrict
ourselves to a preliminary analysis of the field equations.
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Введение

Как показывают исследования [1–4], ряд космологических моделей в скалярно-тензорной тео-
рии Хорндески обладает градиентной неустойчивостью. Особое поведение параметра Хаббла при
приближении к начальной сингулярности в этих моделях свидетельствует либо об отсутствии го-
ризонта частиц, либо о большом его значении. Все эти факторы могут усилить эффекты неодно-
родности пространства вблизи сингулярности.

В данной работе мы рассматриваем гравитирующее скалярное поле с неминимальной кинети-
ческой связью с кривизной [5]. Полевые уравнения выписаны в поляризованной метрике Гауди на
торе 𝑇 3×𝑅 [6,7]. Соответствующее пространство-время является анизотропным и неоднородным.
Исключая зависимость метрических потенциалов от пространственных координат, метрика Гауди
сводится к частному случаю анизотропной однородной метрики Казнера.
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В своих исследованиях мы хотим получить механизмы перехода Вселенной из неоднородной
фазы в однородную в рамках теории Хорндески. В этой работе мы ограничиваемся предвари-
тельным анализом полевых уравнений. Как будет видно ниже, неминимальная связь скалярного
поля с кривизной приводит к дифференциальным уравнениям в частных производных, которые
нелинейны относительно высших производных. Это факт делает задачу далеко нетривиальной.

1. Полевые уравнения

Рассмотрим гравитационную теорию скалярного поля с неминимальной связью с кривизной,
действие которой имеет вид [5]:

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
{︂
𝑅

8𝜋
− [𝑔𝜇𝜈 + 𝜅𝐺𝜇𝜈 ]𝜙,𝜇𝜙,𝜈 − 2𝑉 (𝜙)

}︂
, (1.1)

где 𝑔𝜇𝜈 – метрика, 𝑔 =det(𝑔𝜇𝜈), 𝑅 – скаляр кривизны, 𝐺𝜇𝜈 – тензор Эйнштейна, 𝜅 – параметр связи
с размерностью квадрата длины. Ковариантный вид полевых уравнения приведены, например,
в работе [5]. Представленную теорию будем изучать в поляризованной метрике Гауди [6, 7] на
топологии тора 𝑇 3 ×𝑅:

𝑑𝑠2 = 𝑒𝜆/2𝑡−1/2(−𝑑𝑡2 + 𝑑𝑥2) + 𝑡(𝑒𝑃 𝑑𝑦2 + 𝑒−𝑃 𝑑𝑧2), (1.2)

где 𝑃 и 𝜆 есть функции от координат 𝑡 > 0 и 𝑥. Пространственные координаты 𝑥, 𝑦 и 𝑧 принимают
значения из множества [0, 2𝜋]. На метрические потенциалы наложены граничные условия: 𝜆(𝑡, 0) =

𝜆(𝑡, 2𝜋), 𝑃 (𝑡, 0) = 𝑃 (𝑡, 2𝜋).
В метрике (1.2) компоненте 𝐺00 тензора Эйнштейна соответствует уравнение гравитации

00 : − 1

4
[𝑃 2

𝑡 + 𝑃 2
𝑥 − 𝑡−1𝜆𝑡] = 4𝜋(𝜙2

𝑡 + 𝜙2
𝑥) + 8𝜋𝑒𝜆/2𝑡−1/2𝑉 (𝜑)+

+ 𝜋𝜅𝑡−3/2𝑒−𝜆/2[((3𝑃 2
𝑡 + 𝑃 2

𝑥 )𝜙2
𝑡 − 4𝜙𝑡𝜙𝑥𝑃𝑡𝑃𝑥 + (𝑃 2

𝑡 − 𝑃 2
𝑥 )𝜙2

𝑥)𝑡2 +

+ (−3𝜙2
𝑡𝜆𝑡 + (−2𝜙𝑥𝜆𝑥 + 8𝜙𝑥𝑥)𝜙𝑡 + 𝜙2

𝑥𝜆𝑡)𝑡− 2𝜙2
𝑥] . (1.3)

Для других нетривиальных компонент 𝐺𝜇𝜈 имеем уравнения:

11 : − 1

4
[𝑃 2

𝑡 + 𝑃 2
𝑥 − 𝑡−1𝜆𝑡] = 4𝜋(𝜙2

𝑡 + 𝜙2
𝑥) − 8𝜋𝑒𝜆/2𝑡−1/2𝑉 (𝜑) −

− 𝜋𝜅𝑡−3/2𝑒−𝜆/2[((3𝑃 2
𝑥 + 𝑃 2

𝑡 )𝜙2
𝑥 − 4𝜙𝑡𝜙𝑥𝑃𝑡𝑃𝑥 +

+ (𝑃 2
𝑥 − 𝑃 2

𝑡 )𝜙2
𝑡 )𝑡2 + (3𝜙2

𝑡𝜆𝑡 + (2𝜙𝑥𝜆𝑥 − 8𝜙𝑡𝑡)𝜙𝑡 − 𝜙2
𝑥𝜆𝑡)𝑡− 2𝜙2

𝑡 ] , (1.4)

01 : − 1

4
[2𝑃𝑥𝑃𝑡 − 𝑡−1𝜆𝑥] = 8𝜋𝜙𝑥𝜙𝑡+

+ 𝜋𝜅𝑡−1/2𝑒−𝜆/2[2(𝜙2
𝑡 − 𝜙2

𝑥)𝑃𝑡𝑃𝑥𝑡+ 2(𝑃 2
𝑡 − 𝑃 2

𝑥 )𝜙𝑡𝜙𝑥𝑡+

+ 𝜙2
𝑥𝜆𝑥 − 2𝜙𝑡𝜙𝑥𝜆𝑡 − 3𝜙2

𝑡𝜆𝑥 + 8𝜙𝑡𝜙𝑡𝑥] , (1.5)

22 :
1

4
[𝑃 2

𝑥 − 𝑃 2
𝑡 + 𝜆𝑥𝑥 − 𝜆𝑡𝑡 + 2(𝑃𝑡𝑡 − 𝑃𝑥𝑥) + 2𝑃𝑡𝑡

−1] = −4𝜋(𝜙2
𝑥 − 𝜙2

𝑡 ) −

− 8𝜋𝑡−1/2𝑒𝜆/2𝑉 (𝜙) − (1/2)𝜅𝜋𝑡−3/2𝑒−𝜆/2[((−2𝑃 2
𝑡 − 2𝑃𝑡𝜆𝑡 − 2𝑃 2

𝑥 − 2𝑃𝑥𝜆𝑥 +

+ 𝜆2𝑡 − 𝜆2𝑥 + 4𝑃𝑥𝑥 + 2𝜆𝑥𝑥 + 4𝑃𝑡𝑡 − 2𝜆𝑡𝑡)𝜙
2
𝑡 + (((8𝑃𝑥 + 4𝜆𝑥)𝑃𝑡 + 4𝑃𝑥𝜆𝑡 − 16𝑃𝑡𝑥)𝜙𝑥 +

+ 8(𝜙𝑡𝑡 − 𝜙𝑥𝑥)𝑃𝑡 − 4(𝜙𝑡𝑡 + 𝜙𝑥𝑥)𝜆𝑡 + 8𝜙𝑡𝑥𝜆𝑥)𝜙𝑡 + (−2𝑃 2
𝑡 − 2𝑃𝑡𝜆𝑡 − 2𝑃 2

𝑥 − 2𝑃𝑥𝜆𝑥 +

+ 𝜆2𝑥 − 𝜆2𝑡 + 4𝑃𝑥𝑥 − 2𝜆𝑥𝑥 + 4𝑃𝑡𝑡 + 2𝜆𝑡𝑡)𝜙
2
𝑥 + (8𝜙𝑡𝑥𝜆𝑡 − 4(𝜙𝑡𝑡 + 𝜙𝑥𝑥)𝜆𝑥 −

− 8𝑃𝑥(𝜙𝑡𝑡 − 𝜙𝑥𝑥))𝜙𝑥 − 16𝜙2
𝑡𝑥 + 16𝜙𝑡𝑡𝜙𝑥𝑥)𝑡2 + (6𝜙2

𝑡𝑃𝑡 + ((−12𝑃𝑥 − 4𝜆𝑥)𝜙𝑥 −
− 4𝜙𝑡𝑡 + 12𝜙𝑥𝑥)𝜙𝑡 + (4𝜆𝑡 + 6𝑃𝑡)𝜙

2
𝑥 − 8𝜙𝑡𝑥𝜙𝑥)𝑡+ (𝜙2

𝑥 − 𝜙2
𝑡 )] , (1.6)
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33 :
1

4
[𝑃 2

𝑥 − 𝑃 2
𝑡 + 𝜆𝑥𝑥 − 𝜆𝑡𝑡 + 2(𝑃𝑥𝑥 − 𝑃𝑡𝑡) − 2𝑃𝑡𝑡

−1] = 4𝜋(𝜙2
𝑡 − 𝜙2

𝑥) −

− 8𝜋𝑡−1/2𝑒𝜆/2𝑉 (𝜙) + (1/2)𝜋𝜅𝑡−3/2𝑒−𝜆/2[((−2𝑃 2
𝑡 − 2𝑃𝑡𝜆𝑡 + 2𝑃 2

𝑥 − 2𝑃𝑥𝜆𝑥 +

+ 𝜆2𝑥 − 𝜆2𝑡 + 4𝑃𝑥𝑥 − 2𝜆𝑥𝑥 + 4𝑃𝑡𝑡 + 2𝜆𝑡𝑡)𝜙
2
𝑡 + (((−8𝑃𝑥 + 4𝜆𝑥)𝑃𝑡 +

+ 4𝑃𝑥𝜆𝑡 − 16𝑃𝑡𝑥)𝜙𝑥 + 8(𝜙𝑡𝑡 − 𝜙𝑥𝑥)𝑃𝑡 + 4(𝜙𝑡𝑡 + 𝜙𝑥𝑥)𝜆𝑡 − 8𝜙𝑡𝑥𝜆𝑥)𝜙𝑡 +

+ (2𝑃 2
𝑡 − 2𝑃𝑡𝜆𝑡 + 2𝑃 2

𝑥 − 2𝑃𝑥𝜆𝑥 + 𝜆2𝑡 − 𝜆2𝑥 + 4𝑃𝑥𝑥 + 2𝜆𝑥𝑥 + 4𝑃𝑡𝑡 − 2𝜆𝑡𝑡)𝜙
2
𝑥 +

+ (−8𝜙𝑡𝑥𝜆𝑡 + 4(𝜙𝑡𝑡 + 𝜙𝑥𝑥)𝜆𝑥 − 8𝑃𝑥(𝜙𝑡𝑡 − 𝜙𝑥𝑥))𝜙𝑥 + 16𝜙2
𝑡𝑥 − 16𝜙𝑡𝑡𝜙𝑥𝑥)𝑡2 +

+ (6𝜙2
𝑡𝑃𝑡 + ((−12𝑃𝑥 + 4𝜆𝑥)𝜙𝑥 + 4𝜙𝑡𝑡 − 12𝜙𝑥𝑥)𝜙𝑡 +

+ (−4𝜆𝑡 + 6𝑃𝑡)𝜙
2
𝑥 + 8𝜙𝑡𝑥𝜙𝑥)𝑡+ (𝜙2

𝑡 − 𝜙2
𝑥)] . (1.7)

Скалярное поле 𝜙 удовлетворяет также уравнению

𝜙𝑡𝑡 + 𝑡−1𝜙𝑡 − 𝜙𝑥𝑥 + 𝑡−1/2𝑒𝜆/2𝑉𝜙 + (1/8)𝜅𝑡−3/2𝑒−𝜆/2{[(𝑃 2
𝑡 𝜆𝑡 + (−2𝑃𝑥𝜆𝑥 − 4𝑃𝑡𝑡 + 4𝑃𝑥𝑥)𝑃𝑡 + 𝑃 2

𝑥𝜆𝑡)𝜙𝑡+

+(𝜙𝑥𝜆𝑥 − 2𝜙𝑡𝑡 − 2𝜙𝑥𝑥)(𝑃 2
𝑡 + 𝑃 2

𝑥 ) + (8𝜙𝑡𝑥 − 2𝜙𝑥𝜆𝑡)𝑃𝑡𝑃𝑥 + 4𝑃𝑥(𝑃𝑡𝑡 − 𝑃𝑥𝑥)𝜙𝑥]𝑡2 + [(𝜆2𝑥 − 𝜆2𝑡−

−3𝑃 2
𝑥 − 3𝑃 2

𝑡 + 2(𝜆𝑡𝑡 − 𝜆𝑥𝑥))𝜙𝑡 + 6𝜙𝑥𝑃𝑡𝑃𝑥 + 2(𝜙𝑡𝑡 + 𝜙𝑥𝑥)𝜆𝑡 − 4𝜙𝑡𝑥𝜆𝑥]𝑡+ 𝜙𝑡𝜆𝑡 − 𝜙𝑥𝜆𝑥} = 0 , (1.8)

которое является следствием уравнений (1.3)-(1.7).
Нам неизвестны три функции 𝑃 , 𝜆 и 𝜙, а система (1.3)-(1.7) содержит пять уравнений, та-

ким образом на первый взгляд система переопределена. По умолчанию уравнения не являются
совместными. Сравнивая уравнения (1.3), (1.4), получаем одно из условий совместимости:

𝜅
(︁

[(𝑃 2
𝑥 + 𝑃 2

𝑡 )(𝜙2
𝑥 + 𝜙2

𝑡 ) − 4𝑃𝑥𝑃𝑡𝜙𝑥𝜙𝑡]𝑡
2 + 4𝜙𝑡(𝜙𝑥𝑥 − 𝜙𝑡𝑡)𝑡− (𝜙2

𝑥 + 𝜙2
𝑡 )
)︁

+ 8𝑡𝑒𝜆𝑉 = 0 . (1.9)

Другое условие:
𝜆𝑥𝑡 = 𝜆𝑡𝑥 . (1.10)

Наложение условий совместимости снимают вопрос переопределённости системы. Продемон-
стрируем на примере минимальной связи 𝜅 = 0.

В случае минимальной связи 𝜅 = 0 условие совместимости (1.9) приводит к равенству 𝑉 = 0.
Тогда уравнение (1.3) и (1.4) совпадают и дают одно следствие:

𝑡−1𝜆𝑡 = 16𝜋(𝜙2
𝑡 + 𝜙2

𝑥) + 𝑃 2
𝑡 + 𝑃 2

𝑥 , (1.11)

и уравнение (1.8) упрощается
𝜙𝑡𝑡 + 𝑡−1𝜙𝑡 − 𝜙𝑥𝑥 = 0 . (1.12)

Уравнение (1.5) преобразуется так

𝑡−1𝜆𝑥 = 32𝜋𝜙𝑥𝜙𝑡 + 2𝑃𝑥𝑃𝑡 . (1.13)

Подстановкой (1.11), (1.13) в уравнения (1.6) и (1.7) убеждаемся, что они дают одно и тоже
следствие

𝑃𝑡𝑡 + 𝑡−1𝑃𝑡 − 𝑃𝑥𝑥 = 0 . (1.14)

Другое условие совместимости (1.10) приводит к уже полученному уравнению (1.14). Систе-
ма (1.11)-(1.14) содержит три независимых уравнения, так как (1.12) есть следствие остальных
уравнений. Таким образом, в случаи минимального взаимодействия полевые уравнения совмести-
мы для безмассового скалярного поля, а также в отсутствии скалярного поля. Эти утверждения
также справедливы для неполяризованной метрики Гауди на торе 𝑇 3 ×𝑅.

Минимальная модель исследовалось, например, в работе [8]. Авторы нашли общее решение в
виде бесконечного ряда. Было показано, что наличие скалярного поля меняет характер асимпто-
тики метрических потенциалов при приближении к начальной сингулярности. Асимптотика типа
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Казнера заменяется более общим поведением типа Белинского-Халатникова-Лифшица [9]. В след-
ствии вида уравнений (1.12), (1.14) решение имеет волновой характер. В ходе эволюции Вселенной
в будущее реализуется высокочастотный предел решения, который сглаживает пространственную
неоднородность. Вселенная асимптотически приближается к однородной фазе. Таким образом, в
минимальной модели реализуется волновой механизм перехода к однородной фазе.

Как мы видим, в неминимальном случае полевые уравнения имеют другую структуру – они
содержат нелинейные слагаемые относительно высших производных. Наша задача выявить для
этой модели возможные механизмы перехода к однородной фазе. Будет ли допустим волновой
вариант? В отличии от минимального случая есть дополнительная степень свободы в виде потен-
циала скалярного поля 𝑉 (𝜙). Как вид функции 𝑉 (𝜙) будет влиять на эволюцию пространственных
неоднородностей? Условия совместимости системы полевых уравнений будут ограничивать форму
потенциала 𝑉 (𝜙)?
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