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В касательной 4D пространстве-времени проведена алгебраическая классификация дифференциальной
два-формы кривизны как антисимметричной матрицы, используя аналогию с тензором электромагнитного
поля. Также по аналогии с алгебраической классификацией Петрова гравитационных полей вводятся
типы такой матрицы. Приведены примеры с конкретными гравитационными полями: внешнего поля
Шварцшильда и поля плоской гравитационной волны.
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Введение

Созданная А.З.Петровым алгебраическая классификация гравитационных полей [1] основана
на классификации тензора кривизны (в общем случае тензора Вейля) путем предварительного
приведения его к специальному виду симметричной комплексной 3×3 матрицы в евклидовом про-
странстве. Постановка задачи на собственные значения для такой матрицы позволяет получить
специфические типы (подтипы) матрицы, которым сопоставляются классы конкретных гравита-
ционных полей.

1E-mail: alex_m_bar@mail.ru



Алгебраическая классификация дифференциальной формы кривизны и гравитационные поля 17

Алгебраическая классификация Петрова связана с «прямым» нахождением компонент тензо-
ра кривизны (тензора Вейля) согласно тензорному определению этих объектов. Однако созданный
Э.Картаном подход [2] с использованием дифференциальных форм позволяет более эффективно
находить компоненты тензора кривизны.

1. Уравнения структуры Картана

Введем базисные дифференциальные формы (неголономные дифференциалы)

Θ(𝛼) = 𝑔(𝛼)𝜇 𝑑𝑥𝜇, (1.1)

где 𝑔𝛼𝜇 – тетрады, составляющие базис в касательном в данной точке пространстве; 𝑑𝑥𝜇 – диффе-
ренциалы координат 𝑥𝜇; греческие индексы пробегают значения 0, 1, 2, 3.

Если определить тетрадную метрику в касательном пространстве как

𝑔(𝛼)(𝛽) = 𝑔(𝛼)𝜇𝑔
𝜇
(𝛽), (1.2)

то ее можно связать с метрическим тензором

𝑔(𝛼)(𝛽) = 𝑔𝜇(𝛼)𝑔
𝜈
(𝛽)𝑔𝜇𝜈 . (1.3)

Тогда, в касательном 4D пространстве-времени можно записать квадрат произвольного мет-
рического интервала в виде

𝑑𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥
𝜇𝑑𝑥𝜈 = Θ(𝛼)Θ(𝛼) = 𝑔(𝛼)(𝛽)Θ

(𝛼)Θ(𝛽), (1.4)

где 𝑔𝜇𝜈 – метрический тензор псевдориманова 4D пространства-времени; в этом пространстве.
Картан предложил еще два структурных уравнения (уравнения структуры Картана). Первые

уравнения в тетрадных компонентах записываются как

dΘ(𝛼) = −𝜔(𝛼)
(𝛽) ∧ Θ(𝛽), (1.5)

где здесь d – внешний дифференциал; ∧ – внешнее произведение; 𝜔(𝛼)(𝛽) – 1-форма связности,
которая удовлетворяет соотношению 𝜔(𝛼)(𝛽) = −𝜔(𝛼)(𝛽) для случая dg(𝛼)(𝛽) = 0.

Вторые уравнения структуры Картана имеют вид

ℛ(𝛼)((𝛽) = d𝜔(𝛼)(𝛽) + 𝜔(𝛼)(𝛾) ∧ 𝜔
(𝛾)

(𝛽), (1.6)

где ℛ(𝛼)((𝛽) – 2-форма кривизны, которая связана с тензором кривизны 𝑅(𝛼)(𝛽)(𝛾)(𝛿) в касательном
пространстве как

ℛ(𝛼)(𝛽) = (1/2)𝑅(𝛼)(𝛽)(𝛾)(𝛿)Θ
(𝛾) ∧ Θ(𝛿), (1.7)

и обладает свойством антисимметричности ℛ(𝛼)(𝛽) =- ℛ(𝛽)(𝛼).

В дальнейшем выберем тетрадную метрику 𝑔(𝛼)(𝛽) постоянной относительно внешнего диф-
ференцирования и равной метрическому тензору Минковского 𝜂(𝛼)(𝛽) ≡ 𝜂𝛼𝛽 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,−1,−1,−1),

так что 𝜂𝛼𝛽 = 𝛿𝛼𝛽 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1, 1, 1) или просто единичная 4 × 4 матрица 𝐸̂.

2. Задача на собственные значения

Рассмотрим теперь 2-форму кривизны как антисимметричную 4×4 матрицу (ℛ(𝛼)(𝛽)) ≡ ℛ̂, об-
ладающую следующими свойствами: 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒ℛ̂ = 0; ℛ̂𝑇 = −ℛ̂. Это позволяет воспользоваться ана-
логией с тензором электромагнитного поля 𝐹𝜇𝜈 . Поэтому далее положим ℛ(0)(𝑖) = 𝐸𝑖 и будем рас-
сматривать эти компоненты как аналог вектора напряженности электрического поля 𝐸⃗ (латинские
индексы пробегают значения 1, 2, 3). Компоненты ℛ *

(1)(0) = ℛ(3)(2) = 𝐻1; ℛ *
(2)(0) = ℛ(1)(3) = 𝐻2;
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ℛ *
(3)(0) = ℛ(2)(1) = 𝐻3 будем считать аналогами компонент вектора напряженности магнитно-

го поля 𝐻⃗ (здесь операция звездочка есть операция дуального сопряжения (дуального поворота)
ℛ *

(𝛼)(𝛽) = (1/2) 𝜀𝛼𝛽𝛾𝛿ℛ(𝛾)(𝛿), где 𝜀𝛼𝛽𝛾𝛿 – символ Леви-Чивита). В нашем случае аналогами инвари-
антов электромагнитного поля будут

𝐼1 = 𝛿𝑖𝑗ℛ(0)(𝑖)ℛ(0)(𝑗) − 𝛿𝑖𝑗ℛ *
(0)(𝑖)ℛ

*
(0)(𝑗) ⇐⇒ 𝐸⃗2 − 𝐻⃗2 (2.1)

и
𝐼2 = 𝛿𝑖𝑗ℛ(0)(𝑖)ℛ *

(0)(𝑗) ⇐⇒ 𝐸⃗𝐻⃗, (2.2)

где 𝛿𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1, 1).

Как известно, алгебраическая классификация электромагнитного поля связана с задачей на
собственные значения для тензора электромагнитного поля (см., в частности, [3]). Тогда в рас-
сматриваемом случае задача на собственные значения примет вид ℛ(𝛼)

(𝛽)𝑋
(𝛽) = 𝜆 𝛿𝛼𝛽𝑋

𝛽 , где 𝑋(𝛼)

суть собственные векторы матрицы ℛ̂, а вековое уравнение для 𝜆−матрицы ℛ̂(𝜆) запишется как

𝑑𝑒𝑡 ℛ̂(𝜆) = 𝑑𝑒𝑡(ℛ(𝛼)
(𝛽) − 𝜆 𝛿𝛼𝛽 ) = 0. (2.3)

Проводя аналогию с классификацией тензора электромагнитного поля, можно сразу все ска-
зать о классификации рассматриваемой здесь 2-формы кривизны. Если коротко, то анализ задачи
на собственные значения для матрицы ℛ̂ и использование выше указанной аналогии приводит к
тому, что можно ввести подтип 𝐼 матрицы 𝜆−матрицы ℛ̂ с характеристикой Сегре [(1)(1)(1)(1)].

Это означает, что все собственные значения в этом случае различны. Такой подтип соответству-
ет подтипу 𝐼 по классификации Петрова, который относится к наиболее общим гравитационным
полям без каких-либо симметрий. Следующий подтип матрицы ℛ̂ называют подтипом 𝐷 с харак-
теристикой [(1, 1)(1)(1)], то есть два собственных значения равны между собой (в данном случае
нулю), а два других различны. В этом случае второй инвариант 𝐼2 = 0. Cуществует и волновой
подтип матрицы ℛ̂, который по аналогии с классификацией Петрова называют подтипом 𝑁 с ха-
рактеристикой [(1)(3)]. При этом обращается в нуль и первый инвариант 𝐼1 = 0, как и должно
быть для светоподобной среды.

3. Примеры с гравитационными полями

Рассмотрим два примера с гравитационными полями: внешним полем Шварцшильда и гра-
витационным полем плоской волны.

1. Поле Шварцшильда, как известно, относится к подтипу 𝐷 по классификации Петро-
ва и соответствующая каноническая бесследовая 3 × 3 матрица Вейля в собирательный индек-
сах может быть записана как (𝑊𝑖𝑗) = (𝑚/𝑟3) 𝑑𝑖𝑎𝑔(2,−1,−1). Здесь скорость света и гравитаци-
онная постоянная Ньютона равны единице. С другой стороны, тетрадные компоненты тензора
кривизны, отличные от нуля, равны: 𝑅(0)(1)(0)(1) = −2𝑅(0)(2)(0)(2) = −2𝑅(0)(3)(0)(3) = 2𝑚/𝑟3 =

−𝑅(2)(3)(2)(3) = 2𝑅(3)(1)(3)(1) = 2𝑅(1)(2)(1)(2).При этом в дальнейшем наряду с компонентами, вообще
говоря, комплексной 3×3 матрицы Вейля будем по ряду соображений для удобства рассматривать
и комопоненты симметричной бесследовой блочной 6 × 6 матрицы Петрова [1]. Поэтому следует
иметь ввиду правило Петрова для собирательных индексов тензора кривизны (тензора Вейля):
10 → 1; 20 → 2; 30 → 3; 23 → 4; 31 → 5; 12 → 6. Это правило можно распространить и на компонен-
ты матрицы ℛ̂(𝛼)(𝛽) (2-форму кривизны), что приведет к введению 6-вектора «электромагнитного
поля».

Учитывая (1.7), найдем компоненты матрицы ℛ̂. Отличными от нуля оказываются компо-
ненты «вектора напряженности электрического поля» ℛ̂(0)(𝑖), связанные с компонентами тензо-
ра кривизны поля Шварцшильда: ℛ̂(0)(1) = 𝑅(0)(1)(0)(1)Θ

(0) ∧ Θ(1) = (2𝑚/𝑟3)Θ(0) ∧ Θ(1); ℛ̂(0)(2) =

𝑅(0)(2)(0)(2)Θ
(0) ∧ Θ(2) = −(𝑚/𝑟3)Θ(0) ∧ Θ(2); ℛ̂(0)(3) = 𝑅(0)(3)(0)(3)Θ

(0) ∧ Θ(3) = −(𝑚/𝑟3)Θ(0) ∧ Θ(3).
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Так как матрица Вейля для поляШварцшильда относится к матрицам «электрического типа»
(статическое поле), то прослеживается аналогия и с «электрическими» компонентами матрицы ℛ̂
для 2-формы кривизны для поля Шварцшильда.

Другими словами, компоненты тензора кривизны внешнего поля Шварцшильда выступают
в качестве компонент вектора напряженности электрического поля в интепретации матрицы ℛ̂ и
представляют строку и столбец этой матрицы.

2. Поле плоской гравитационной волны много раз обсуждалось (см., например, [4]). От-
личные от нуля компоненты 6 × 6 матрицы Петрова для тензора кривизны этого поля суть
𝑅22 = −𝑅33 = −𝑅55 = 𝑅66 (компоненты «электрического типа») и 𝑅26 = 𝑅35 = 𝑅53 = 𝑅62

(компоненты «магнитного типа») или 𝑅(2)(0)(2)(0) = −𝑅(3)(0)(3)(0) = 𝑅(2)(0)(1)(2) = 𝑅(3)(0)(3)(1) =

𝑅(3)(1)(3)(0) = −𝑅(3)(1)(3)(1) = 𝑅(1)(2)(2)(0) = 𝑅(1)(2)(1)(2) = 𝑎.

Возвращаясь к выражению (1.7), связывающему матрицу ℛ̂(𝛼)(𝛽) с компонентами тензора
кривизны поля гравитационной плоской волны, получим для компонент вектора напряженности
«электрического поля»: −𝐸1 = ℛ̂(1)(0) = 0; −𝐸2 = ℛ̂(2)(0) = 𝑅(2)(0)(2)(0)Θ

(2)∧Θ(0)+𝑅(2)(0)(1)(2)Θ
(1)∧

Θ(2) = 𝑎(Θ(2) ∧ Θ(0) + Θ(1) ∧ Θ(2)); −𝐸2 = ℛ̂(3)(0) = 𝑅(3)(0)(3)(0)Θ
(3) ∧ Θ(0) +𝑅(3)(0)(3)(1)Θ

(3) ∧ Θ(0) =

𝑎(−Θ(3) ∧ Θ(0) + Θ(3) ∧ Θ(1)).

Аналогично для компонент вектора напряженности «магнитного поля» найдем: 𝐻1 =

ℛ̂(3)(2) = 0; 𝐻2 = −ℛ̂(3)(1) = −𝑅(3)(1)(3)(0)Θ
(3)∧Θ(0)−𝑅(3)(1)(3)(1)Θ

(3)∧Θ(1) = 𝑎(−Θ(3)∧Θ(0) +Θ(3)∧
Θ(1)); 𝐻3 = −ℛ̂(2)(1) = −𝑅(1)(2)(2)(0)Θ

(2)∧Θ(0)−𝑅(1)(2)(1)(2)Θ
(1)∧Θ(2) = 𝑎(−Θ(2)∧Θ(0)−Θ(1)∧Θ(2)).

Нетрудно убедиться, что оба аналога инвариантов электромагнитного поля (2.1) и (2.2) равны
нулю, то есть получен аналог плоской электромагнитной волны типа 𝑁 на основе плоской грави-
тационной волны типа 𝑁. Другими словами, при такой процедуре плоская гравитационная волна
как бы «проецируется» в плоскую электромагнитную волну.

Заключение

В работе рассмотрена дифференциальная 2-форма кривизны, вводимая в рамках подхода
Картана [2] для нахождения компонент тензора кривизны. Проведена алгебраическая классифика-
ция 2-формы кривизны как антисимметричной матрицы в касательном 4D пространстве-времени
с использованием ортонормированных тетрад. При этом была использована аналогия с тензором
электромагнитного поля. Как и в алгебраической классификации Петрова гравитационных полей,
введены типы такой матрицы, которые тесно связаны с гравитационным полем. Подробно рассмот-
рены примеры с конкретными гравитационными полями: внешним полем Шварцшильда (подтип
𝐷) и полем плоской гравитационной волны (подтип 𝑁 , две плоскости поляризации). В итоге по-
лучаем, что компоненты тензора кривизны поля Шварцшильда составляют компоненты «вектора
напряженности электрического поля» такой матрицы, относящейся к подтипу 𝐷. Компоненты тен-
зора кривизны поля плоской гравитационной волны образуют поле «плоской электромагнитной
волны» подтипа 𝑁 (одна плоскость поляризации).
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