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Обсуждаются симметрии пятимерных искривленных пространств в форме проективных движений,
сохраняющих геодезические. Исследуются 5-мерные жесткие ℎ-пространства 𝐻221, 𝐻32, 𝐻41 и 𝐻5, т.е.
псевдоримановы многообразия (𝑀5, 𝑔) произвольной сигнатуры с (невырожденной) характеристикой
Сегре 𝜒 = {𝑟1, ..., 𝑟𝑘}, 𝑟1, ..., 𝑟𝑘 ∈ 𝑁, 𝑟1 + ... + 𝑟𝑘 = 5, и вещественными собственными
значениями производной Ли 𝐿𝑋𝑔 метрики 𝑔 в направлении инфинитезимального преобразования 𝑋,
допускающие инфинитезимальные проективные и аффинные преобразования. Для каждого из них
определяются структуры соответствующих максимальных проективной и аффинной алгебр Ли, включая
классификацию ℎ-пространств 𝐻221 типа {221} по максимальным алгебрам Ли проективных и аффинных
преобразований, более широким, чем алгебры Ли гомотетий [1–5]. Дан обзор работ, относящихся к 5-
мерным космололгическим моделям.
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The symmetries of the five-dimensional curved spaces in the form of projective motions which preserve geodesics
are discussed. The 5-dimensional rigid ℎ-spaces𝐻221, 𝐻32, 𝐻41 and𝐻5, i.e. pseudo-Riemannian manifolds (𝑀5, 𝑔)

of arbitrary signature with (non-degenerate) Segre characteristic 𝜒 = {𝑟1, ..., 𝑟𝑘}, 𝑟1, ..., 𝑟𝑘 ∈ 𝑁, 𝑟1+ ...+𝑟𝑘 = 5,

and real eigenvalues of the Lie derivative 𝐿𝑋𝑔 of the metric 𝑔 in the direction of the infinitesimal transformation
𝑋 are investigated, which admit (non-homothetic) infinitesimal projective and affine transformations, and for
each of them the structure of the corresponding maximal projective and affine Lie algebras are determined; the
classification of ℎ-spaces 𝐻221 of type {221} on maximal Lie algebras of projective and affine transformations,
wider than the Lie algebras of homotheties, is obtained. An overview of the works related to the 5-dimensional
cosmological models is given.
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Введение

Работа посвящена имеющей многочисленные геометрические и физические приложения про-
блеме исследования многомерных псевдоримановх многообразий, допускающих алгебры Ли ин-
финитезимальных проективных (в частности, аффинных) преобразований, более широкие, чем
алгебры Ли инфинитезимальных гомотетий.

Проективное преобразование псевдориманова многообразия 𝑀𝑛 с проективной структурой Π

сохраняет проективную структуру Π и переводит геодезические линии снова в геодезические.
Векторное поле 𝑋 на псевдоримановом многообразии (𝑀, 𝑔) с проективной структурой Π

называется бесконечно малым проективным преобразованием, или проективным движением, если
локальная однопараметрическая группа локальных преобразований, порожденная этим полем в
окрестности каждой точки 𝑥 ∈ 𝑀, состоит из (локальных) проективных преобразований, т. е.
автоморфизмов проективной структуры Π.

Необходимым и достаточным условием для того, чтобы 𝑋 = 𝜉𝑖𝜕𝑖 было проективным движе-
нием на псевдоримановом многообразии (𝑀, 𝑔), является равенство

(𝐿𝑋𝑔𝑖𝑗),𝑘 = 2𝑔𝑖𝑗𝜙,𝑘 + 𝑔𝑖𝑘𝜙,𝑗 + 𝑔𝑗𝑘𝜙,𝑖, (1)

где 𝜙 – функция от 𝑥𝑖, называемая определяющей функцией проективного движения 𝑋. [6].
Уравнение (1) можно записать в виде двух соотношений:

𝐿𝑋𝑔𝑖𝑗 ≡ 𝜉𝑖,𝑗 + 𝜉𝑗,𝑖 = ℎ𝑖𝑗 (2)

(обобщенное уравнение Киллинга) и

ℎ𝑖𝑗,𝑘 = 2𝑔𝑖𝑗𝜙,𝑘 + 𝑔𝑖𝑘𝜙,𝑗 + 𝑔𝑗𝑘𝜙,𝑖 (3)

(уравнение Эйзенхарта). Если 𝜙 = const, то есть div𝑋 = const, то векторное поле 𝑋 сохраняет
аффинную связность и, следовательно, является бесконечно малым аффинным преобразованием,
или аффинным движением.

Аффинное движение 𝑋 является бесконечно малой гомотетией, или гомотетическим движе-
нием, если ℎ𝑖𝑗 = const · 𝑔𝑖𝑗 , и бесконечно малой изометрией, или изометрическим движением, если
ℎ𝑖𝑗 = 0.

Теория групп проективных преобразований псевдоримановых пространств является одним из
активно развивающихся разделов дифференциальной геометрии, имеющих приложения в теории
дифференциальных уравнений и анализе, а также в теоретической и математической физике.

Проективные преобразования систематически возникают при исследовании симметрий урав-
нений математической физики.

В теоретической физике за последние годы значительно возрос интерес к использованию гео-
метрических свойств многомерных, в частности, 5-мерных пространств.

В 1919 г. Т. Калуцей была предложена идея геометризации электромагнитного поля в духе
эйнштейновской теории тяготения с помощью увеличения на единицу числа пространственных
координат; cейчас в литературе 5-мерная теория называется теорией Калуцы–Клейна. Заслуга
Клейна состоит в обобщении линеаризованного варианта теории Калуцы на общий случай.

В теории Калуцы–Клейна мир описывается 5-мерным псевдоримановым пространственно-
временным многообразием с квадратичной дифференциальной формой

𝑑𝐼2 = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽 (𝛼, 𝛽 = 1, ..., 5). (4)

Пятнадцать компонент 5-мерного метрического тензора определяют десять компонент 4-мерного
метрического тензора и четыре компоненты векторного электромагнитного потенциала. Оставша-
яся пятнадцатая компонента метрического тензора описывает некоторое скалярное поле.
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В качестве уравнений поля используются 5-мерные уравнения Эйнштейна

𝑅𝛼𝛽 − 1

2
𝑔𝛼𝛽𝑅+ Λ̃𝑔𝛼𝛽 = 𝜒𝑄𝛼𝛽 , (5)

где 𝑄𝛼𝛽 есть 5-мерный тензор энергии-импульса внешней материи. Из этих уравнений следуют
аналоги 4-мерных уравнений Эйнштейна с тензором энергии-импульса электромагнитного поля и
уравнения Максвелла. В качестве уравнений движения частиц берутся 5-мерные уравнения геоде-
зических

𝑑2𝑥𝛼

𝑑𝐼2
= −Γ𝛼

𝛽𝛾

𝑑𝑥𝛽

𝑑𝐼

𝑑𝑥𝛾

𝑑𝐼
, (6)

где Γ𝛼
𝛽𝛾 — 5-мерные символы Кристоффеля. Теории с размерностью пространства больше пяти

и с полевыми уравнениями, аналогичными уравнениям Эйнштейна, называются теориями типа
Калуцы–Клейна.

В 1921 году Калуца и Клейн показали, что при определенных условиях (таких как цилин-
дричность: 𝜕𝑔𝑖𝑗/𝜕𝑥5 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 4) добавление 5-го измерения может объяснить появление
электромагнитного поля. Проблема заключается в том, что хотя сама модель является геометри-
ческой, условия типа цилиндричности не являются геометрическими. Эта проблема была частично
решена Эйнштейном и Бергманом, которые в своей статье 1938 года предположили, что пятое из-
мерение компактифицируется в небольшую окружность 𝑆1, так что в полученном цилиндрическом
5D пространстве-времени 𝑅4 × 𝑆1 зависимость от 𝑥5 макроскопически незаметна.

Дальнейшему развитию идей Калуцы с приложениями в гравитации и космологии посвящена
обзорная часть и библиография расширенного варианта данного краткого сообщения, представ-
ленного в журнал "Пространство, время и фундаментальные взаимодействия".
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