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Введение

Математическое число измерений пространства в теории великого объединения на основе

структурной группы 𝑆𝑈(3)⊗ 𝑆𝑈(2)⊗ 𝑈(1), равно 11. При этом четыре измерения относятся к

реальному физическому пространству-времени, а остальные семь — к некоторому абстрактному

пространству [1], в рамках которого можно ввести такие квантовые характеристики элементарных

частиц, как изоспин, гиперзаряд, цвет, аромат и т.д. Число измерений дополнительного абстракт-

ного пространства может увеличиваться по мере открытия все новых сохраняющихся квантовых
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характеристик элементарных частиц. Такая схема развития теории довольно проста, но при этом

возникает ощущение её искусственности.

Излагаемая в работе концепция получена из следующих положений:

1. сохраняющиеся квантовые характеристики элементарных частиц должны быть связаны с

геометрическими свойствами реального физического пространства-времени;

2. четырёхмерное псевдориманово пространство не обладает необходимым набором геометри-

ческих свойств для установления этой связи;

3. необходимо подобрать такую структуру многообразия, чтобы группы симметрии его типич-

ного касательного слоя генерировали сохраняющиеся квантовые характеристики элементарных

частиц;

4. общее число допустимых групп симметрий реального пространства-времени в микромире

должно совпадать с общим количеством сохраняющихся квантовых характеристик элементарных

частиц.

В качестве кандидата на роль реального физического пространства-времени в микромире

рассматривается шестимерное псевдориманово пространство сигнатуры (+ + + − − −) с ти-
пичным касательным слоем в виде псевдоевклидова пространства. Предполагается, что мировое

время в шестимерном пространстве течёт вдоль выделенной оси в трёхмерном временном подпро-

странстве. Наличие выделенной временной оси приводит к нарушению сферической симметрии

в трёхмерном временном подпространстве, что, как будет показано ниже, в свою очередь приво-

дит к нарушению некоторых законов сохранения. Однако, при изучении физических процессов на

очень малых временных интервалах порядка 10−20c и менее, трёхмерное временное подпростран-

ство можно рассматривать как изотропное с хорошей степенью точности. Именно в этой области

изначально будут искаться всевозможные группы симметрий пространства.

Выявление таких групп достигается за счёт различных форм представления псевдоевклидо-

вой метрики шестимерного пространства. Это, в первую очередь, относится к спинорной форме

представления [2], а также представления метрики с помощью гиперболических комплексных чи-

сел [2, 3]. В работе показывается, что спинорная форма представления метрики приводит к на-

хождению таких законов сохранения квантовых характеристик элементарных частиц, как спин,

изоспин, электрический и барионный заряды, гиперзаряд. В свою очередь, представление мет-

рики с помощью гиперболических комплексных чисел приводит к выявлению гиперболических

групп унитарной симметрии, оставляющих инвариантной метрику шестимерного псевдоевклидова

пространства-времени и генерирующих такие сохраняющиеся квантовые характеристики кварков,

как цвет и аромат. В случае кварковой модели с помощью гиперболических групп унитарной сим-

метрии предсказывается существование только трёх цветов и строго шести ароматов кварков, если

нарушается сферическая симметрия во временном пространстве.

1. Псевдоевклидово пространство E3,3 как образ спинорного пространства

Пусть задано псевдоевклидово пространство E3,3 и пусть 𝜂𝑖𝑗 — псевдоевклидова метрика про-

странства, т.е.

𝜂𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 , 𝑖 ̸= 𝑗 ,

+1 , 𝑖 = 𝑗 = 1, 2, 3 ,

−1 , 𝑖 = 𝑗 = 4, 5, 6 .

(1)

Квадрат интервала в E3,3 представляется в виде

𝑠2 = 𝜂𝑘𝑙𝑥
𝑘𝑥𝑙, 𝑘, 𝑙 = 1, . . . , 6, (2)

где �⃗� = (𝑥1, . . . , 𝑥6) — вектор в псевдоевклидовом пространстве E3,3, по одинаковым верхним

и нижним индексам подразумевается суммирование. Группа собственных движений метрики (2)

пространства E3,3 задаётся группой собственных псевдоортогональных поворотов 𝑆𝑂(3, 3).
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Введём четырёхмерное комплексное пространство C4, элементами которого являются четы-

рёхкомпонентные комплексные векторы, называемые спинорами 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉4), а само простран-

ство C4 — спинорным пространством [4]. Введём обозначения 𝑡1 = 𝑥4, 𝑡2 = 𝑥5, 𝑡3 = 𝑥6.

Для любого вектора �⃗� ∈ E3,3 найдётся такой спинор 𝜉 ∈ C4, что будут выполняться следующие

соотношения:

𝑡1 = 𝜉1𝜉2 + 𝜉2𝜉1 , 𝑡2 =
𝜉1𝜉2 − 𝜉1𝜉2

𝑖
, 𝑡3 = 𝜉1𝜉1 − 𝜉2𝜉2 ,

𝑥1 = 𝜉3𝜉4 + 𝜉3𝜉4 , 𝑥2 =
𝜉3𝜉4 − 𝜉3𝜉4

𝑖
, 𝑥3 = 𝜉3𝜉3 − 𝜉4𝜉4 ,

(3)

где 𝜉𝜇 — комплексно сопряжённая к 𝜉𝜇 компонента спинора, 𝑖 — мнимая единица. Формулы (3)

можно представить в более изящном виде. Для этого рассмотрим полную матричную алгебру

𝑀(4,C) в спинорном пространстве C4. Выберем в этой алгебре матрицы

̂︀𝜎𝑝 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
𝜎𝑝 0

0 0

)︃
, 𝑝 = 1, 2, 3,(︃

0 0

0 𝜎𝑝−3

)︃
, 𝑝 = 4, 5, 6,

(4)

где

𝜎1 =

(︃
0 1

1 0

)︃
, 𝜎2 =

(︃
0 −𝑖
𝑖 0

)︃
, 𝜎3 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
− (5)

матрицы Паули. Матрицы (4) образуют шестимерный базис в подалгебре 𝐿 алгебры𝑀(4,C). Име-

ют место следующие коммутационные соотношения:

̂︀𝜎𝑘̂︀𝜎𝑙 − ̂︀𝜎𝑙̂︀𝜎𝑘 = 2𝑖̂︀𝜎𝑚𝜀𝑘𝑙𝑚 , (6)

где 𝑘, 𝑙,𝑚 = 1, . . . , 6, 𝜀𝑘𝑙𝑚 — полностью антисимметричный тензор, произведение ̂︀𝜎𝑘̂︀𝜎𝑙 равно нулю,
если индексы пары принадлежат разным тройкам (𝑘 = 1, 2, 3; 𝑙 = 4, 5, 6),

̂︀𝜎𝑘̂︀𝜎𝑙 + ̂︀𝜎𝑙̂︀𝜎𝑘 = 2𝛿𝑘𝑙𝑝𝑚 , (7)

где 𝑝𝑚 — двумерный ортогональный проектор в спинорном пространстве C4, причём, если 𝑘, 𝑙 =

1, 2, 3, то 𝑚 = 2, если 𝑘, 𝑙 = 4, 5, 6, то 𝑚 = 1, 𝑝1(C4) = {𝜉 ∈ C4; 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, 0, 0)}, 𝑝2(C4) = {𝜉 ∈
C4; 𝜉 = (0, 0, 𝜉3, 𝜉4)}.

Алгебра Ли, порождаемая базисом (4), согласно соотношениям (5), (6), (7), приводима. Каж-

дой паре (̂︀𝜎𝑚, 𝜉) ∈ 𝑀(4,C) ⊗ C4 можно сопоставить 𝑚-ую координату 𝑥𝑚 вектора �⃗� ∈ E3,3 по

формуле

𝑥𝑚 = ⟨𝜉, ̂︀𝜎𝑚𝜉⟩ , 𝑚 = 1, . . . , 6 , (8)

где ⟨·, ·⟩ — скалярное произведение в C4, задаваемое соотношением ⟨𝜉, �⃗�⟩ = 𝛿𝜈𝜇𝜉
𝜈𝜂𝜇.

Нетрудно заметить, что представления (3) и (8) эквивалентны. Таким образом, вещественные

координаты векторов псевдоевклидова пространства E3,3 можно представить как средние значения

эрмитовых операторов вида (4) на спинорах пространства C4.

2. Скрытые группы собственных движений

Из формулы (8) следует, что если задан произвольный вектор �⃗� ∈ E3,3 с координатами

(𝑥1, . . . , 𝑥6), то в общем случае существует пара (̂︀𝜎𝑚, 𝜉) ∈𝑀(4,C)⊗C4, определяемая с точностью до

унитарной эквивалентности относительно группы 𝑆𝑈(4), такая, что выполняется соотношение (8).

Это означает, что псевдоевклидова метрика (2) в спинорном пространстве C4 инвариантна относи-

тельно действия группы 𝑆𝑈(4), которую можно рассматривать как скрытую группу собственных
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движений этой метрики. Прежде, чем заняться изучением связи группы 𝑆𝑈(4) с сохраняющими-

ся квантовыми характеристиками элементарных частиц. Для начала рассмотрим более простые

группы, приводящие к законам сохранения таких квантовых характеристик, как спин, «слабый»

изоспин, электрический заряд и «слабый» гиперзаряд.

Рассмотрим двухпараметрическую группу унитарных преобразований 𝑈(1)⊕𝑈(1), имеющую

представление в 𝑀(4,C) в виде унитарных матриц вида⎛⎜⎜⎜⎝
𝑒𝑖𝜙 0 0 0

0 𝑒𝑖𝜙 0 0

0 0 𝑒𝑖𝜓 0

0 0 0 𝑒𝑖𝜓

⎞⎟⎟⎟⎠ , (9)

и действующую в пространстве C4. Преобразования из группы 𝑈(1)⊕𝑈(1) оставляют инвариант-

ными правые части соотношений (3), т.е. координаты векторов из E3,3 при таких преобразованиях

остаются неизменными. Следовательно, сама метрика (2) пространства E3,3 остаётся инвариант-

ной. Будем говорить, что преобразования вида (9) из группы 𝑈(1) ⊕ 𝑈(1) представляют собой

скрытые движения метрики (2). Группа 𝑈(1) ⊕ 𝑈(1) генерирует два закона сохранения. Первый

закон, порождаемый оператором 1
𝑖
𝜕
𝜕𝜙 , будем интерпретировать как закон сохранения «слабого»

гиперзаряда. Второй закон, порождаемый генератором группы 1
𝑖
𝜕
𝜕𝜓 , будем интерпретировать как

закон сохранения электрического заряда. Появление закона сохранения «слабого» гиперзаряда

связано со скрытыми симметриями в трёхмерном временном подпространстве, которое кратко

будем называть изопространством.

Перейдём теперь к рассмотрению более сложной унитарной группы. Представление унитар-

ной группы с алгеброй Ли, определяемой генераторами (4), действующей в пространстве C4,

вполне приводимо и может быть выражено в виде прямой суммы неприводимых представлений

𝑆𝑈(2) ⊕ 𝑆𝑈(2). Каждое из неприводимых представлений соответствует группе 𝑆𝑈(2) унитарных

унимодулярных матриц 𝑈 размерности 2, т.е. 𝑈+𝑈 = 1, det𝑈 = 1. В случае первого неприводимого

представления такие матрицы могут быть даны в виде 𝑈 = 𝑒𝑖𝜎𝑘𝑎𝑘 , 𝑘 = 1, 2, 3, где 𝜎𝑘 — эрмитовы

матрицы Паули, а 𝑎𝑘 — произвольные вещественные числа. Эти матрицы реализуют тождествен-

ное представление размерности 2 в двумерном изоспиновом пространстве 𝑝1(C4) с элементами(︃
𝜉1

𝜉2

)︃
, натянутыми на два базисных спинора

(︃
1

0

)︃
и

(︃
0

1

)︃
. В случае второго неприводимо-

го представления получим аналогичную группу унитарных унимодулярных матриц 𝑈 = 𝑒𝜎𝑙𝑎𝑙 ,

𝑙 = 4, 5, 6, где в качестве генераторов 𝜎𝑙 выступают те же матрицы Паули, согласно соотношению

(4). Эти матрицы реализуют группу размерности 2 в двумерном спиновом пространстве 𝑝2(C4) с

элементами

(︃
𝜉3

𝜉4

)︃
, натянутыми на два базисных спинора. Итак, изопространство — это спиновое

пространство, связанное с трёхмерным временным подпространством. Следовательно, такая важ-

ная характеристика элементарных частиц, как «слабый» изоспин, имеет чисто геометрическую

природу, и его закон сохранения связан с инвариантностью метрики шестимерного пространства

E3,3 относительно группы вращений в трёхмерном временном подпространстве.

Отметим, что введённые законы сохранения «слабых» гиперзаряда и изоспина могут нару-

шаться в случае слабых взаимодействий и не нарушаются в случае сильных взаимодействий.

3. Причины нарушения законов сохранения гиперзаряда и изоспина.

В рамках общепринятого формализма не существует объяснения причин нарушения законов

сохранения гиперзаряда и изоспина в слабых взаимодействиях. В предлагаемом подходе такой

феномен получает достаточно простое объяснение. Согласно полученным выше результатам закон

сохранения изоспина и гиперзаряда обязан своим появлением наличию сферической симметрии

в трёхмерном временном подпространстве. Если бы это пространство всегда оставалось изотроп-
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ным, то законы сохранения изоспина и гиперзаряда были бы точными. Однако если временная

ось, вдоль которой отсчитывается мировое время, имеет выделенное направление в трёхмерном

временном подпространстве, то вследствие этого нарушается сферическая симметрия, что и при-

водит к нарушению перечисленных выше законов сохранения. Теперь остаётся понять, почему эти

законы нарушаются только в слабых взаимодействиях и не нарушаются в сильных.

Можно предположить, что на очень малых временных интервалах трёхмерное временное под-

пространство можно рассматривать как изотропное, т. е. обладающее сферической симметрией.

Сильные процессы взаимодействия протекают за время порядка 10−24c и на таких коротких ин-

тервалах временное подпространство остаётся сферически симметричным, вследствие чего законы

сохранения изоспина и гиперзаряда выполняются. В случае слабых взаимодействий, которые про-

текают значительно медленнее, за время порядка 10−9c, пренебречь существованием выделенной

оси времени уже не удаётся, что и приводит к нарушению сферической симметрии в трёхмерном

временном подпространстве, а, следовательно, и к нарушению законов сохранения гиперзаряда и

изоспина.

Заметим, что существование выделенной временной оси хотя и приводит к разрушению сфери-

ческой симметрии, однако сохраняет осевую симметрию в трёхмерном временном подпространстве,

что указыает на возможность существования закона сохранения, связанного с осевой симметрией.

4. Группа SU(4) и генерируемые ею сохраняющиеся квантовые характеристики.

Выше было показано, что группа 𝑆𝑈(4) оставляет инвариантной метрику пространства E3,3.

Перейдём теперь к более подробному изучению свойств группы 𝑆𝑈(4) и её алгебры Ли в связи

с необходимостью их физической интерпретации. Генераторы 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 15 алгебры Ли можно

представить в виде 15 беcследовых эрмитовых четырёхмерных матриц:

𝜆1 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝜆2 =

⎛⎜⎜⎝
0 −𝑖 0 0

𝑖 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝜆3 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ ,

𝜆4 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝜆5 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 −𝑖 0

0 0 0 0

𝑖 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝜆6 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ ,

𝜆7 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 −𝑖 0

0 𝑖 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝜆8 =
1
√
3

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −2 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝜆9 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ ,

𝜆10 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 −𝑖

0 0 0 0

0 0 0 0

𝑖 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝜆11 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 1 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝜆12 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 −𝑖

0 0 0 0

0 𝑖 0 0

⎞⎟⎟⎠ ,

𝜆13 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝜆14 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −𝑖

0 0 𝑖 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝜆15 =
1
√
6

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −3

⎞⎟⎟⎠ .

(10)

Заметим, что алгебра Ли группы 𝑆𝑈(4) содержит подалгебру Гелл-Манна группы 𝑆𝑈(3), зада-

ваемую генераторами 𝜆1, . . . , 𝜆8, и подалгебру Паули группы 𝑆𝑈(2), задаваемую генераторами

𝜆1, . . . , 𝜆3. Введём следующие обозначения:

𝐹𝑖 =
1

2
𝜆𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 15 ,

𝐼± = 𝐹1 ± 𝑖𝐹2 , 𝐼3 = 𝐹3 ,

𝑉± = 𝐹4 ± 𝑖𝐹5 , 𝑈± = 𝐹6 ± 𝑖𝐹7 , 𝑌 =
2√
3
𝐹8

𝑁± = 𝐹9 ± 𝑖𝐹10 , 𝑀± = 𝐹11 ± 𝑖𝐹12 , 𝑊± = 𝐹13 ± 𝑖𝐹14 , 𝐵 =
4√
6
𝐹15 ,

(11)
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где 𝐼± — повышающий и понижающий операторы значений проекции изоспина на временную ось,

𝑌 — эрмитов оператор гиперзаряда, 𝐵 — эрмитов оператор барионного заряда. Среди заданных

формулами (10) операторов отсутствует оператор электрического заряда 𝑄. Его можно задать в

виде эрмитовой бесследовой матрицы

𝑄 =
1

3

⎛⎜⎜⎜⎝
2 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , (12)

Тогда имеет место зависимость

𝑄 = 𝐼3 +
𝑌

2
, (13)

установленная феноменологическим путем независимо Гелл-Манном [5] и Нишиджимой [6].

Эрмитовы операторы 𝐼3, 𝑌 , 𝑄, 𝐵 удовлетворяют следующим коммутационным соотношениям:

[𝐼3, 𝑌 ] = [𝐼3, 𝑄] = [𝐼3, 𝐵] = [𝑌,𝑄] = [𝑌,𝐵] = [𝑄,𝐵] = 0 , (14)

т.е. эти четыре оператора коммутируют между собой. Это означает, что физические характеристи-

ки элементарных частиц, задаваемые собственными значениями этих операторов, одновременно

наблюдаемы. Найдём теперь соотношения, устанавливающие связи между коммутирующими эр-

митовыми операторами. Выпишем коммутаторы для операторов рождения и уничтожения, опре-

деляемые формулами (11):

[𝐼+, 𝐼−] = 2𝐼3 , [𝑉+, 𝑉−] = 𝐼3 +
3

2
𝑌 , [𝑈+, 𝑈−] = −𝐼3 +

3

2
𝑌

[𝑁+, 𝑁−] = 𝐼3 +
1

2
𝑌 +𝐵 , [𝑀+,𝑀−] = −𝐼3 +

1

2
𝑌 +𝐵 ,

[𝑊+,𝑊−] = −𝑌 +𝐵 .

(15)

Также можно использовать оператор 𝑄, например [𝑉+, 𝑉−] = 3𝑄− 2𝐼3.

Выпишем в таблице коммутационные соотношения, которые оказываются полезными при по-

строении конечномерных представлений группы 𝑆𝑈(4). Первый множитель дан строкой, второй —

столбцом. Коммутаторы операторов 𝐼3, 𝑌 , 𝑄, 𝐵 с остальными даны в таблице 1.

Таблица 1. Коммутаторы операторов (11)

PPPPPPPPP⟨𝑎, ·⟩
⟨·, 𝑏⟩

𝐼± 𝑉± 𝑈± 𝑁± 𝑀± 𝑊±

𝐼3 ±𝐼± ± 1
2𝑉± ∓ 1

2𝑈± ± 1
2𝑁± ∓ 1

2𝑀± 0

𝑌 0 ±𝑉± ±𝑈± ± 1
3𝑁± ± 1

3𝑀± ∓ 2
3𝑊±

𝑄 ±𝐼± ±𝑉± 0 ± 2
3𝑁± ∓ 1

3𝑀± ∓ 1
3𝑊±

𝐵 0 0 0 ± 4
3𝑁± ± 4

3𝑀± ± 4
3𝑊±

Из приведённых коммутационных соотношений следует, что операторы 𝐼+, 𝑉+, 𝑈−, 𝑁+, 𝑀−

являются повышающими, а 𝐼−, 𝑉−, 𝑈+, 𝑁−,𝑀+ — понижающими собственные значения оператора

𝐼3.

Операторы 𝑈+, 𝑉+, 𝑁+, 𝑀+, 𝑊− повышают, а 𝑈−, 𝑉−, 𝑁−, 𝑀−, 𝑊+ понижают собственные

значения оператора 𝑌 .

Операторы 𝐼+, 𝑉+, 𝑁+, 𝑀−, 𝑊− повышают, а 𝐼−, 𝑉−, 𝑁−, 𝑀+, 𝑊+ понижают собственные

значения оператора 𝑄.

Операторы 𝑁+, 𝑀+, 𝑊+ повышают, 𝑁−, 𝑀−, 𝑊− понижают, а 𝐼±, 𝑉±, 𝑈± оставляют неиз-

менными собственные значения оператора 𝐵.
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Таблица 2. Коммутаторы операторов (11), продолжение

PPPPPP⟨𝑎, ·⟩
⟨·, 𝑏⟩ 𝑉+ 𝑉− 𝑈+ 𝑈− 𝑁+ 𝑁− 𝑀+ 𝑀− 𝑊+ 𝑊−

𝐼+ 0 −𝑈− 𝑉+ 0 0 −𝑀− 𝑁+ 0 0 0

𝐼− 𝑈+ 0 0 −𝑉− 𝑀+ 0 0 −𝑁− 0 0

𝑉+ 0 (15) 0 𝐼+ 0 -𝑊− 0 0 𝑁+ 0

𝑉− (15) 0 −𝐼− 0 𝑊+ 0 0 0 0 −𝑁−

𝑈+ 0 𝐼− 0 (15) 0 0 0 −𝑊− 𝑀+ 0

𝑈− −𝐼+ 0 (15) 0 0 0 𝑊+ 0 0 −𝑀−

𝑁+ 0 −𝑊+ 0 0 0 (15) 0 𝐼+ 0 𝑉+

𝑁− 𝑊− 0 0 0 (15) 0 −𝐼− 0 −𝑉− 0

𝑀+ 0 0 0 −𝑊+ 0 𝐼− 0 (15) 0 𝑈+

𝑀− 0 0 𝑊− 0 −𝐼+ 0 (15) 0 −𝑈− 0

𝑊+ −𝑁+ 0 −𝑀+ 0 0 𝑉− 0 𝑈− 0 (15)

𝑊− 0 𝑁− 0 𝑀− −𝑉+ 0 −𝑈+ 0 (15) 0

Коммутаторы прочих операторов даны в таблице 2.

Используя коммутационные соотношения из таблиц 1 и 2, построим в качестве примера про-

стейшее конечномерное представление группы 𝑆𝑈(4). Состояния, входящие в представление, ха-

рактеризуются набором значений квантовых характеристик (𝐼3, 𝑌,𝑄,𝐵). Переходы между различ-

ными состояниями осуществляются при помощи действия повышающих и понижающих операто-

ров, задаваемых приведёнными соотношениями.

Введём четыре ортогональных вектора

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
0

1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
0

0

1

0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
0

0

0

1

⎞⎟⎟⎟⎠ (16)

в четрёхмерном пространстве, индуцируемом набором квантовых характеристик (𝐼3, 𝑌,𝑄,𝐵). Эти

векторы являются собственными векторами эрмитовых операторов 𝐼3, 𝑌 , 𝑄, 𝐵, задаваемых мат-

рицами вида (11) и имеющими следующие собственные значения, соответственно: 𝐼3: (
1
2 ,−

1
2 , 0, 0),

𝑌 : ( 13 ,
1
3 ,−

2
3 , 0), 𝑄: (

2
3 ,−

1
3 ,−

1
3 , 0), 𝐵: (

1
3 ,

1
3 ,

1
3 ,−1). Пусть задано состояние Ψ𝑢 = Ψ 1

2 ,
1
3 ,

2
3 ,

1
3
, опреде-

ляемое как вектор представления, удовлетворяющий следующим соотношениям:

𝐼3Ψ𝑢 =
1

2
Ψ𝑢 ,

𝑌Ψ𝑢 =
1

3
Ψ𝑢 ,

𝑄Ψ𝑢 =
2

3
Ψ𝑢 ,

𝐵Ψ𝑢 =
1

3
Ψ𝑢 .

(17)

Это состояние является собственным вектором для операторов 𝐼3, 𝑌 , 𝑄, 𝐵 и соответствует кварку

𝑢. Действуя на это состояние оператором 𝑉−, получим новое состояние Ψ𝑠 = Ψ0,− 2
3 ,−

1
3 ,

1
3
, соответ-
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ствующее кварку 𝑠:

𝐼3𝑉−Ψ 1
2 ,

1
3 ,

2
3 ,

1
3
= (𝑉−𝐼3 −

1

2
𝑉−)Ψ 1

2 ,
1
3 ,

2
3 ,

1
3
= 0 · 𝑉−Ψ 1

2 ,
1
3 ,

2
3 ,

1
3
,

𝑌 𝑉−Ψ 1
2 ,

1
3 ,

2
3 ,

1
3
= (𝑉−𝑌 − 𝑉−)Ψ 1

2 ,
1
3 ,

2
3 ,

1
3
= −2

3
𝑉−Ψ 1

2 ,
1
3 ,

2
3 ,

1
3
,

𝑄𝑉−Ψ 1
2 ,

1
3 ,

2
3 ,

1
3
= (𝑉−𝑄− 𝑉−)Ψ 1

2 ,
1
3 ,

2
3 ,

1
3
= −1

3
𝑉−Ψ 1

2 ,
1
3 ,

2
3 ,

1
3
,

𝐵𝑉−Ψ 1
2 ,

1
3 ,

2
3 ,

1
3
= 𝑉−𝐵Ψ 1

2 ,
1
3 ,

2
3 ,

1
3
=

1

3
𝑉−Ψ 1

2 ,
1
3 ,

2
3 ,

1
3
,

(18)

что можно кратко записать как

𝑉−Ψ𝑢 = Ψ𝑠 . (19)

Состояние с тем же набором характеристик, соответствующее кварку 𝑏, можно получить, действуя

на Ψ𝑢 последовательно операторами 𝑁−𝑊+:

𝑁−𝑊+Ψ𝑢 = Ψ𝑏 . (20)

В свою очередь, действуя на состояние Ψ𝑠 оператором 𝑈+ и используя коммутационные соотно-

шения таблицы 2, получаем состояние Ψ𝑑 = Ψ− 1
2 ,

1
3 ,−

1
3 ,

1
3
, соответствующее кварку 𝑑:

𝑈+Ψ𝑠 = Ψ𝑑 . (21)

Из состояния Ψ𝑑 под действием оператора 𝐼+ можно перейти в состояние Ψ𝑢, или под действием

оператора 𝑀− перейти в новое состояние Ψ𝑎 = Ψ0,0,0,−1, соответствующее антибариону с кванто-

выми характеристиками 𝐼3 = 0, 𝑌 = 0, 𝑄 = 0, 𝐵 = −1:

𝐼+Ψ𝑑 = Ψ𝑢 , 𝑀−Ψ𝑑 = Ψ𝑎 . (22)

Полученные четыре состояния Ψ𝑢, Ψ𝑠, Ψ𝑑, Ψ𝑎 задают пространство простейшего неприводимого

конечномерного представления группы 𝑆𝑈(4). В этом пространстве существует также состояние

Ψ𝑐 = Ψ0, 43 ,
2
3 ,

1
3
, соответствующее кварку 𝑐, в которое можно перейти из состояния Ψ𝑑 под действием

оператора 𝑉+ или из состояния Ψ𝑢 под действием оператора 𝑈+:

𝑉+Ψ𝑑 = Ψ𝑐 , 𝑈+Ψ𝑢 = Ψ𝑐 . (23)

Состояние с тем же набором характеристик (𝐼3, 𝑌,𝑄,𝐵), соответствующее кварку 𝑡, может быть

получено из Ψ𝑑 и Ψ𝑢 как

𝑁+𝑊−Ψ𝑑 = Ψ𝑡 , 𝑀+𝑊−Ψ𝑢 = Ψ𝑡 . (24)

Полученные результаты можно наглядно изобразить в виде двух диаграмм переходов между

различными состояниями (см. Рис.1, 2).

На диаграмме 1 изображено простейшее неприводимое нетривиальное представление группы

𝑆𝑈(4), содержащее четыре кварка в трёх состояниях и один антибарион, задаваемый собствен-

ным состоянием Ψ0,0,0,−1. На диаграмме 2 изображено нетривиальное представление, содержащее

шесть кварков в четырёх состояниях. При этом состояния Ψ 1
2 ,

1
3 ,

2
3 ,

1
3
и Ψ− 1

2 ,
1
3 ,−

1
3 ,

1
3
, соответствую-

щие кваркам 𝑢 и 𝑑, встречаются однократно, а состояния Ψ0,− 2
3 ,−

1
3 ,

1
3
и Ψ0, 43 ,

2
3 ,

1
3
, соответствующие

кваркам (𝑠, 𝑏) и (𝑐, 𝑡), соответственно, встречаются по два раза. Для того, чтобы различать кварки

𝑠, 𝑏 и 𝑐, 𝑡, необходимо наличие ещё одной квантовой характеристики. В рамках группы 𝑆𝑈(4)

такой характеристики не существует. Остаётся также открытым вопрос об общем количестве до-

пустимых кварков, существующих в физическом пространстве. Ниже будут даны ответы на эти

вопросы.
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Рис. 1. Диаграмма 1.

Рис. 2. Диаграмма 2.

5. Представление метрики пространства E3,3 с помощью гиперболических комплекс-
ных чисел.

Определим алгебру гиперболических комплексных чисел H как 2-мерный 𝑅-модуль с парой

образующих {1, 𝑗} и таблицей умножения

1 j

1 1 j

j j 1

(25)

Элементы ℎ ∈ H будем записывать в виде ℎ = 1𝑥+ 𝑗𝑡, где 𝑥, 𝑡 ∈ R, а 𝑗 — мнимая единица в H.

Вещественное число ℜℎ = 𝑥 называется вещественной частью гиперболического комплексного чис-

ла ℎ, а вещественное число ℑℎ = 𝑡 называется мнимой частью числа ℎ. В алгебре H определена ин-

волютивная операция комплексного сопряжения: ℎ = 𝑥+𝑗𝑡→ ℎ = 𝑥−𝑗𝑡. Алгебра гиперболических
комплексных чисел индуцирует на плоскости двумерную псевдоевклидову геометрию с метрикой

𝜂𝑖𝑗 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
. Рассмотрим 𝑛-мерное пространство гиперболических комплексных чисел H𝑛. В

нём введём скалярное произведение векторов ⟨·, ·⟩. Если ℎ⃗ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑛), �⃗� = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) ∈ H𝑛, то
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скалярное произведение задаётся билинейной формой

⟨⃗ℎ, �⃗�⟩ = ℎ1𝑔1 + · · ·+ ℎ𝑛𝑔𝑛 . (26)

Билинейная форма (26) не является положительно определённой. В случае пространства H3 имеем

⟨⃗ℎ, ℎ⃗⟩ = ℎ1ℎ
1
+ ℎ2ℎ

2
+ ℎ3ℎ

3
. (27)

Принимая во внимание, что ℎ𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑗𝑡𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, получаем

⟨⃗ℎ, ℎ⃗⟩ = (𝑥1)2 + (𝑥2)2 + (𝑥3)2 − (𝑡1)2 − (𝑡2)2 − (𝑡3)2 , (28)

т.е. скалярное произведение гиперболических комплексных чисел из H3 задаёт квадратичную били-

нейную форму (псевдоевклидову метрику) в пространстве E3,3. Перейдём теперь к рассмотрению

некоторых групп симметрий квадратичной билинейной формы (27).

6. Гиперболические группы унитарной симметрии и их представления.

Метрика шестимерного псевдоевклидова пространства E3,3 инвариантна относительно ряда

скрытых групп симметрий, возникающих в результате представления псевдоевклидовой метрики с

помощью гиперболических комплексных чисел в гиперболическом пространстве H3, согласно (27).

Рассмотрим унитарную гиперболическую группу 𝑈(1,H3), действующую в пространстве H3. Это

трёхпараметрическая группа 𝐻-унитарных матриц вида

𝑈 =

⎛⎜⎝ 𝑒𝑗𝜙1 0 0

0 𝑒𝑗𝜙2 0

0 0 𝑒𝑗𝜙3

⎞⎟⎠ , (29)

оставляющих инвариантной билинейную форму (27). Эрмитово сопряжённая матрица

𝑈 =

⎛⎜⎝ 𝑒−𝑗𝜙1 0 0

0 𝑒−𝑗𝜙2 0

0 0 𝑒−𝑗𝜙3

⎞⎟⎠ (30)

является обратной к 𝑈 и 𝑈𝑈+ = 1. Алгебра Ли этой группы коммутативна, её базис задается

тремя элементами

𝑒1 =

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ , 𝑒2 =

⎛⎜⎝ 0 0 0

0 1 0

0 0 0

⎞⎟⎠ , 𝑒3 =

⎛⎜⎝ 0 0 0

0 0 0

0 0 1

⎞⎟⎠ . (31)

Тождественное представление (29) группы 𝑈(1,H3) приводимо и разлагается на прямую сум-

му неприводимых представлений этой группы, действующих в инвариантных одномерных подпро-

странствах H:

𝑈(1,H3) = 𝑈(1,H)⊕ 𝑈(1,H)⊕ 𝑈(1,H) . (32)

Генераторы этой группы индуцируют три закона сохранения. Забегая немного вперёд, отметим,

что эти законы сохранения связаны с тремя цветовыми квантовыми характеристиками кварков.

Сами же унитарные преобразования из группы 𝑈(1,H) в пространстве H соответствуют преобра-

зованиям Лоренца в псевдоевклидовом подпространстве E3,3.

Рассмотрим теперь гиперболическую группу унитарных матриц 𝑆𝑈(2,H), действующую в

трёхмерном гиперболическом пространстве H3. Группа 𝑆𝑈(2,H) — группа гиперболических уни-

тарных унимодулярных матриц 𝑈 размерности 2 ⊕ 2, удовлетворяющих условиям 𝑈+𝑈 = 1,

|det𝑈 | = 1. Такая матрица может быть представлена в виде 𝑈 = 𝑒𝑗𝜎𝑘𝑎𝑘 , 𝑈+ = 𝑒−𝑗𝜎𝑘𝑎𝑘 , где

𝜎𝑘 — эрмитовы бесследовые матрицы, имеющие вид

𝜎1 =

(︃
0 1

1 0

)︃
, 𝜎2 =

(︃
0 −𝑗
𝑗 0

)︃
, 𝜎3 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
, (33)



Структура пространства-времени в микромире и свойства элементарных частиц 49

𝑎𝑘 — произвольные вещественные числа.

Матрицы (33) образуют трёхмерный базис в алгебре Ли группы 𝑆𝑈(2,H) и отличаются от

матриц Паули лишь заменой мнимой единицы 𝑖 на гиперболическую мнимую единицу 𝑗. Базисные

элементы (33) алгебры Ли удовлетворяют следующим коммутационным соотношениям:

[𝜎𝑘, 𝜎𝑙] = 2𝑗𝜅𝑘𝑙𝑚𝜎𝑚 , (34)

где 𝜅𝑘𝑙𝑚 — тензор третьего ранга, принимающий значения 𝜅123 = 1, 𝜅132 = 1, 𝜅231 = 1, 𝜅312 = −1,
𝜅213 = −1, 𝜅321 = −1.

Структурные константы алгебры Ли группы 𝑆𝑈(2,H) совпадают со структурными констан-

тами алгебры Ли группы 𝑆𝑈(2) с точностью до знака.

Выберем из компонент шестимерного вектора �⃗� = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) ∈ E3,3 три компонен-

ты, таким образом, чтобы все три не были одного вида, то есть исключены тройки (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) и

(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3). Всего таких троек может быть восемнадцать. Каждой из них можно подобрать среди

оставшихся сопряжённую тройку координат таким образом, чтобы в этих двух тройках не было

бы общих элементов. Например, если взять тройку (𝑥1, 𝑥3, 𝑡2), то сопряжённой ей будет (𝑥2, 𝑡1, 𝑡3).

Итак, имеется девять сопряжённых между собой пар троек.

Каждой тройке вида (𝑥𝑘, 𝑥𝑙, 𝑡𝑚), содержащей две пространственные координаты, сопоставим

матрицу

𝑌 =

(︃
𝑥𝑘 𝑥𝑙 − 𝑗𝑡𝑚

𝑥𝑙 + 𝑗𝑡𝑚 −𝑥𝑘

)︃
, (35)

а сопряжённой тройке (𝑥𝑛, 𝑡𝑝, 𝑡𝑞), 𝑛, 𝑝, 𝑞 = 1, 2, 3, причём 𝑛 ̸= 𝑘, 𝑙, 𝑚 ̸= 𝑝, 𝑞, сопоставим матрицу

𝑌 𝐶 =

(︃
𝑡𝑝 𝑡𝑞 − 𝑗𝑥𝑛

𝑡𝑞 + 𝑗𝑥𝑛 −𝑡𝑝

)︃
. (36)

Тогда имеет место следующее соотношение:

det𝑌 𝐶 − det𝑌 = (𝑥1)2 + (𝑥2)2 + (𝑥3)2 − (𝑡1)2 − (𝑡2)2 − (𝑡3)2 . (37)

Для любых гиперболических унитарных матриц 𝑈1, 𝑈2 ∈ 𝑆𝑈(2,H) независимые унитарные преоб-

разования

𝑌 ′ = 𝑈+
1 𝑌 𝑈1 , 𝑌 𝐶′ = 𝑈+

2 𝑌
𝐶𝑈2 (38)

оставляют инвариантной билинейную квадратичную форму в правой части соотношения (37) в

силу равенства

det𝑌 𝐶′ − det𝑌 ′ = det𝑌 𝐶 − det𝑌 . (39)

Итак, унитарные преобразования над парой сопряжённых матриц 𝑌 и 𝑌 𝐶 из группы 𝑆𝑈(2,H)

соответствуют псевдоортогональным преобразованиям в пространстве E3,3, оставляющим инвари-

антной псевдоевклидову метрику.

Существует всего девять групп такого вида, причём каждое представление таких групп разла-

гается в прямую сумму двух неприводимых сопряжённых представлений, действующих в трёхмер-

ных подпространствах шестимерного пространства-времени. Этим восемнадцати представлениям

гиперболических унитарных групп симметрий должны соответствовать восемнадцать законов со-

хранения. Забегая вперед, отметим, что сохраняющиеся квантовые характеристики можно интер-

претировать как ароматы кварков. То, что восемнадцать представлений девяти групп разбиваются

на пары неприводимых сопряжённых представлений, означает, что ароматы кварков появляются

парами (𝑢, 𝑑), (𝑠, 𝑐), (𝑏, 𝑡) и т.д.

Отметим, что полученный результат опирается на предположение о том, что временное под-

пространство изотропно, т.е. не существует выделенного направления течения времени. Однако,

если это не так, и существует выделенная временная ось, например, 𝑡1, то сферическая симметрия
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во временном подпространстве нарушается, и сохраняется лишь осевая симметрия. Тогда суще-

ствуют всего три пары сопряженных троек

(𝑡1, 𝑥1, 𝑥2) ↔ (𝑡2, 𝑡3, 𝑥3) ;

(𝑡1, 𝑥1, 𝑥3) ↔ (𝑡2, 𝑡3, 𝑥2) ;

(𝑡1, 𝑥2, 𝑥3) ↔ (𝑡2, 𝑡3, 𝑥1) .

(40)

Каждой паре троек соответствует пара сопряжённых матриц вида (35) и (36), индуцирующих

шесть законов сохранения ароматов кварков.

Введём оператор

𝐹 = −𝜎3 =

(︃
−1 0

0 1

)︃
(41)

и рассмотрим представление группы 𝑆𝑈(2,H) в шестимерном пространстве. Операторы 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3

(33) и 𝐹 в шестимерном пространстве принимают вид

𝜎1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0
0 1

1 0

0
0 1

1 0
0

0 1

1 0
0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝜎2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0
0 −𝑗

𝑗 0

0
0 −𝑗

𝑗 0
0

0 −𝑗

𝑗 0
0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝜎3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0

0 −1
0 0

0
1 0

0 −1
0

0 0
1 0

0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0

0 1
0 0

0
−1 0

0 1
0

0 0
−1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

(42)

Шесть ортонормированных векторов (1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1) описывают шесть

ароматов кварков, которые будем обозначать, соответственно, как 𝑑, 𝑢, 𝑠, 𝑐, 𝑏, 𝑡. Представле-

ние эрмитова оператора 𝐹 в шестимерном постранстве задаёт оператор ароматов шести кварков.

Шесть введённых ортонормированных векторов задают собственные векторы оператора 𝐹 . Соб-

ственные значения оператора 𝐹 определяются числами ±1, причём ароматам 𝑢, 𝑐, 𝑡 соответствует

собственное значение +1, а ароматам 𝑑, 𝑠, 𝑏 соответствует собственное значение −1. Если через

𝜆𝛼 обозначить собственное значение аромата 𝛼, где 𝛼 совпадают с одним из ароматов 𝑑, 𝑢, 𝑠, 𝑐, 𝑏,

𝑡, то между собственными значениями оператора ароматов 𝐹 , барионными зарядами кварков 𝐵 и

электрическими зарядами кварков 𝑄𝛼 существует простая зависимость

𝑄𝛼 =
𝐵 + 𝜆𝛼

2
. (43)

Учитывая, что между изоспиновыми проекциями 𝐼3 кварков 𝑑 и 𝑢 и собственными значениями

ароматов кварков 𝜆𝑑 и 𝜆𝑢 формально существует связь

𝐼3(𝑑) =
𝜆𝑑
2
, 𝐼3(𝑢) =

𝜆𝑢
2
, (44)

формулу (43) можно представить в виде

𝑄𝛼 =

⎧⎨⎩𝐼3(𝛼) + 𝐵
2 , если 𝛼 совпадает с 𝑑 или 𝑢

𝐼3(𝛼) +
𝐵+𝜆𝛼

2 , если 𝛼 совпадает с 𝑠, 𝑐, 𝑏, 𝑡
(45)

Из сравнения формул (45) и (13) следует, что между барионными зарядами, ароматами и гипер-

зарядами кварков существует простая связь:
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𝑌𝛼 = 𝐵 + 𝜆𝛼, если 𝛼 совпадает с одним из ароматов 𝑠, 𝑐, 𝑏, 𝑡,

𝑌𝛼 = 𝐵, если 𝛼 совпадает с ароматом 𝑑 или 𝑢.

Подводя итог всему сказанному выше, приведём окончательную таблицу квантовых характе-

ристик шести кварков, которые являются основой для построения всех известных адронов.

Таблица 3. Таблица характеристик кварков

❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵Характеристика

Кварк
d u s c b t

Электрический заряд 𝑄 − 1
3

2
3 − 1

3
2
3 − 1

3
2
3

Гиперзаряд 𝑌 1
3

1
3 − 2

3
4
3 − 2

3
4
3

Барионный заряд 𝐵 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

Спин 𝐽 1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

Изоспин 𝐼 1
2

1
2 0 0 0 0

Проекция изоспина 𝐼3 − 1
2

1
2 0 0 0 0

Аромат 𝑑 (нижний) -1 0 0 0 0 0

Аромат 𝑢 (верхний) 0 1 0 0 0 0

Аромат 𝑠 (странность) 0 0 -1 0 0 0

Аромат 𝑐 (очарование) 0 0 0 1 0 0

Аромат 𝑏 (красота) 0 0 0 0 -1 0

Аромат 𝑡 (истина) 0 0 0 0 0 1

Заключение

В работе делается предположение, что реальное физическое пространство в микромире пред-

ставляет собой шестимерное псевдоевклидово пространство E3,3, при этом мировое время течёт

вдоль выделенной оси в трёхмерном временном подпространстве. Установлена связь между со-

храняющимися квантовыми характеристиками элементарных частиц и внутренними (скрытыми)

симметриями шестимерного пространства. На малых временных интервалах (характерных для

сильных взаимодействий) пространство является сферически симметричным, в этом случае про-

является общая группа скрытых внутренних симметрий 𝑆𝑈(4), которая индуцирует, в частности,

законы сохранения электрического и барионного зарядов, гиперзаряда, спина и изоспина. На вре-

менных интервалах, характерных для слабых взаимодействий, наличие выделенной временной

оси приводит к переходу сферической симметрии в осевую, что в свою очередь приводит к на-

рушению некоторых законов сохранения. Законы сохранения квантовых характеристик кварков,

таких как цвет и аромат, генерируются гиперболическими группами унитарной симметрии 𝑈(1,H)

и 𝑆𝑈(2,H), представляющими собой группы симметрий пространства E3,3 и непосредственно свя-

занными с группой Лоренца.
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