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Введение

Покоящаяся заряженная частица в искривленном пространстве-времени порождает поле, ко-

торое из-за кривизны пространства-времени и нелокальной структуры безмассового поля воздей-

ствует на саму частицу. Такая сила называется силой самодействия [1]. Аналогичная ситуация

имеет место и в случае гравитационного заряда [2–4]. Электромагнитные и гравитационные силы

самодействия важны при описании движения двух тел с экстремальным соотношением масс этих

тел и при исследовании излучаемых ими гравитационных волн [5, 6]. В искривленных простран-

ствах интенсивные исследования эффекта самодействия покоящегося заряда проводились на фоне

черных дыр, пространств топологических дефектов и кротовых нор.

В случаях статического заряда в пространстве Шварцшильда электростатический потенциал

и электромагнитная сила самодействия известны в явном виде [7–10]. В черной дыре Рейснера-

Нордстрёма электростатический потенциал был получен в [11,12], а в пространстве-времени Кер-

ра в работах [13, 14]. Сила самодействия покоящегося скалярного заряда в черной дыре Керра-

Ньюмана была расмотрена в [15].

*Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 19-02-00496.
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Для понимания эффекта самодействия интересны работы в пространствах топологических

дефектов (например, бесконечно длинная прямая космическая струна, глобальный монополь), по-

скольку этот эффект чувствителен не только к искривлённости пространства-времени, но и к его

топологической структуре [16–19].

Пространства кротовых нор также интересны при изучении эффекта самодействия, посколь-

ку имеют и нетривиальную топологическую структуру и кривизну. Для статического скалярного и

электромагнитного заряда эффект самодействия в пространстве-времени кротовых нор с различ-

ными формами горловины был рассмотрен в работах [20–22]. Интересно отметить, что в длинной

горловине эффект самодействия является локальным даже для безмассового скалярного поля

неминимально связанного с кривизной пространства-времени [23].

Целью настоящей статьи является анализ эффекта самодействия заряда в пространстве-

времени кротовой норы с бесконечно короткой горловиной. Предполагается, что заряд является ис-

точником электромагнитного поля, неминимально связанного с кривизной пространства-времени.

Статья организована следующим образом. В разделе II мы получаем неперенормированное выра-

жение для потенциала самодействия статического электромагнитного заряда на рассматриваемом

гравитационном фоне. В разделе III описывается процедура перенормировки потенциала самодей-

ствия и результат.

В этой работе мы используем следующие определения тензора кривизны 𝑅𝐷𝐴𝐵𝐶 = 𝜕𝐶Γ
𝐷
𝐴𝐵 −

𝜕𝐵Γ
𝐷
𝐴𝐶 + Γ𝐷𝐸𝐶Γ

𝐸
𝐵𝐴 − Γ𝐷𝐸𝐵Γ

𝐸
𝐴𝐶 и тензора Римана 𝑅𝑀𝑁 = 𝑅𝐹𝑀𝐹𝑁 . Система единиц выбрана так, что

𝑐 = 𝐺 = 1.

1. Сила самодействия

Рассмотрим статическую сферически симметричную кротовую нору

𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑑𝑟2 + 𝐿(𝑟)2
(︀
𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2

)︀
, (1)

где −∞ < 𝑟 <∞, 𝜃 ∈ [0, 𝜋], 𝜙 ∈ [0, 2𝜋).

Простейшей моделью кротовой норы является модель с бесконечно короткой горловиной

𝐿(𝑟) = (|𝑟|+ 𝑎), 𝑎 > 0, (2)

которую мы и будем рассматривать в дальнейшем. Такая модель представляет собой два

пространства-времени Минковского, в каждом из которых вырезан шар радиуса 𝑎, и склеенных

по поверхности этих шаров. Как известно, такая модель хорошо работает при описании эффектов

на больших (по сравнению с длиной и радиусом горловины) расстояниях от горловины кротовой

норы.

Уравнения поля, создаваемого электромагнитным зарядом, может быть получено варьирова-

нием по потенциалу электромагнитного поля соответствующего действия. Мы рассмотрим теорию

гравитации Эйнштейна с линейной по кривизне связью между электромагнитным и гравитацион-

ным полями, для которой действие имеет вид [24]

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥
√
−𝑔ℒ =

1

16𝜋

∫︁
𝑑4𝑥
√
−𝑔

(︀
𝑅− 𝐹𝑚𝑛𝐹𝑚𝑛 + 𝜒𝑖𝑘𝑚𝑛𝐹𝑖𝑘𝐹𝑚𝑛

)︀
, (3)

где 𝑔 - детерминант метрического тензора 𝑔𝑖𝑘, 𝑅-скалярная кривизна пространства-времени, ве-

личина

𝜒𝑖𝑘𝑚𝑛 ≡ 𝑞1𝑅

2
(𝑔𝑖𝑚𝑔𝑘𝑛−𝑔𝑖𝑛𝑔𝑘𝑚)+

𝑞2
2
(𝑅𝑖𝑚𝑔𝑘𝑛−𝑅𝑖𝑛𝑔𝑘𝑚+𝑅𝑘𝑛𝑔𝑖𝑚−𝑅𝑘𝑚𝑔𝑖𝑛)+𝑞3𝑅𝑖𝑘𝑚𝑛 (4)

называется тензором восприимчивости,

𝐹𝑖𝑘 = ∇𝑖𝐴𝑘 −∇𝑘𝐴𝑖 =
𝜕𝐴𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 𝜕𝐴𝑖
𝜕𝑥𝑘

, (5)
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есть тензор электромагнитного поля, 𝑅𝑖𝑛 - тензор Риччи, 𝑅𝑖𝑘𝑚𝑛 - тензор кривизны и 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3

произвольные параметры теории.

Вариация по потенциалу 𝐴𝑘 действия (3) приводит к уравнениям электромагнитного поля

∇𝑘𝐻𝑖𝑘 = 0 , (6)

где 𝐻𝑖𝑘 - тензор индукции, определяемый выражением

𝐻𝑖𝑘 ≡ 𝐹 𝑖𝑘 − 𝜒𝑖𝑘𝑚𝑛𝐹𝑚𝑛 . (7)

Если поле 𝐴𝑖(𝑥
𝑘) создаётся зарядом 𝑒, то уравнения (6) преобразуются к виду

∇𝑘𝐻𝑖𝑘 = −4𝜋𝑗𝑖 = −4𝜋𝑒
∫︁
𝑢𝑖(𝜏)𝛿

(4)(𝑥𝑘, 𝑥̃𝑘(𝜏))
𝑑𝜏√
−𝑔

, (8)

где 𝑢𝑖 - 4-скорость заряда и 𝜏 - его собственное время. Мировая линия заряда задается функ-

циями 𝑥̃𝑘(𝜏). Для заряда в состоянии покоя 4-скорость заряда имеет координаты 𝑢𝑖(1, 0, 0, 0), а

векторный потенциал 𝐴𝑖 не зависит от времени, что позволяет использовать следующий анзац:

𝐴𝑖 = (𝐴𝑡, 0, 0, 0). Калибровка Лоренца в этом случае тождественно выполняется и система урав-

нений (8) сводится к одному уравнению на 𝐴𝑡:[︂
−1 + 8 𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)
𝑞1 +

4 𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)
𝑞2

]︂
𝑑2𝐴𝑡
𝑑𝑟2

+

[︂
− 2 sgn(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)
+

(︂
8 𝛿′(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)

+
16 sgn(𝑟)𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)2

)︂
𝑞1 +

(︂
4 𝛿′(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)
+

4 sgn(𝑟)𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)2

)︂
𝑞2

]︂
𝑑𝐴𝑡
𝑑𝑟

+

[︂
− 1

(|𝑟|+ 𝑎)2

+
8𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)3
𝑞1 +

2𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)3
𝑞2

]︂
𝑑2𝐴𝑡
𝑑𝜃2

+
cos(𝜃)

sin(𝜃)

[︂
− 1

(|𝑟|+ 𝑎)2
+

8𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)3
𝑞1

+
2𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)3
𝑞2

]︂
𝑑𝐴𝑡
𝑑𝜃

+
1

sin2(𝜃)

[︂
− 1

(|𝑟|+ 𝑎)2
+

8𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)3
𝑞1

+
2𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)3
𝑞2

]︂
𝑑2𝐴𝑡
𝑑𝜙2

= −4𝜋𝑒𝛿3(𝑟, 𝜃, 𝜙; 𝑟, 𝜃, 𝜙)

(|𝑟|+ 𝑎)2 sin(𝜃)
, (9)

где штрихом обозначена производная по 𝑟. Поскольку рассматриваемая задача сферически сим-

метрична, потенциал удобно разложить по угловым гармоникам

𝐴𝑡(𝑥, 𝑥̃) = −4𝜋𝑒
∑︁
𝑙,𝑚

𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜙)𝑌 *
𝑙𝑚(𝜃, 𝜙)𝑔𝑙(𝑟, 𝑟) = −𝑒

∞∑︁
𝑙=0

(2𝑙 + 1)𝑃𝑙(cos 𝛾)𝑔𝑙(𝑟, 𝑟), (10)

где 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜙) сферические функции, 𝑃𝑙 – многочлен Лежандра, cos 𝛾 ≡ cos 𝜃 cos 𝜃+sin 𝜃 sin 𝜃 cos(𝜙−
𝜙). В силу свойств сферических функций, радиальная часть, 𝑔𝑙(𝑟; 𝑟), удовлетворяет уравнению[︂

−1 + 8 𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)
𝑞1 +

4 𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)
𝑞2

]︂
𝑑2𝑔𝑙(𝑟, 𝑟)

𝑑𝑟2
+

[︂
− 2 sgn(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)
+

(︂
8 𝛿′(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)

+
16 sgn(𝑟)𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)2

)︂
𝑞1 +

(︂
4 𝛿′(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)
+

4 sgn(𝑟)𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)2

)︂
𝑞2

]︂
𝑑𝑔𝑙(𝑟, 𝑟)

𝑑𝑟

−𝑙(𝑙 + 1)

[︂
− 1

(|𝑟|+ 𝑎)2
+

8𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)3
𝑞1 +

2𝛿(𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)3
𝑞2

]︂
𝑔𝑙(𝑟, 𝑟)

=
𝛿(𝑟; 𝑟)

(|𝑟|+ 𝑎)2
(11)

Решение этого уравнения представим в следующем виде

𝑔𝑙(𝑟; 𝑟) = 𝜃(𝑟 − 𝑟)𝑝𝑛𝑙(𝑟)𝑞𝑛𝑙(𝑟) + 𝜃(𝑟 − 𝑟)𝑝𝑛𝑙(𝑟)𝑞𝑛𝑙(𝑟), (12)
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где моды 𝑝𝑛𝑙(𝑟) и 𝑞𝑛𝑙(𝑟) удовлетворяют соответствующим однородным уравнениям

𝑑

𝑑𝑟

{︃[︁
−𝐿2 + 𝑞1

(︁
−2 + 2𝐿′2 + 4𝐿𝐿′′

)︁
+ 2𝑞2𝐿𝐿

′′
]︁{︃ 𝑝′𝑛𝑙(𝑟)

𝑞′𝑛𝑙(𝑟)

}︃}︃

−𝑙(𝑙 + 1)

[︂
−1 + 4𝐿′′

𝐿
𝑞1 +

𝐿′′

𝐿
𝑞2

]︂{︃
𝑝𝑛𝑙(𝑟)

𝑞𝑛𝑙(𝑟)

}︃
= 0. (13)

𝑝𝑛𝑙(𝑟) выбирается как решение, стремящееся к нулю при 𝑟 → +∞ и расходящееся при 𝑟 → −∞, а

𝑞𝑛𝑙(𝑟) выбирается как решение, стремящееся к нулю при 𝑟 → −∞ и расходящееся при 𝑟 → +∞, то

есть

lim
𝑟→+∞

𝑝𝑛𝑙(𝑟) = 0, lim
𝑟→+∞

𝑞𝑛𝑙(𝑟) =∞,

lim
𝑟→−∞

𝑝𝑛𝑙(𝑟) = ∞, lim
𝑟→−∞

𝑞𝑛𝑙(𝑟) = 0. (14)

Нормализации 𝑔𝑙(𝑟; 𝑟) достигается путём интегрирования (11) по 𝑟 от 𝑟− 𝜀 до 𝑟+ 𝜀 при 𝜀→ 0. Это

приводит к условию на Вронскиан[︂
𝑝𝑛𝑙

𝑑𝑞𝑛𝑙
𝑑𝑟
− 𝑞𝑛𝑙

𝑑𝑝𝑛𝑙
𝑑𝑟

]︂
=

1

(|𝑟|+ 𝑎)2
. (15)

Обозначим область 𝑟 > 0 как 𝒟+, а область 𝑟 < 0 как 𝒟−. В плоских областях 𝒟+ и 𝒟−, где

𝐿(𝑟) = ±𝑟 + 𝑎, 𝐿′(𝑟) = ±1, 𝑅(𝑟) = 0, уравнение(13) принимает вид{︂
𝑑2

𝑑𝑟2
+

2

𝑟 ± 𝑎
𝑑

𝑑𝑟
− 𝑙(𝑙 + 1)

(𝑟 ± 𝑎)2

}︂{︃
𝑝𝑛𝑙

𝑞𝑛𝑙

}︃
= 0. (16)

Независимые решения этих уравнений легко получить

𝜑±1 (𝑟) = (𝑎± 𝑟)𝑙, 𝜑±2 (𝑟) = (𝑎± 𝑟)−𝑙−1, для 𝑙 ≥ 0. (17)

Асимптотики этих решений при 𝑙 > 0 обладают следующими свойствами

𝜑+1 |𝑟→+∞ →∞, 𝜑−1 |𝑟→−∞ →∞,
𝜑+2 |𝑟→+∞ → 0, 𝜑−2 |𝑟→−∞ → 0. (18)

Общие решения уравнений (16) являются линейными комбинациями независимых решений (17)

𝑝𝑛𝑙(𝑟) =

{︃
𝛼+
1 𝜑

+
1 + 𝛽+

1 𝜑
+
2 , 𝑟 > 0

𝛼−
1 𝜑

−
1 + 𝛽−

1 𝜑
−
2 , 𝑟 < 0

,

𝑞𝑛𝑙(𝑟) =

{︃
𝛼+
2 𝜑

+
1 + 𝛽+

2 𝜑
+
2 , 𝑟 > 0

𝛼−
2 𝜑

−
1 + 𝛽−

2 𝜑
−
2 , 𝑟 < 0

, (19)

где 𝛼±
1,2 и 𝛽

±
1,2 константы. Подставляя выражения (19) в (14) и учитывая (17), получим

𝛼+
1 = 0, 𝛼−

2 = 0. (20)

Тогда решения (19) сводятся к следующему виду

𝑝𝑛𝑙(𝑟) =

{︃
𝛽+
1 𝜑

+
2 , 𝑟 > 0

𝛼−
1 𝜑

−
1 + 𝛽−

1 𝜑
−
2 , 𝑟 < 0

,

𝑞𝑛𝑙(𝑟) =

{︃
𝛼+
2 𝜑

+
1 + 𝛽+

2 𝜑
+
2 , 𝑟 > 0

𝛽−
2 𝜑

−
2 , 𝑟 < 0

, (21)
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Подставляя эти выражения в (15), получим

1

(|𝑟|+ 𝑎)2
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛼+
2 𝛽

+
1

(︂
𝜑+2

𝑑𝜑+1
𝑑𝑟
− 𝜑+1

𝑑𝜑+2
𝑑𝑟

)︂
, 𝑟 > 0;

𝛼−
1 𝛽

−
2

(︂
𝜑−1

𝑑𝜑−2
𝑑𝑟
− 𝜑−2

𝑑𝜑−1
𝑑𝑟

)︂
, 𝑟 < 0.

(22)

С учётом (17) эти выражения можно переписать в виде

1

(|𝑟|+ 𝑎)2
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛼+
2 𝛽

+
1

(︂
2𝑙 + 1
(𝑟 + 𝑎)2

)︂
, 𝑟 > 0;

𝛼−
1 𝛽

−
2

(︂
2𝑙 + 1
(𝑎− 𝑟)2

)︂
, 𝑟 < 0.

(23)

Таким образом, мы получили следующие ограничения на 𝛼±
1,2 и 𝛽

±
1,2

𝛼+
2 𝛽

+
1 = 𝛼−

1 𝛽
−
2 =

1

2 𝑙 + 1
(24)

Чтобы найти решение во всем пространстве-времени, мы должны сшить решения 𝑝𝑛𝑙 и 𝑞𝑛𝑙 и их

производные по 𝑟 на горловине кротовой норы 𝑟 = 0. Первое условие даёт

𝑝𝑛𝑙(−0) = 𝑝𝑛𝑙(+0), 𝑞𝑛𝑙(−0) = 𝑞𝑛𝑙(+0). (25)

Это означает

(𝛼−
1 𝜑

−
1 + 𝛽−

1 𝜑
−
2 )
⃒⃒
𝑟=−0

= 𝛽+
1 𝜑

+
2

⃒⃒
𝑟=0

,

(𝛼+
2 𝜑

+
1 + 𝛽+

2 𝜑
+
2 )
⃒⃒
𝑟=0

= 𝛽−
2 𝜑

−
2

⃒⃒
𝑟=−0

, (26)

или

𝛼−
1 𝑎

𝑙 + 𝛽−
1

1

𝑎𝑙+1
= 𝛽+

1

1

𝑎𝑙+1
,

𝛼+
2 𝑎

𝑙 + 𝛽+
2

1

𝑎𝑙+1
= 𝛽−

2

1

𝑎𝑙+1
. (27)

Наличие 𝛿-образного источника на горловине приводит к разрыву первых производных 𝑝𝑛𝑙 и 𝑞𝑛𝑙

на величину, которую можно определить, интегрируя уравнение (13) в интервале (−𝜖, 𝜖), а затем,
переходя к переделу 𝜖→ 0. Это даёт

𝑑𝑝𝑛𝑙
𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=−0

=
𝑑𝑝𝑛𝑙
𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=+0

+
2

𝑎3
𝑙(𝑙 + 1)(4𝑞1 + 𝑞2)𝑝𝑛𝑙(+0),

𝑑𝑞𝑛𝑙
𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=−0

=
𝑑𝑞𝑛𝑙
𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=+0

+
2

𝑎3
𝑙(𝑙 + 1)(4𝑞1 + 𝑞2)𝑞𝑛𝑙(+0). (28)

Используя (21) получим

𝑑𝑝𝑛𝑙
𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=−0

= −𝛼−
1 𝑙𝑎

𝑙−1 + 𝛽−
1 (𝑙 + 1)𝑎−𝑙−2,

𝑑𝑝𝑛𝑙
𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=+0

= −𝛽+
1 (𝑙 + 1)𝑎−𝑙−2,

𝑑𝑞𝑛𝑙
𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=−0

= 𝛽−
2 (𝑙 + 1)𝑎−𝑙−2,

𝑑𝑞𝑛𝑙
𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=+0

= 𝛼+
2 𝑙𝑎

𝑙−1 − 𝛽+
2 (𝑙 + 1)𝑎−𝑙−2. (29)

и, наконец, вставляя эти соотношения в (28), получим

𝛽−
1 + 𝛽+

2 −
𝑙

𝑙 + 1
𝛼−
1 𝑎

2𝑙+1 = 2𝑙(4𝑞1 + 𝑞2)𝛽
+
1 𝑎

−2,

(𝛽−
2 + 𝛽+

2 )𝑎−𝑙+1 − 𝛼+
2

𝑙

𝑙 + 1
𝑎𝑙+2 = 2𝑙(4𝑞1 + 𝑞2)𝛼

+
2 𝑎

𝑙 + 2𝑙(4𝑞1 + 𝑞2)𝛽
+
2 𝑎

−𝑙−1 (30)
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Находя 𝛼−
1 , 𝛼

+
2 , 𝛽

−
1 , 𝛽

−
2 from (27, 30) и подставляя их в первое из выражений (24), получаем

𝛽+
1 𝛽

+
2 = −

𝑎2𝑙+1
(︁
𝑎2 − 2𝑙(𝑙 + 1)(4𝑞1 + 𝑞2)

)︁
2(2𝑙 + 1)(𝑙 + 1)

(︁
𝑎2 − 𝑙(4𝑞1 + 𝑞2)

)︁ (31)

Если 𝑟 > 𝑟 > 0, тогда из (12, 21, 17, 24, 31) получаем 𝑔𝑙(𝑟, 𝑟) в следующем виде

𝑔𝑙(𝑟, 𝑟) = 𝛼+
2 𝛽

+
1 𝜑+2 (𝑟)𝜑

+
1 (𝑟) + 𝛽+

1 𝛽
+
2 𝜑+2 (𝑟)𝜑

+
2 (𝑟) =

1

2𝑙 + 1
(𝑎+ 𝑟)−𝑙−1(𝑎+ 𝑟)𝑙

−
𝑎2𝑙+1

(︁
𝑎2 − 2𝑙(𝑙 + 1)(4𝑞1 + 𝑞2)

)︁
2(2𝑙 + 1)(𝑙 + 1)

(︁
𝑎2 − 𝑙(4𝑞1 + 𝑞2)

)︁ (𝑎+ 𝑟)−𝑙−1(𝑎+ 𝑟)−𝑙−1 (32)

Тогда, потенциал (10) можно записать в виде

𝐴𝑡(𝑥, 𝑥̃) = −𝑒
∞∑︁
𝑙=0

(2𝑙 + 1)𝑃𝑙(cos 𝛾)𝑔𝑙(𝑟, 𝑟) = −
𝑒

𝑎+ 𝑟

∞∑︁
𝑙=0

(︁𝑎+ 𝑟

𝑎+ 𝑟

)︁𝑙
𝑃𝑙(cos 𝛾)

+
𝑒

2

∞∑︁
𝑙=0

𝑃𝑙(cos 𝛾)
𝑎2𝑙+1

(︁
𝑎2 − 2𝑙(𝑙 + 1)(4𝑞1 + 𝑞2)

)︁
(𝑙 + 1)

(︁
𝑎2 − 𝑙(4𝑞1 + 𝑞2)

)︁ (𝑎+ 𝑟)−𝑙−1(𝑎+ 𝑟)−𝑙−1 (33)

Первый член правой части этого выражения можно легко вычислить, используя

∞∑︁
𝑙=0

𝑡𝑙𝑃𝑙(𝑥) =
1√

1− 2𝑥𝑡+ 𝑡2
, (34)

что даёт

𝐴𝑀𝑡 (𝑥, 𝑥̃) = − 𝑒

𝑎+ 𝑟

∞∑︁
𝑙=0

(︁𝑎+ 𝑟

𝑎+ 𝑟

)︁𝑙
𝑃𝑙(cos 𝛾) = −

𝑒√︀
(𝑎+ 𝑟)2 − 2(𝑎+ 𝑟)(𝑎+ 𝑟) cos(𝛾) + (𝑎+ 𝑟)2

(35)

Это выражение расходится при 𝑟 → 𝑟 и должно быть, как известно, перенормировано.

2. Перенормировка и результат

Процедура определения силы самодействия требует перенормировки векторного потенциала

𝐴𝑘(𝑥; 𝑥̃), который расходится в переделе 𝑥 → 𝑥̃ (см., например, работы [25, 26]). Перенормировка

векторного потенциала 𝐴𝑡(𝑥; 𝑥̃), регуляризованного раздвижкой точек, достигается вычитанием из

𝐴𝑡(𝑥; 𝑥̃) контрчлена Девитта-Швингера 𝐴DS(𝑥; 𝑥̃), а затем вычислением предела 𝑥→ 𝑥̃

𝐴𝑟𝑒𝑛(𝑥) = lim
𝑥̃→𝑥

(𝐴𝑡(𝑥; 𝑥̃)−𝐴DS(𝑥; 𝑥̃)) . (36)

Для покоящегося скалярного заряда в статическом искривленном пространстве-времени кон-

трчлен Девитта-Швингера 𝐴DS(𝑥; 𝑥̃) имеет следующий вид [27]

𝐴DS(𝑥
𝑖; 𝑥̃𝑖) = −𝑒

(︂
1√
2𝜎

+
𝜕𝑔𝑡𝑡(𝑥̃)

𝜕𝑥̃𝑖
𝜎𝑖

4𝑔𝑡𝑡(𝑥̃)
√
2𝜎

)︂
, (37)

где (см. [28,29])

𝜎𝑖 = −
(︀
𝑥𝑖 − 𝑥̃𝑖

)︀
− 1

2
Γ𝑖𝑗𝑘

(︀
𝑥𝑗 − 𝑥̃𝑗

)︀ (︀
𝑥𝑘 − 𝑥̃𝑘

)︀
−1

6

(︃
Γ𝑖𝑗𝑚Γ𝑚𝑘𝑙 +

𝜕Γ𝑖𝑗𝑘
𝜕𝑥̃𝑙

)︃(︀
𝑥𝑗 − 𝑥̃𝑗

)︀ (︀
𝑥𝑘 − 𝑥̃𝑘

)︀ (︀
𝑥𝑙 − 𝑥̃𝑙

)︀
+𝑂

(︁
(𝑥− 𝑥̃)4

)︁
,

𝜎 =
𝑔𝑖𝑗(𝑥̃)

2
𝜎𝑖𝜎𝑗 , (38)
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Γ𝑖𝑗𝑘 -символы Кристоффеля, вычисленные в точке 𝑥̃. Контрчлен Девитта-Швингера 𝐴DS(𝑥; 𝑥̃) в

пределе 𝑡 = 𝑡, 𝜃 = 𝜃, 𝜙 = 𝜙 можно легко вычислить в пространстве-времени с метрикой (1)

𝐴DS(𝑟; 𝑟) = −
𝑒

|𝑟 − 𝑟|
(39)

Таким образом, мы получаем выражение для перенормированного потенциала в области 𝑟 > 0

𝐴𝑟𝑒𝑛𝑡 (𝑟) = lim
𝑟→𝑟

(𝐴𝑡(𝑟, 𝑟)−𝐴DS(𝑟, 𝑟))

=
𝑒

2

∞∑︁
𝑙=0

𝑎2𝑙+1
(︁
𝑎2 − 2𝑙(𝑙 + 1)(4𝑞1 + 𝑞2)

)︁
(𝑙 + 1)

(︁
𝑎2 − 𝑙(4𝑞1 + 𝑞2)

)︁ (𝑎+ 𝑟)−2𝑙−2. (40)

𝐴𝑟𝑒𝑛 в области 𝑟 < 0 совпадает с этим выражением в силу симметрии задачи. Потенциал самодей-

ствия и тетрадная компонента силы самодействия имеют вид

𝑈𝑠𝑒𝑙𝑓 = −𝑒
2
𝐴𝑟𝑒𝑛𝑡 , (41)

𝐹 (𝑟) = −𝜕𝑈
𝑠𝑒𝑙𝑓

𝜕𝑟
= −𝑒

2

2

∞∑︁
𝑙=0

𝑎2𝑙+1
(︁
𝑎2 − 2𝑙(𝑙 + 1)(4𝑞1 + 𝑞2)

)︁
(︁
𝑎2 − 𝑙(4𝑞1 + 𝑞2)

)︁ (𝑎+ 𝑟)−2𝑙−3. (42)

Рис. 1. График 𝐹 (𝑟) для различных значений 𝑞 =
4𝑞1 + 𝑞2

𝑎2 vs 𝑟
𝑎 .

Заключение

Расходимость 𝐹 (𝑟) в окрестности 𝑟 = 0 связана с недостатком рассмотренной модели кротовой

норы (модель с бесконечно короткой горловиной). В этой области её использование некорректно.

Многочисленные описания эффекта самодействия в кротовых норах с гладкой горловиной пока-

зывают, что подобной расходимости в таких кротовых норах не возникает.

В частном случае 4𝑞1 + 𝑞2 = 0 результат (42) совпадает с рассмотренным ранее в работе [30].
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