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1. Эйнштеново подобные (псевдо)римановы многообразия

Пусть (𝑀, 𝑔) — (псевдо)риманово многообразие размерности 𝑛; 𝑋,𝑌, 𝑍, 𝑉 — векторные поля

на 𝑀 . Обозначим через ∇ связность Леви-Чивита и через

𝑅(𝑋,𝑌 )𝑍 = [∇𝑌 ,∇𝑋 ]𝑍 +∇[𝑋,𝑌 ]𝑍

тензор кривизны Римана. Тензор Риччи 𝑟, оператор Риччи 𝜌 и скалярную кривизну 𝑠 определим

как

𝑟(𝑋,𝑌 ) = tr(𝑉 → 𝑅(𝑋,𝑉 )𝑌 ), 𝑔(𝜌(𝑋), 𝑌 ) = 𝑟(𝑋,𝑌 ), 𝑠 = tr(𝜌).

Группу Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой будем называть метрической

группой Ли, а соответствующую алгебру Ли со скалярным произведением — метрической алгеб-

рой Ли.

Определение 1. (Псевдо)риманово многообразие называется многообразием Эйнштейна, ес-

ли выполнено уравнение

𝑟 = Λ · 𝑔,
*Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант: № 18–31–00033 мол_а).
1E-mail: klepikov.math@gmail.com
2E-mail: oskorbin@yandex.ru
3E-mail: edr2002@mail.ru



О почти эйнштейновых локально однородных (псевдо)римановых многообразиях 49

где Λ — некоторая константа.

(Псевдо)римановы многообразия с метриками, обобщающими условия Эйнштейна, исследо-

вались в работах многих математиков (см., обзоры [1–5]). Одними из таких обобщений являются

эйнштейново подобные многообразия в смысле А. Грея [1].

Определение 2. Будем говорить, что (псевдо)риманово многообразие (𝑀, 𝑔) принадлежит

к классу 𝒜, если для любых векторных полей 𝑋, 𝑌 , 𝑍 выполнено

∇𝑋𝑟(𝑌,𝑍) +∇𝑌 𝑟(𝑍,𝑋) +∇𝑍𝑟(𝑋,𝑌 ) = 0.

Определение 3. Будем говорить, что (псевдо)риманово многообразие (𝑀, 𝑔) принадлежит

к классу ℬ, если для любых векторных полей 𝑋, 𝑌 , 𝑍 выполнено

∇𝑋𝑟(𝑌,𝑍) = ∇𝑌 𝑟(𝑋,𝑍).

Определение 4. Будем говорить, что (псевдо)риманово многообразие (𝑀, 𝑔) принадлежит

к классу 𝒞⊥, если для любых векторных полей 𝑋, 𝑌 , 𝑍 выполнено

∇𝑋𝑟(𝑌, 𝑍) =
1

(𝑛+ 2)(𝑛− 1)

(︂
𝑛(𝑋𝑠)𝑔(𝑌,𝑍) +

1

2
(𝑛− 2)

(︀
(𝑌 𝑠)𝑔(𝑋,𝑍) + (𝑍𝑠)𝑔(𝑋,𝑌 )

)︀)︂
.

Условие, определяющее класс 𝒜, также известно как условие Киллинга, класс ℬ — условие

Кодацци. Про класс 𝒞⊥ известно следующее: “Данному условию удовлетворяет любое двумерное

риманово многообразие, однако мне не известно есть ли в данном классе другие интересные мно-

гообразия” (цитата из [1]). В дальнейшем три данных класса многообразий будут обозначаться

словосочетанием “эйнштейново подобные”.

Многообразия Эйнштейна и их прямые произведения входят в классы 𝒜, ℬ и 𝒞⊥. Кроме них
класс ℬ содержит в себе локально симметричные пространства (∇𝑅 = 0), Риччи параллельные

многообразия (∇𝑟 = 0) и, в случае постоянной скалярной кривизны, конформно плоские много-

образия (𝑊 = 0, 𝑊 — тензор Вейля), а также другие классы (псевдо)римановых многообразий

(см., например, [2]).

Известные следующие результаты, касающиеся глобальной геометрии римановых многообра-

зий из классов 𝒜 и ℬ (см. [1]).

Теорема 1. Пусть 𝑀 — риманово многообразие, принадлежащее классу 𝒜, и пусть сек-

ционная кривизна 𝑀 отрицательна. Тогда кривизна Риччи не имеет минимумов и максимумов.

В частности, если 𝑀 компактно, тогда 𝑀 обязано быть многообразием Эйнштейна.

Теорема 2. Пусть 𝑀 — риманово многообразие, принадлежащее классу ℬ, и пусть секци-

онная кривизна 𝑀 положительна. Тогда кривизна Риччи не имеет минимумов и максимумов.

В частности, если 𝑀 компактно, тогда 𝑀 обязано быть многообразием Эйнштейна.

В случае однородных многообразий известны некоторые результаты для многообразий малой

размерности. Так, например, получены следующие результаты относительно однородных эйнштей-

ново подобных (псевдо)римановых многообразий.

В трехмерном случае классифицированы однородные лоренцевы многообразия с эйнштейново

подобными метриками [6]. В частности, в данной работе доказаны следующие теоремы.

Теорема 3. Трехмерная связная, односвязная унимодулярная группа Ли с левоинвариантной
лоренцевой метрикой принадлежит классу 𝒜 тогда и только тогда, когда она является естественно

редуктивной.

Теорема 4. Трехмерная связная, односвязная группа Ли 𝐺 с левоинвариантной лоренцевой

метрикой 𝑔 принадлежит классу ℬ тогда и только тогда, когда либо (𝐺, 𝑔) симметрична, либо ее

метрическая алгебра Ли содержится в следующем списке:



50 П.Н. Клепиков, Д.Н. Оскорбин, Е.Д. Родионов

1. [𝑒1, 𝑒2] = 𝛼𝑒1, [𝑒1, 𝑒3] = −𝛼𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝛼𝑒2 + 𝛼𝑒3, 𝛼 ̸= 0;

2. [𝑒1, 𝑒2] = ±
√
3𝛽𝑒2 − 𝛽𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = −𝛽𝑒2 ±

√
3𝛽𝑒3, [𝑒2, 𝑒3] = −2𝛽𝑒1, 𝛽 ̸= 0;

3. [𝑒1, 𝑒2] = −𝛼𝑒1 − 𝛽𝑒2 − 𝛽𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝛼𝑒1 + 𝛽𝑒2 + 𝛽𝑒3, [𝑒2, 𝑒3] = 𝛿𝑒2 + 𝛿𝑒3, 𝛼𝛿(𝛼± 𝛿) ̸= 0.

Трехмерные локально однородные лоренцевы пространства с нетривиальной подгруппой изо-

тропии принадлежат сразу трем классам 𝒜, ℬ и 𝒞⊥, т.к. они являются локально симметричны-

ми [6].

В четырехмерном случае также известен ряд результатов. Например, Воронов Д.С., Родио-

нов Е.Д., Славский В.В., Хромова О.П. получили классификацию четырехмерных групп Ли с ле-

воинвариантной римановой метрикой, принадлежащих классу ℬ [7–11]. В случае псевдоримановой

метрики эйнштейново подобные однородные пространства были классифицированы Дж. Кальва-

рузо, А. Заемом и А. Хаджи-Бадали, П.Н. Клепиковым в работах [12–16].

В качестве примера приведем следующий результат из работы [16].

Теорема 5. Пусть (𝐺, 𝑔)— четырехмерная метрическая группа Ли, принадлежащая классу ℬ,
метрика которой не является ни конформно плоской, ни Риччи параллельной. Тогда метрическая

алгебра Ли группы 𝐺 содержится в таблице 1 (в данной таблице 𝛿𝑖, 𝜀𝑖 = ±1).

2. Солитоны Риччи на эйнштейново подобных (псевдо)римановых многообразиях

Другим обобщением многообразий Эйнштейна являются солитоны Риччи, впервые рассмот-

ренные Р. Гамильтоном в работе [17].

Определение 5. (Псевдо)риманово многообразие (𝑀, 𝑔) называется солитоном Риччи, если

метрика 𝑔 удовлетворяет уравнению:

𝑟 = Λ · 𝑔 + 𝐿𝑋𝑔,

где 𝑟 — тензор Риччи, Λ ∈ R — константа, 𝐿𝑋𝑔 — производная Ли метрики 𝑔 по направлению

полного дифференцируемого векторного поля 𝑋.

Если 𝑀 = 𝐺/𝐻 — однородное пространство с инвариантной (псевдо)римановой метрикой 𝑔,

тогда (𝐺/𝐻, 𝑔) — однородный солитон Риччи. Если кроме того векторное поле 𝑋 является

𝐺-инвариантным, тогда (𝐺/𝐻, 𝑔) — однородный инвариантный солитон Риччи.

Солитоны Риччи естественным образом связаны с решениями уравнения потока Риччи [17].

Метрика 𝑔0 — метрика солитона Риччи тогда и только тогда, когда 𝑔 (𝑡) = 𝜎 (𝑡)𝜓*
𝑡 (𝑔0) — решение

уравнения потока Риччи:
𝜕𝑔

𝜕𝑡
= −2𝑟 (𝑔) , 𝑔 (0) = 𝑔0,

где 𝑟 (𝑔) — тензор Риччи метрики 𝑔, 𝜎 (𝑡) — гладкая функция, 𝜓𝑡 — однопараметрическое семейство

диффеоморфизмов на многообразии, причем 𝜎 (0) = 1 и 𝜓0 = Id𝑀 .

Солитоны Риччи исследованы в работах многих математиков (см., например, обзор [3]). Клас-

сификация однородных солитонов Риччи известна только в малых размерностях и не является

исчерпывающей (см. [18]).

Определение 6. Солитон Риччи называется растягивающимся, если Λ < 0; устойчивым,

если Λ = 0; стягивающимся, если Λ > 0. Также назовем солитон Риччи тривиальным, если он

изометричен многообразию Эйнштейна или прямому произведению эйнштейнового многообразия

и (псевдо)евклидова пространства.

Если однородный риманов солитон устойчив, то тензор Риччи тривиален (см. подробнее в [19])

и, по теореме Алексеевского-Кимельфельда, многообразие является плоским (см. [20]). В случае
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Таблица 1. Метрические алгебры Ли четырехмерных групп Ли, принадлежащих классу ℬ, метрика
которых не является ни конформно плоской, ни Риччи параллельной

№ Таблица умножения Метрический тензор
1 [𝑒2, 𝑒3] = 3𝛼1𝑒3, [𝑒2, 𝑒4] = − 𝜀2

2𝛼1
𝑒3 + 𝛼1𝑒4, 𝛼1 > 0

2 [𝑒1, 𝑒2] =
𝛿1

√
5+𝜀1

2𝛼1
𝑒2, [𝑒1, 𝑒3] =

3𝜀1+𝛿1
√
5

4𝛼1
𝑒3, [𝑒1, 𝑒4] = 𝛼1𝑒3 − 𝛿1

√
5+3𝜀1
4𝛼1

𝑒4, 𝛼1 > 0

3 [𝑒1, 𝑒4] = (𝛼1 + 𝛼2)𝑒1 + 𝛼3𝑒2, [𝑒2, 𝑒4] = −𝛼3𝜀1𝜀2𝑒1 + (𝛼1 − 𝛼2)𝑒2,

[𝑒3, 𝑒4] =
2𝛼2

1+2𝛼2
2+𝜀3

2𝛼1
𝑒3, 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0, 𝛼3 > 0, 2𝛼2

1𝜀3 + 2𝛼2
2𝜀3 + 1 ̸= 0,

𝛼2
3 +

(︀
2𝛼2

1 − 2𝛼2
2 − 𝜀3

)︀2 ̸= 0

⟨𝑒1, 𝑒1⟩ = 𝜀1, ⟨𝑒2, 𝑒2⟩ = 𝜀2,
⟨𝑒3, 𝑒4⟩ = 𝜀3

4 [𝑒1, 𝑒2] = −𝑒1 + 𝑒2, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒4] = −𝛼1𝑒1 + 𝛼1𝑒2 + 𝛼2𝑒3,

[𝑒3, 𝑒4] = 𝜀1𝜀3𝑒1 − 𝜀1𝜀3𝑒2 +
𝛼2
1−4𝛼2𝜀1𝜀3+2𝜀3

2𝛼1
𝑒3, 𝛼1 > 0, 𝛼2

1 − 4𝛼2𝜀1𝜀3 + 2𝜀3 ̸= 0

⟨𝑒1, 𝑒1⟩ = 𝜀1, ⟨𝑒2, 𝑒2⟩ = −𝜀1,
⟨𝑒3, 𝑒4⟩ = 𝜀3

5 [𝑒1, 𝑒2] = 𝛼1𝑒1+𝛼1𝑒2+𝛼2𝑒3, [𝑒1, 𝑒4] = −
𝜀1

(︁
𝛼2
2𝜀3+2

)︁
2𝛼1

𝑒3, [𝑒3, 𝑒4] =
𝜀1

(︁
𝛼2
2𝜀3+2

)︁
2𝛼2

𝑒3, 𝛼1 > 0,

𝛼2 > 0, 𝛼2
2 + 2𝜀3 ̸= 0

6 [𝑒1, 𝑒4] = 𝛼1𝑒1 + (𝛼2 + 𝛼3)𝑒2, [𝑒2, 𝑒4] = (𝛼2 − 𝛼3)𝑒1 + 𝛼1𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] =
2𝛼2

1−2𝛼2
3+𝜀3

2𝛼1
𝑒3,

𝛼1 > 0, 𝛼3 > 0, 2𝛼2
1𝜀3 − 2𝛼2

3𝜀3 + 1 ̸= 0, 𝛼2
2 +

(︀
2𝛼2

1 + 2𝛼2
3 − 𝜀3

)︀2 ̸= 0

⟨𝑒1, 𝑒1⟩ = 1, ⟨𝑒2, 𝑒2⟩ = −1,
⟨𝑒3, 𝑒4⟩ = 𝜀3

7 [𝑒1, 𝑒4] = (𝛼1 +1)𝑒1 + (𝛼2 − 1)𝑒2, [𝑒2, 𝑒4] = (𝛼2 +1)𝑒1 + (𝛼1 − 1)𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] =
2𝛼2

1+𝜀3
2𝛼1

𝑒3,

𝛼1 ̸= 0, 2𝛼2
1𝜀3 + 1 ̸= 0, 2𝛼2

1 + 4𝛼1𝛼2 − 𝜀3 ̸= 0

8 [𝑒1, 𝑒4] = (𝛼1 + 𝛼2)𝑒1 − 2𝛼1𝛼2−𝜀3
2𝛼1

𝑒2 + 𝑒3, [𝑒3, 𝑒4] =
2𝛼2

1+𝜀3
2𝛼1

𝑒3,

[𝑒2, 𝑒4] =
2𝛼1𝛼2+𝜀3

2𝛼1
𝑒1 + (𝛼1 − 𝛼2)𝑒2 + 𝑒3, 𝛼1 > 0, 𝛼2 ̸= 0, 2𝛼2

1 + 𝜀3 ̸= 0

9 [𝑒1, 𝑒4] = −
√
2

2
𝑒1 + 𝛼1𝑒2, [𝑒2, 𝑒4] = −𝛼1𝑒1 +

√
2

2
𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] = 𝛼2𝑒3, 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0 ⟨𝑒1, 𝑒1⟩ = 𝜀1, ⟨𝑒2, 𝑒2⟩ = 𝜀1,

⟨𝑒3, 𝑒4⟩ = 𝜀3

10 [𝑒1, 𝑒4] = −
√
6
2

𝑒1 + (𝛼1 + 1)𝑒2, [𝑒2, 𝑒4] = (𝛼1 − 1)𝑒1 +
√
6
2

𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] = 𝛼2𝑒3, 𝛼1 > 0,
𝛼2 ̸= 0

⟨𝑒1, 𝑒1⟩ = 1, ⟨𝑒2, 𝑒2⟩ = −1,
⟨𝑒3, 𝑒4⟩ = −1

11 [𝑒1, 𝑒4] = −
√
2

2
𝑒1 + (𝛼1 + 1)𝑒2, [𝑒2, 𝑒4] = (𝛼1 − 1)𝑒1 +

√
2

2
𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] = 𝛼2𝑒3, 𝛼2 > 0 ⟨𝑒1, 𝑒1⟩ = 1, ⟨𝑒2, 𝑒2⟩ = −1,

⟨𝑒3, 𝑒4⟩ = 1

12 [𝑒1, 𝑒3] = −
√
3𝛼1𝑒3 + 𝛼1𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝛼1𝑒3 +

√
3𝛼1𝑒4, [𝑒3, 𝑒4] = 2𝜀1𝜀3𝛼1𝑒1, 𝛼1 > 0 ⟨𝑒1, 𝑒1⟩ = 𝜀1, ⟨𝑒2, 𝑒2⟩ = 𝜀2,

⟨𝑒3, 𝑒3⟩ = 1, ⟨𝑒4, 𝑒4⟩ = −1

13 [𝑒1, 𝑒2] = 𝛼1𝑒1 +
(︁√

2
2

− 𝛼1

)︁
𝑒3, [𝑒2, 𝑒3] = −𝛼1𝑒1 +

(︀
𝛼1 −

√
2
)︀
𝑒3, [𝑒2, 𝑒4] = 𝛼2𝑒1,

[𝑒1, 𝑒4] =
(︁
𝛼1 +

√
2

2

)︁
𝑒1 +

(︁√
2

2
− 𝛼1

)︁
𝑒3, [𝑒3, 𝑒4] = 𝛼1𝑒1 +

(︁
3
√
2

2
− 𝛼1

)︁
𝑒3, 𝛼2 ̸= 0

⟨𝑒1, 𝑒2⟩ = −1, ⟨𝑒3, 𝑒4⟩ = 1

14 [𝑒1, 𝑒2] = 𝛼1𝑒1 − 𝜀1𝜀2(2𝛼
2
2−𝜀2)

2𝛼2
𝑒3, [𝑒2, 𝑒3] = 𝛼2𝑒1, [𝑒1, 𝑒4] = − 2𝛼2

2+𝜀2
2𝛼2

𝑒1, [𝑒2, 𝑒4] = 𝛼3𝑒1,

[𝑒3, 𝑒4] = − 2𝛼2
2+𝜀2
2𝛼2

𝑒3, 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0, 𝛼3 ̸= 0

⟨𝑒1, 𝑒2⟩ = 𝜀1, ⟨𝑒3, 𝑒4⟩ = 𝜀2

15 [𝑒1, 𝑒2] =
2𝛼2

1+𝜀1
2𝛼1

𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = − 2𝛼2
1+3𝜀1
4𝛼1

𝑒3, [𝑒1, 𝑒4] = 𝛼1𝑒3, [𝑒2, 𝑒4] = 𝛼2𝑒3 +
2𝛼2

1−𝜀1
4𝛼1

𝑒4,

𝛼1 ̸= 0, 𝛼1 ̸=
√
2

2
, 𝛼2 ̸= 0, 6𝛼2

1 + 𝜀1 ̸= 0

16 [𝑒1, 𝑒2] = −
√
6

3
𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 2

√
6

3
𝑒3, [𝑒1, 𝑒4] =

√
6

6
𝑒3, [𝑒2, 𝑒4] = 𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒3 +

√
6
3

𝑒4, 𝛼1 >

0, 𝛼2 ̸= 0

⟨𝑒1, 𝑒2⟩ = −1, ⟨𝑒3, 𝑒4⟩ = 𝜀2

стягивающегося однородного риманова солитона из работ [17, 21] вытекает, что он изометричен

произведению компактного однородного эйнштейнова многообразия и евклидова пространства.

Если однородный риманов солитон растягивающийся, то 𝑀 некомпактно (см. [22]). Известные

нетривиальные растягивающиеся однородные римановы солитоны Риччи изометричны солвсоли-

тонам.

В общем случае задача изучения, исследования и классификации солитонов Риччи на мно-

гообразиях является довольно сложной. Поэтому предполагаются ограничения либо на строение

многообразия, либо на класс рассматриваемых метрик, либо на размерность многообразия, либо

на класс векторных полей, участвующих в записи уравнения солитона Риччи.

Одним из естественных ограничений является предположение, что рассматриваемое много-

образие является однородным пространством и, в частности, группой Ли. В этом направлении

известен ряд результатов. Например (см. [4, 23,24])

Теорема 6. На локально однородных римановых многообразиях размерности не более четы-

рех, не существует нетривиальных однородных инвариантных солитонов Риччи.

Аналогичный факт известен для унимодулярных групп Ли с левоинвариантной римановой
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метрикой любой конечной размерности [4]. В связи с этим возникает следующий

Вопрос. Существуют ли нетривиальные однородные инвариантные римановы солитоны Рич-

чи в случае размерности более четырех?

В случае локально однородных псевдоримановых многообразий однородные инвариантные

солитоны Риччи существуют уже в малых размерностях. Например, в работе [24] получена

Теорема 7. Пусть (𝑀, 𝑔) — четырехмерное локально однородное псевдориманово многооб-

разие с трехмерной подгруппой изотропии, которое является нетривиальным однородным инвари-

антным солитоном Риччи. Тогда соответствующая пара алгебра Ли группы изометрий/алгебра Ли

подгруппы изотропии вместе с инвариантным скалярным произведением содержится в следующем

списке:

1. [𝑣1, 𝑣2] = −𝑣2, [𝑣1, 𝑣3] = 𝑣3, [𝑣1, 𝑢2] = 𝑢2, [𝑣1, 𝑢4] = −𝑢4, [𝑣2, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑣2, 𝑢3] = −𝑢4,
[𝑣3, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑣3, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑝𝑣3 + 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = −𝑝𝑣2 − 𝑢4,
⟨𝑢1, 𝑢3⟩ = 𝑎, ⟨𝑢2, 𝑢4⟩ = 𝑎, ⟨𝑢3, 𝑢3⟩ = 𝑏, 𝑝 ̸= 0, 𝑎 ̸= 0;

2. [𝑣1, 𝑣2] = −𝑣3, [𝑣1, 𝑣3] = 𝑣2, [𝑣1, 𝑢2] = 𝑢4, [𝑣1, 𝑢4] = −𝑢2, [𝑣2, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑣2, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑣3, 𝑢3] = 𝑢4,

[𝑣3, 𝑢4] = −𝑢1, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑝𝑣2 + 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑝𝑣3 − 𝑢4,
⟨𝑢1, 𝑢3⟩ = 𝑎, ⟨𝑢2, 𝑢2⟩ = 𝑎, ⟨𝑢3, 𝑢3⟩ = 𝑏, ⟨𝑢4, 𝑢4⟩ = 𝑎, 𝑝 ̸= 0, 𝑎 ̸= 0.

Здесь {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} — базис подалгебры изотропии, {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4} — базис дополнения.

Другим важным примером являются алгебраические солитоны Риччи на группах Ли, которые

впервые были рассмотрены Х. Лауре. Им же было доказано, что каждый алгебраический солитон

Риччи на группе Ли с левоинвариантной римановой метрикой является однородным солитоном

Риччи (см. [25]). Позднее этот результат был обобщен К. Онда на случай групп Ли с левоинвари-

антной псевдоримановой метрикой (см. [26]).

Определение 7. Группа Ли𝐺 с левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой 𝑔 называется

алгебраическим солитоном Риччи, если в соответствующей алгебре Ли выполняется уравнение:

𝜌 = Λ · Id +𝐷, (1)

где 𝜌 — оператор Риччи, Λ ∈ R — константа, Id — тождественный оператор, 𝐷 — оператор диф-

ференцирования алгебры Ли группы 𝐺.

Ранее конформно плоские солитоны Риччи на метрических группах Ли изучались в рабо-

те [27], где была получена классификация конформно плоских однородных инвариантных соли-

тонов Риччи в четырехмерном случае; в работе [28], в которой получены некоторые результаты

о конформно плоских солитонах Риччи в случае римановой метрики, а также в работах [29, 30]

при дополнительном условии диагонализируемости оператора Риччи.

Представляется актуальным исследовать пересечение класса эйнштейново подобных много-

образий и класса многообразий, которые являются солитонами Риччи, т.к. оба данных класса

обобщают условие Эйнштейна. В этом направлении известен следующий результат (см. [31]).

Теорема 8. Пусть (𝐺, 𝑔) — группа Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой

нетривиального алгебраического солитона Риччи, принадлежащая к классу ℬ эйнштейново по-

добных многообразий. Тогда солитон Риччи обязательно устойчив и оператор Риччи недиагона-

лизируем, имеет единственное собственное значение равное нулю и его жорданова форма имеет

блоки размера только 1× 1 и 2× 2.

Из данной теоремы в частности следует

Теорема 9. Пусть (𝐺, 𝑔) — группа Ли с левоинвариантной римановой метрикой алгебраиче-

ского солитона Риччи. Если (𝐺, 𝑔) принадлежит к классу ℬ эйнштейново подобных многообразий,

то алгебраический солитон Риччи является тривиальным.
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При более сильном ограничении, что метрическая группа Ли является конформно плоской,

известен следующий результат (см. [31]).

Теорема 10. Если зафиксировать сигнатуру псевдоримановой метрики, а также действитель-
ное число 𝑐𝑛𝑛−1𝑛 > 0 (определяющее ковариантную производную тензора Риччи), то существует

не более двух конформно плоских метрических алгебр Ли (с точностью до изометрии), которые

являются нетривиальными алгебраическими солитонами Риччи; причем одна из них имеет неот-

рицательную кривизну Риччи, а вторая — неположительную.

Заметим, что авторами проводились исследования и не однородных солитонов Риччи с ограни-

чениями на строение лоренцева многообразия. В частности, предполагалось, что лоренцево много-

образие является многообразием Уокера или 𝑘-симметрическим пространством. В результате чего

были доказаны следующие теоремы.

Теорема 11. [32, 33] Уравнение солитона Риччи локально разрешимо в классе 2-симметри-

ческих лоренцевых многообразий размерности 4 и 5 для любой константы Λ.

Теорема 12. [34] Пусть (𝑀, 𝑔) — четырехмерное конформно плоское лоренцево многооб-

разие Уокера с метрикой плоской волны. Тогда уравнение солитона Риччи локально разрешимо

для любой константы Λ.

Теорема 13. [34] Пусть (𝑀, 𝑔) — трехмерное лоренцево многообразие Уокера. Тогда уравне-

ние солитона Риччи локально разрешимо для любой константы Λ.

Теорема 14. [35] Уравнение солитона Риччи локально разрешимо в классе 3-симметрических
лоренцевых многообразий размерности 𝑛 > 2 для любой константы Λ.

3. Конформно плоские (псевдо)римановы многообразия

Многомерным обобщением двумерных многообразий с локально изотермической координат-

ной системой являются конформно плоские римановые многообразия — важный подкласс класса

римановых многообразий с гармоническим тензором Вейля. Исследованию конформно плоских ри-

мановых многообразий посвящены работы многих математиков: Н. Кюйпера, Д.В. Алексеевского

и Б.Н. Кимельфельда, Г. Такаги, Е.Д. Родионова и В.В. Славского. Хотя задача описания кон-

формно плоских многообразий в полном объеме и не решена, имеются важные классы римановых

пространств, для которых дан исчерпывающий ответ [5, 36–38]. Например, известна классифика-

ция конформно плоских однородных римановых многообразий [36,37].

Теорема 15. Всякое связное односвязное конформно плоское однородное риманово много-

образие гомотетично одному из следующих римановых многообразий:

� 𝐸𝑛 — 𝑛-мерное евклидово пространство;

� 𝑆𝑛 — 𝑛-мерная сфера, у которой при 𝑛 > 2 кривизна в любом двумерном направлении равна 1;

� Λ𝑛 — 𝑛-мерное пространство Лобачевского, у которого при 𝑛 > 2 кривизна в любом двумер-

ном направлении равна -1;

� Λ𝑛 × 𝐸1;

� Λ𝑛 × 𝑆𝑚.

В случае постоянства скалярной кривизны конформно плоские (псевдо)римановы многообра-

зия содержатся в классе B эйнштейново подобных многообразий по А. Грею [1].

Отметим, однако, что задача классификации однородных конформно плоских псевдоримано-

вых многообразий все еще не решена даже для лоренцевых многообразий. Хотя известна следую-

щая [39]
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Теорема 16. Пусть 𝑀𝑛
𝑞 — 𝑛(> 3)-мерное конформно плоское однородное псевдориманово

многообразие, оператор Риччи которого диагонализируем. Тогда 𝑀𝑛
𝑞 локально изометрично одно-

му из следующих многообразий:

� псевдориманова пространственная форма постоянной кривизны;

� произведение 𝑚-мерной пространственной формы постоянной кривизны 𝑘 ̸= 0 и

(𝑛−𝑚)-мерного псевдориманова многообразия постоянной кривизны −𝑘, где 2 6 𝑚 6 𝑛− 2;

� произведение (𝑛−1)-мерного псевдориманова многообразия индекса 𝑞−1 (соответственно 𝑞)

постоянной кривизны 𝑘 ̸= 0 и одномерного лоренцева (соответственно риманова) многообра-

зия.

В случае же недиагонализируемого оператора Риччи классификация известна лишь в ма-

лых размерностях. Например, в работе [12] получена классификация четырехмерных конформно

плоских однородных псевдоримановых многообразий. В частности, в данной работе получен сле-

дующий результат.

Теорема 17. Пусть (𝑀, 𝑔) — четырехмерное конформно плоское локально однородное псев-

дориманово многообразие с трехмерной подгруппой изотропии, оператор Риччи которого недиаго-

нализируем. Тогда если (𝑀, 𝑔) не локально симметрично, то соответствующая ей пара алгебра Ли

группы изометрий/алгебра Ли подгруппы изотропии вместе с инвариантным скалярным произве-

дением содержится в следующем списке:

1. [𝑣1, 𝑣2] = −𝑣2, [𝑣1, 𝑣3] = 𝑣3, [𝑣1, 𝑢2] = 𝑢2, [𝑣1, 𝑢4] = −𝑢4, [𝑣2, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑣2, 𝑢3] = −𝑢4,
[𝑣3, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑣3, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑝𝑣3 + 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = −𝑝𝑣2 − 𝑢4,
⟨𝑢1, 𝑢3⟩ = 𝑎, ⟨𝑢2, 𝑢4⟩ = 𝑎, ⟨𝑢3, 𝑢3⟩ = 𝑏, 𝑝 ̸= 0, 𝑎 ̸= 0;

2. [𝑣1, 𝑣2] = −𝑣3, [𝑣1, 𝑣3] = 𝑣2, [𝑣1, 𝑢2] = 𝑢4, [𝑣1, 𝑢4] = −𝑢2, [𝑣2, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑣2, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑣3, 𝑢3] = 𝑢4,

[𝑣3, 𝑢4] = −𝑢1, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑝𝑣2 + 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑝𝑣3 − 𝑢4,
⟨𝑢1, 𝑢3⟩ = 𝑎, ⟨𝑢2, 𝑢2⟩ = 𝑎, ⟨𝑢3, 𝑢3⟩ = 𝑏, ⟨𝑢4, 𝑢4⟩ = 𝑎, 𝑝 ̸= 0, 𝑎 ̸= 0.

Здесь {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} — базис подалгебры изотропии, {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4} — базис дополнения.

В случае не локально однородных многообразий ситуация представляется более сложной, хотя

известен ряд результатов о строении и свойствах конформно плоских римановых многообразий.

Известны результаты, которые связывают конформно плоские метрики ограниченной кривизны

с геометрией лоренцева пространства и пространства Лобачевского. Эта связь следует из того, что

группа мебиусовых преобразований изоморфна группе Лоренца преобразований псевдоевклидова

пространства Минковского, а также из того факта, что имеется непосредственное погружение

конформно плоской метрики в изотропный конус пространства Минковского (см. подробнее, [5]).

Используя данную конструкцию, а также конкретные геометрические построения, авторам удалось

доказать серию теорем. Приведем сначала необходимые определения и факты.

Выражение вида 𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2

𝑓2(𝑥)
, где 𝑓 ∈ 𝐶2(R𝑛) — положительная функция, определяет кон-

формно плоскую метрику в R𝑛 с одномерной кривизной в направлении единичного вектора 𝜉

равной

𝐾(𝑓, 𝑥, 𝜉) = 𝑓(𝑥)
𝑑2𝑓

𝑑𝜉2
− 1

2
|∇𝑓(𝑥)|2.

При 𝑛 ̸= 2 конформно плоская метрика имеет постоянную одномерную кривизну, если и толь-

ко если функция 𝑓(𝑥) имеет вид квадратичного полинома 𝑓(𝑥) = 𝑎‖𝑥‖2 +
√
2(𝑥,b) + 𝑐, при этом

одномерная кривизна вычисляется по формуле 𝐾 = −⟨w,w⟩, где ⟨w,w⟩ = ‖b‖2− 2𝑎𝑐 есть скаляр-

ный квадрат вектора w = [b, 𝑎, 𝑐] ∈ 𝑀𝑛+2 в псевдоевклидовом пространстве 𝑀𝑛+2, снабженном

скалярным произведением ⟨w1,w2⟩ = (b1,b2)− 𝑎1𝑐2 − 𝑎2𝑐1.
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Рассмотрим множество

𝐻𝑘 =

{︂
w = [b, 𝑎, 𝑐] ∈𝑀𝑛+2 : ⟨w,w⟩ = −1

𝑘
, 𝑎 > 0, 𝑐 > 0

}︂
,

тогда 𝐻𝑘 — положительная пола двуполостного гиперболоида (вместе с индуцированной метрикой

из 𝑀𝑛+2 это пространство Лобачевского кривизны (−𝑘)).
Сопоставим произвольной конформно плоской метрике 𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2

𝑓2(𝑥)
отображение

𝑃𝑓 (𝑥, 𝑘) =
1

2𝑓

[︃
2𝑓∇𝑓 − 𝑥‖∇𝑓‖2

𝑘
− 𝑥, ‖∇𝑓‖

2 + 1

𝑘
√
2

,

(︀
2𝑓∇𝑓 − 𝑥‖∇𝑓‖2

)︀2
𝑘‖∇𝑓‖2

√
2

+
‖𝑥‖2√

2

]︃
∈ 𝐻𝑘,

где 𝑘 > 0 — фиксированная константа.

Пусть 𝑓 ∈ 𝐶1,1(R𝑛), 𝑓(𝑥) > 0 и |𝐾(𝑓, 𝑥, 𝜉)| 6 𝑘
2 , тогда n-мерная поверхность 𝑃 (𝑓) = {𝑃𝑓 (𝑥, 𝑘) :

𝑥 ∈ R𝑛} — компактная, без точек на абсолюте, выпуклая замкнутая поверхность в простран-

стве Лобачевского. И обратно, по компактной выпуклой поверхности 𝑃 (𝑓) ⊂ 𝐻𝑘 можно восста-

новить соответствующую конформно плоскую метрику ограниченной кривизны. Обозначим через

𝑃 𝑐(𝑓) ⊂ 𝐻𝑘 выпуклое подмножество, ограниченное поверхностью 𝑃 (𝑓). Распространяя указанное

соответствие между выпуклыми множествами и функциями на произвольные замкнутые выпук-

лые подмножества 𝐻𝑘 (не обязательно ограниченные), получим со ответствующий класс функций

𝐵𝐾(R𝑛, 𝑘).

Теорема 18. [40] Пусть имеются две конформно плоские метрики ограниченной одномерной
кривизны 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐵𝐾(R𝑛, 𝑘). Тогда

𝑓1(𝑥) 6 𝑓2(𝑥), ∀𝑥 ∈ R𝑛 ⇔ 𝑃 𝑐(𝑓1) ⊇ 𝑃 𝑐(𝑓2).

Теорема 18. [41] Пусть дана последовательность 𝑑𝑠2𝑛 = 𝑑𝑥2

𝑓2𝑛(𝑥)
конформно плоских метрик в R𝑛

таких, что 𝑓𝑛 > 0, 𝑓𝑛 ∈ 𝐶2 и одномерная кривизна метрик 𝑑𝑠2𝑛 равномерно ограничена сверху и

снизу. Тогда если 𝑓𝑛 поточечно сходится к функции 𝑓 , то 𝑓 ∈ 𝐶1,1 в области где она положительна,

т.е. 𝑓 дифференцируема и её производные являются локально липшицевыми.

Теорема 19. [42] Пусть (𝑀𝑛, 𝑔) — конформно плоское риманово многообразие, т.е. 𝑊 = 0.

Рассмотрим ортобазис {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛}, в котором диагонализируемы операторы Риччи и одномер-

ной кривизны. Тогда в базисе {𝑒𝑖∧𝑒𝑗}𝑖<𝑗 диагонализируем оператор кривизны ℛ : Λ2𝑀𝑛 → Λ2𝑀𝑛,

причем спектр оператора ℛ есть {𝐾𝑖𝑗}𝑖<𝑗 , где 𝐾𝑖𝑗 = 𝐾𝜎(𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗).

Теорема 20. [40] Конформно плоская метрика 𝑑𝑠2 в R𝑛 имеет неотрицательную одномерную

кривизну в только и только том случае, когда она имеет вид 𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2

𝑔4(𝑥)
, где положительная

функция 𝑔(𝑥) удовлетворяет трехточечному свойству

𝑔(𝑥) 6 𝑔(𝑥1)
|𝑥2 − 𝑥|
|𝑥2 − 𝑥1|

+ 𝑔(𝑥2)
|𝑥− 𝑥1|
|𝑥2 − 𝑥1|

для любых трех точек 𝑥, 𝑥1, 𝑥2 из R𝑛 таких, что точка 𝑥 принадлежит дуге [𝑥1, 𝑥2] окружности,

проходящей через три точки 𝑥, 𝑥1, 𝑥2. Здесь |𝑏 − 𝑎| — обычное расстояние между точками 𝑎, 𝑏

в евклидовом пространстве R𝑛.

Теорема 21. [43] Если конформно плоская метрика 𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2

𝑓2(𝑥)
на сфере S𝑛 имеет поло-

жительную одномерную кривизну, тогда 𝐻𝑓 : 𝑥 → 𝑥 − 2𝑓(𝑥) ∇𝑓
|∇𝑓 |2 является диффеоморфизмом

на S𝑛 и полярная конформно плоская метрика 𝑑𝑠*2 = 𝑑𝑦2

𝑓*2(𝑦) (где 𝑓*(𝑦) = 2𝑓(𝑥)
|∇𝑓 |2 ) также имеет

положительную одномерную кривизну.
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4. Псевдоримановы многообразия с изотропным тензором Вейля

Кроме конформно плоских многообразий можно рассматривать многообразия, тензор Вей-

ля которых имеет нулевой квадрат длины, а сам он не является нулевым. В этом случае такие

многообразия называют многообразиями с изотропным тензором Вейля. Данные пространства тес-

но связаны с локально конформно однородными пространствами [5]. В данной работе изучаются

конформно киллинговы векторные поля, приводятся условия интегрируемости соответствующей

системы дифференциальных уравнений и, в частности, доказывается

Теорема 22. Пусть (𝑀, 𝑔) — локально конформно однородное связное пространство, и пусть

хотя бы в одной точке имеем ‖𝑊‖2 ̸= 0 (‖𝑆𝑊‖2 ̸= 0 при dim𝑀 = 3). Тогда (𝑀, 𝑔) конформно

эквивалентно локально однородному пространству.

В случае ‖𝑊‖2 = 0 (‖𝑆𝑊‖2 = 0 при dim𝑀 = 3) подобную конформную деформацию по-

строить не удалось, таким образом возникает задача об изучении (псевдо)римановых локально

однородных и локально конформно однородных многообразий, тензор Вейля которых имеет нуле-

вой квадрат длины, а сам не равен нулю.

Определение 8. Тензор Вейля 𝑊 будем называть изотропным, если квадрат его длины

равен нулю (‖𝑊‖2 = 0), а сам тензор не равен нулю (𝑊 ̸= 0).

Отметим, что в случае римановой метрики квадрат длины тензора в некотором ортонор-

мированном базисе представляет собой сумму квадратов всех компонент, и равен нулю тогда и

только тогда, когда сам тензор тривиален. Поэтому естественно рассматривать лишь случай псев-

доримановой метрики. В трехмерном случае тензор Вейля тривиален, роль его аналога играет

тензор Схоутена-Вейля (тензор Коттона). В [44, 45] исследовался тензор Схоутена-Вейля для ле-

воинвариантной лоренцевой метрики на группах Ли размерности 3, что является продолжением

исследований Дж. Милнора [46] по левоинвариантным римановым метрикам на трехмерных груп-

пах Ли.

При достаточно малой размерности локально однородного (псевдо)риманова пространства

становится возможным применение систем компьютерной математики для изучения локально од-

нородных (псевдо)римановых многообразий с изотропным тензором Вейля. Например, с помощью

классификации четырехмерных локально однородных (псевдо)римановых многообразий (см. на-

пример [47]) можно доказать следующую теорему (см. [48], где содержится частичная классифи-

кация).

Теорема 23. Пусть (𝑀 = 𝐺/𝐻, 𝑔) — локально однородное псевдориманово многообразие

размерности 4 с нетривиальной подгруппой изотропии. Тогда (𝑀 = 𝐺/𝐻, 𝑔) имеет изотропный

тензор Вейля тогда и только тогда, когда алгебра Ли группы 𝐺 содержится в таблицах 2–4 (вид

инвариантного метрического тензора приведен в таблице 5).

Отметим, что подобную классификацию можно получить и для условия ‖𝑆𝑊‖2 = 0.

Приведенный список литературы тесным образом связан с конкретной проблематикой нашего

рассмотрения и никоим образом не претендует на полноту. Многие близкие вопросы также не были

затронуты, поскольку беглое упоминание серии смежных по тематике работ было бы, на наш

взгляд, слишком поверхностным и не вполне оправданным.

Авторы благодарны своим коллегам Клепиковой С.В., Славскому В.В., Хромовой О.П. и Эрн-

сту И.В. — соавторам приведенных статей и результатов данной работы.
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Таблица 2. Четырехмерные локально однородные псевдоримановы многообразия с нетривиальной под-

группой изотропии и изотропным тензором Вейля

№ Скобки Ли № 𝑔 Ограничения

1.11.1 [𝑒1, 𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢3, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢3 1 𝛼22 =
𝛼2
13(13±3

√
17)+8𝛼2

24
8𝛼44

1.12.1
[𝑒1, 𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢4] = 2𝑢2,

[𝑢3, 𝑢4] = 𝑢3
3 𝛼22 =

2𝛼2
24−𝛼2

33(13±3
√
17)

2𝛼44
̸= 0

1.31.1
[𝑒1, 𝑢1] = 𝑒1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢2] = − 1

2
𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢3,

[𝑢1, 𝑢4] =
1
2
𝑢4, [𝑢2, 𝑢3] =

1
2
𝑢4

5 𝛼44 = 0, 𝛼2
33 + 𝛼2

34 ̸= 0

1.31.2
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = −𝜆𝑒1 + (𝜆+ 1)𝑢1 + 𝜆𝑢2, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2,

𝜆 ∈ [−1, 1]
5 𝛼44 ̸= 0, 𝜆 ̸= 0

1.31.3 [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 5 —

1.31.4
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = −(1 + 𝜆2)𝑒1 + 2𝜆𝑢1 + (1 + 𝜆2)𝑢2,

[𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2, 𝜆 > 0
5 𝛼44 ̸= 0

1.31.5
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = −𝜆2+𝜇

𝜇−1
𝑒1 + 1+𝜆2

𝜇−1
𝑢2,

[𝑢1, 𝑢4] = −𝜆𝑒1 + 𝑢1 + 𝜆𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = −𝜆𝑒1 + 𝑢1 + 𝜆𝑢2,
[𝑢2, 𝑢4] = −𝜇𝑒1 + (𝜇+ 1)𝑢2, 𝜆 > 0, 𝜇 ̸= 1

5
(𝜇− 1)(2𝜆𝛼34 − 𝜇𝛼33) ̸=

̸= 𝛼44(𝜆
2 + 𝜇)

1.31.6
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑢1,

[𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1
5 —

1.31.7

[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] =
1

1+𝜆
𝑒1 + 𝜆

1+𝜆
𝑢1 − 1

1+𝜆
𝑢2,

[𝑢1, 𝑢4] = − 1
1+𝜆

𝑒1 + 1
1+𝜆

𝑢1 + 1
1+𝜆

𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = − 1
1+𝜆

𝑒1 + 1
1+𝜆

𝑢1 + 1
1+𝜆

𝑢2,

[𝑢2, 𝑢4] = − 𝜆
1+𝜆

𝑒1 + 𝜆
1+𝜆

𝑢1 + 1+2𝜆
1+𝜆

𝑢2, 𝜆 ̸= −1

5 𝛼44 ̸= 𝜆𝛼33 − 2𝛼34

1.31.8 [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = −𝑢3 5 𝛼33 ̸= 0

1.31.9
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝜆𝑢1, [𝑢2, 𝑢4] = −𝜆𝑒1 + (𝜆+ 1)𝑢2,

[𝑢3, 𝑢4] = −𝜆𝑢3
5 𝛼33 ̸= 0, 𝜆 ̸= −1, 𝜆 ̸= 0

1.31.10 [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 5 —
1.31.11 [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = −𝑢1, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑒1, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 + 𝑢3 5 —

1.31.12
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝜇𝑢1,

[𝑢2, 𝑢4] = −𝜆𝜇𝑒1 + (𝜆+ 𝜇)𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = (1− 𝜇)𝑢3
5 𝛼33 ̸= 0, 𝜇 ̸= 1

2
,

𝜇 ̸= −(𝜆+ 1)

1.31.13
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] =

1
2
𝑢1,

[𝑢2, 𝑢4] = −𝜆
2
𝑒1 +

(︀
𝜆+ 1

2

)︀
𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 + 1

2
𝑢3

5 —

1.31.14
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = (1− 𝜆)𝑢1,

[𝑢2, 𝑢4] = 𝜆(𝜆− 1)𝑒1 + 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 + 𝜆𝑢3, 𝜆 ̸= 1
2

5 —

1.31.15
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = −𝑒1 + 2𝑢1, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑢2,

[𝑢2, 𝑢4] = −𝑒1 + 𝑢1
5 𝛼33 ̸= −𝛼44

1.31.16
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = −𝑒1 + 2𝑢1, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑢2,

[𝑢2, 𝑢4] = 𝑒1 − 𝑢1
5 𝛼33 ̸= 𝛼44

1.31.17 [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 5 —

1.31.19
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑢1,

[𝑢2, 𝑢4] = −𝑒1 + 𝑢1 + 2𝑢2
5 𝛼33 ̸= 0

1.31.20 [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2 − 𝑢1, [𝑢3, 𝑢4] = −𝑢3 5 𝛼33 ̸= 0

1.31.21
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝜆𝑢1,

[𝑢2, 𝑢4] = −𝜆𝑒1 + (1− 𝜆)𝑢1 + (1 + 𝜆)𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = (1− 𝜆)𝑢3, 𝜆 ̸= 1
5

𝛼33 ̸= 0, 𝜆 ̸= 0,
𝜆 ̸= 1

2

1.31.22
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] =

1
2
𝑢1,

[𝑢2, 𝑢4] = − 1
2
𝑒1 + 1

2
𝑢1 + 3

2
𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 + 1

2
𝑢3

5 —

1.31.23 [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢1 + 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 + 𝑢3 5 —

1.31.24
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = (1− 2𝜆)𝑒1 + 2𝜆𝑢1, [𝑢1, 𝑢4] = (2𝜆− 1)𝑢2,

[𝑢2, 𝑢3] = 𝜆𝑢2, [𝑢2, 𝑢4] =
2𝜆−1
2𝜆−2

𝑒1 − 1
2𝜆−2

𝑢1, [𝑢3, 𝑢4] = (𝜆− 1)𝑢4, 𝜆 ̸= 1
5 𝜆 ̸= 2

3
,

𝛼33 ̸= 2𝜆𝛼44(𝜆− 1)

1.31.25
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = (1− 2𝜆)𝑒1 + 2𝜆𝑢1, [𝑢1, 𝑢4] = (2𝜆− 1)𝑢2,

[𝑢2, 𝑢3] = 𝜆𝑢2, [𝑢2, 𝑢4] =
1−2𝜆
2𝜆−2

𝑒1 + 1
2𝜆−2

𝑢1, [𝑢3, 𝑢4] = (𝜆− 1)𝑢4, 𝜆 ̸= 1
5 𝜆 ̸= 2

3
,

𝛼33 ̸= 2𝜆𝛼44(1−𝜆)

1.31.26
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = − 1

3
𝑒1 + 4

3
𝑢1, [𝑢1, 𝑢4] =

1
3
𝑢2,

[𝑢2, 𝑢3] =
2
3
𝑢2, [𝑢2, 𝑢4] = − 1

2
𝑒1 + 3

2
𝑢1, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 − 1

3
𝑢4

5 —

1.31.27
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = − 1

3
𝑒1 + 4

3
𝑢1, [𝑢1, 𝑢4] =

1
3
𝑢2,

[𝑢2, 𝑢3] =
2
3
𝑢2, [𝑢2, 𝑢4] =

1
2
𝑒1 − 3

2
2𝑢1, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 − 1

3
𝑢4

5 —

1.31.28
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = 2𝑢1, [𝑢1, 𝑢4] = 2𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑢2,

[𝑢2, 𝑢4] = 𝑒1 − 1
2
𝑢1, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢4

5 𝛼33 ̸= 2𝛼44

1.31.29
[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = 2𝑢1, [𝑢1, 𝑢4] = 2𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑢2,

[𝑢2, 𝑢4] = −𝑒1 + 1
2
𝑢1, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢4

5 𝛼33 ̸= −2𝛼44
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Таблица 3. Четырехмерные локально однородные псевдоримановы многообразия с нетривиальной под-

группой изотропии и изотропным тензором Вейля. Продолжение

№ Скобки Ли № 𝑔 Ограничения

1.31.30

[𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] =
𝜆𝜇(𝜆−1)
𝜆+𝜇−𝜆𝜇

𝑒1 + 𝜆2+𝜇−𝜆2𝜇
𝜆+𝜇−𝜆𝜇

𝑢1 +
𝜆(1−𝜆)
𝜆+𝜇−𝜆𝜇

𝑢2,

[𝑢1, 𝑢4] = − 𝜆𝜇
𝜆+𝜇−𝜆𝜇

𝑒1 + 𝜇
𝜆+𝜇−𝜆𝜇

𝑢1 + 𝜆
𝜆+𝜇−𝜆𝜇

𝑢2,

[𝑢2, 𝑢3] = − 𝜆𝜇
𝜆+𝜇−𝜆𝜇

𝑒1 + 𝜇
𝜆+𝜇−𝜆𝜇

𝑢1 + 𝜆
𝜆+𝜇−𝜆𝜇

𝑢2,

[𝑢2, 𝑢4] =
𝜆𝜇(𝜇−1)
𝜆+𝜇−𝜆𝜇

𝑒1 +
𝜇(1−𝜇)
𝜆+𝜇−𝜆𝜇

𝑢1 + 𝜆+𝜇2−𝜇2𝜆
𝜆+𝜇−𝜆𝜇

𝑢2, 𝜆+ 𝜇− 𝜆𝜇 ̸= 0, 1 6 𝜇 6 𝜆,
𝜆𝜇 > 0

5 𝛼34 ̸= 𝛼33(1−𝜇)+𝛼44(1−𝜆)
2

1.31.31 [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 5 —

1.41.1
[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑒1, [𝑢1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢1,

[𝑢2, 𝑢3] = 𝑢3, [𝑢3, 𝑢4] = −𝑢3
6 𝛼33 ̸= 0

1.41.2
[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑒1, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑝𝑢1, [𝑢2, 𝑢4] = (𝑝− 1)𝑢2,

[𝑢3, 𝑢4] = (𝑝− 2)𝑢3
6 𝛼33 ̸= 0, 𝑝 ̸= 3

1.41.3 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑒1, [𝑢1, 𝑢4] = 2𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2 6 𝛼33 ̸= 𝛼44

1.41.4 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑒1, [𝑢1, 𝑢4] = 2𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = −𝑒1, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2 6 𝛼33 ̸= −𝛼44

1.41.5 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑢3 6 𝛼33 ̸= 0

1.41.6 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢1 + 𝑢3 6 —
1.41.7 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = −𝑢1 + 𝑢3 6 —

1.41.9 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑟𝑒1 + 𝑢2 + 𝑢4, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑝𝑢4 6
𝛼44 ̸= 0,

𝛼22(𝑝(𝑝+1)− 𝑟) ̸= 0
1.41.10 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑟𝑒1 + 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑝𝑢4 6 𝑟 ̸= 𝑝(𝑝+ 1)

1.41.11 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑟𝑒1 + 𝑢2 + 𝑢4, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢1 − 𝑢4 6 —
1.41.12 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑟𝑒1 + 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢1 − 𝑢4 6 𝑟 ̸= 0

1.41.13 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑟𝑒1 + 𝑢4, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢4 6 —
1.41.14 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑟𝑒1, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢4 6 𝑟 ̸= 1

1.41.15 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1 + 𝑢4, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢1 6 𝛼22 ̸= −𝛼44

1.41.16 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = −𝑒1 + 𝑢4, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢1 6 𝛼22 ̸= 𝛼44

1.41.17 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑢4, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢1 6 —
1.41.18 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1 + 𝑢4 6 𝛼22 ̸= −𝛼44

1.41.19 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = −𝑒1 + 𝑢4 6 𝛼22 ̸= 𝛼44

1.41.20 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑢4 6 —
1.41.21 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢1 6 —
1.41.22 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = −𝑒1, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑢1 6 —
1.41.24 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1 6 —
1.41.25 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2, 𝑢3] = −𝑒1 6 —

2.21.4
[𝑒1, 𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1, 𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2, 𝑢2] = 𝑢1,

[𝑒2, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑒2, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑒2
10 𝛼23 ̸= 0

2.21.5
[𝑒1, 𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1, 𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2, 𝑢2] = 𝑢1,

[𝑒2, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒2
10 —

2.22.1
[𝑒1, 𝑢1] = 𝑢2, [𝑒1, 𝑢2] = −𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢4, [𝑒1, 𝑢4] = −𝑢3, [𝑒2, 𝑢3] = 𝑢1,

[𝑒2, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑒2, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑒2, [𝑢3, 𝑢4] = −𝑒1
11 𝛼44 ̸= 0

2.22.2
[𝑒1, 𝑢1] = 𝑢2, [𝑒1, 𝑢2] = −𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢4, [𝑒1, 𝑢4] = −𝑢3, [𝑒2, 𝑢3] = 𝑢1,

[𝑒2, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢3] = −𝑒2, [𝑢2, 𝑢4] = −𝑒2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1
11 𝛼44 ̸= 0

2.22.3
[𝑒1, 𝑢1] = 𝑢2, [𝑒1, 𝑢2] = −𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = 𝑢4, [𝑒1, 𝑢4] = −𝑢3, [𝑒2, 𝑢3] = 𝑢1,

[𝑒2, 𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒2
11 —

2.51.1

[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑒1, 𝑢4] = −2𝑒1, [𝑒2, 𝑢2] = −2𝑒2, [𝑒2, 𝑢3] = −𝑢2,
[𝑒2, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢1, 𝑢2] = 2𝑒2 − 𝑢1, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢2 + 𝑢4, [𝑢1, 𝑢4] = 2𝑒1 − 𝑢1,

[𝑢2, 𝑢3] = −2𝑢3, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑢2 − 𝑢4, [𝑢3, 𝑢4] = 2𝑢3

12 𝛼33 ̸= 0

2.51.2
[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2, 𝑢2] = −2𝑒2, [𝑒2, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢4] = 𝑢1,

[𝑢1, 𝑢2] = −𝑢1, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢4, [𝑢2, 𝑢3] = −2𝑢3, [𝑢2, 𝑢4] = −𝑢4
12 𝛼33 ̸= 0

2.51.3

[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢1,
[𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1 + 𝑝𝑒2 + (1− 𝑞)𝑢2, [𝑢2, 𝑢4] = 𝑞𝑢1,

[𝑢3, 𝑢4] = −(𝑝+ 𝑞)𝑒1 + 𝜆𝑒2 − (1 + 𝑞)𝑢4, 𝑞 > 0 (𝑖𝑓 𝜆 ̸= 0), 𝑞 ∈ R (𝑖𝑓 𝜆 = 0)

12 —

2.51.5
[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1 + 𝑞𝑒2 − 𝑢2,

[𝑢2, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢3, 𝑢4] = −𝑞𝑒1 − 𝜆𝑒2 − 𝑢4
12 —

2.51.7
[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1 + 𝑒2,

[𝑢3, 𝑢4] = −𝑒1 + 𝜆𝑒2
12 —

2.51.8
[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1 − 𝑒2,

[𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 + 𝜆𝑒2
12 —

2.51.11
[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1,

[𝑢3, 𝑢4] = 𝑒2
12 —
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Таблица 4. Четырехмерные локально однородные псевдоримановы многообразия с нетривиальной под-

группой изотропии и изотропным тензором Вейля. Продолжение

№ Скобки Ли № 𝑔 Ограничения
2.51.12 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1, [𝑢3, 𝑢4] = −𝑒2 12 —
2.51.13 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒1 12 —

2.52.1

[𝑒1, 𝑢2] = −𝑒1 + 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑒2, [𝑒2, 𝑢2] = −𝑒2, [𝑒2, 𝑢3] = 𝑢4,
[𝑒2, 𝑢4] = −𝑒1 − 𝑢1, [𝑢1, 𝑢2] = 𝑒1 − 𝑢1, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1, 𝑢4] = −𝑒2, [𝑢2, 𝑢3] = −2𝑢3,

[𝑢2, 𝑢4] = −𝑢4

6 𝛼33 ̸= 0

2.52.2

[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢3] = 𝑢4, [𝑒2, 𝑢4] = −𝑢1, [𝑢1, 𝑢3] = 𝑢1,
[𝑢2, 𝑢3] = (𝑝+ 𝑠)𝑒1 + 𝑟𝑒2 + 𝑢2 − 2𝑟𝑢4, [𝑢2, 𝑢4] = 2𝑟𝑢1, [𝑢3, 𝑢4] = −𝑟𝑒1 + (𝑝− 𝑠)𝑒2 − 2𝑟𝑢2 − 𝑢4,

𝑟 > 0, 𝑠 > 0

13 𝑠 ̸= 0

2.52.3
[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢3] = 𝑢4, [𝑒2, 𝑢4] = −𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = −(𝑟 + 𝑠)𝑒1 − 𝑢4,

[𝑢2, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢3, 𝑢4] = (𝑠− 𝑟)𝑒2 − 𝑢2, 𝑠 > 0
13 𝑠 ̸= 0

2.52.4
[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢3] = 𝑢4, [𝑒2, 𝑢4] = −𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = (1 + 𝑠)𝑒1,

[𝑢3, 𝑢4] = (1− 𝑠)𝑒2, 𝑠 > 0
13 𝑠 ̸= 0

2.52.5
[𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢3] = 𝑢4, [𝑒2, 𝑢4] = −𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = −(1 + 𝑠)𝑒1,

[𝑢3, 𝑢4] = (𝑠− 1)𝑒2, 𝑠 > 0
13 𝑠 ̸= 0

2.52.6 [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2, 𝑢3] = 𝑢4, [𝑒2, 𝑢4] = −𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒2, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒1 13 —

3.21.3
[𝑒1, 𝑒3] = 2𝑒3, [𝑒1, 𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1, 𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2, 𝑢2] = 𝑢1,

[𝑒2, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑒3, 𝑢3] = −𝑢2, [𝑒3, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2, 𝑢3] = 𝑒2
14 —

4.31.1

[𝑒1, 𝑒2] = 2𝑒2, [𝑒1, 𝑒3] = −2𝑒3, [𝑒1, 𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1, 𝑢2] = −𝑢2, [𝑒1, 𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1, 𝑢4] = 𝑢4,
[𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2, 𝑢3] = −𝑢4, [𝑒3, 𝑢1] = 𝑢2, [𝑒3, 𝑢4] = −𝑢3, [𝑒4, 𝑢3] = −𝑢2,

[𝑒4, 𝑢4] = 𝑢1, [𝑢3, 𝑢4] = 𝑒4

14 —
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Таблица 5. Вид инвариантного метрического тензора

№
Матрица метрического

тензора
Ограничения №

Матрица метрического

тензора
Ограничения

1

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 𝛼13 0

0 𝛼22 0 𝛼24

𝛼13 0 0 0

0 𝛼24 0 𝛼44

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼13 ̸= 0,

𝛼2
24 ̸= 𝛼22𝛼44

9

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 𝛼24 0

0 𝛼22 0 𝛼24

𝛼24 0 0 0

0 𝛼24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼24 ̸= 0

2

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 𝛼13 0

0 0 0 𝛼24

𝛼13 0 0 0

0 𝛼24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼13 ̸= 0,

𝛼24 ̸= 0
10

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 𝛼24 0

0 0 𝛼23 𝛼24

𝛼24 𝛼23 0 0

0 𝛼24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼24 ̸= 0

3

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛼33 0 0 0

0 𝛼22 0 𝛼24

0 0 𝛼33 0

0 𝛼24 0 𝛼44

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼33 ̸= 0,

𝛼2
24 ̸= 𝛼22𝛼44

11

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 −𝛼23

0 0 𝛼23 0

0 𝛼23 𝛼44 0

−𝛼23 0 0 𝛼44

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼23 ̸= 0

4

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛼33 0 0 0

0 𝛼44 0 0

0 0 𝛼33 0

0 0 0 𝛼44

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼33 ̸= 0,

𝛼44 ̸= 0
12

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 𝛼24 0

0 0 0 𝛼24

𝛼24 0 𝛼33 0

0 𝛼24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼24 ̸= 0

5

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 −𝛼23

0 0 𝛼23 0

0 𝛼23 𝛼33 𝛼34

−𝛼23 0 𝛼34 𝛼44

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼23 ̸= 0 13

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 𝛼44 0

0 𝛼44 0 0

𝛼44 0 𝛼33 0

0 0 0 𝛼44

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼44 ̸= 0

6

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 −𝛼22 0

0 𝛼22 0 0

−𝛼22 0 𝛼33 𝛼34

0 0 𝛼34 𝛼44

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼22 ̸= 0,

𝛼44 ̸= 0
14

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 𝛼24 0

0 0 0 𝛼24

𝛼24 0 0 0

0 𝛼24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼24 ̸= 0

7

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 𝛼13 0

0 𝛼44 0 0

𝛼13 0 0 0

0 0 0 𝛼44

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼13 ̸= 0,

𝛼44 ̸= 0
15

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛼44 0 0 0

0 𝛼44 0 0

0 0 𝛼44 0

0 0 0 𝛼44

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼44 ̸= 0

8

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 −𝛼24 𝛼23

0 0 𝛼23 𝛼24

−𝛼24 𝛼23 0 0

𝛼23 𝛼24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝛼2
23 + 𝛼2

24 ̸= 0
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