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Введение

Для описания внешнего гравитационного поля точечной массы в рамках общей теории отно-

сительности в 1916 г. К.Шварцшильдом было найдено в координатах кривизн решение [1],

𝑑𝑠2 =

(︂
1− 2𝑀

𝑟

)︂
𝑑𝑡2 − 1(︂

1− 2𝑀

𝑟

)︂ 𝑑𝑟2 − 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2), (1)

которое в последствии легло в основу описания гравитационного поля черной дыры. В 20-х годах

XX века в результате дискуссии по вопросам теории относительности, и в частности о коорди-

натной записи внешнего решения Шварцшильда, П.Пенлеве предложил переписать это решение в

новых координатах [2]

𝑑𝑠2 =

(︂
1− 2𝑀

𝑟

)︂
𝑑𝑡2 + 2

√︂
2𝑀

𝑟
𝑑𝑡𝑑𝑟 − 𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2, (2)

где 𝑀 – масса тела; 𝑟 – радиальная переменная; 𝜃, 𝜙 – угловые кординаты; 𝑑Ω2 = (𝑑𝜃2+sin2 𝜃𝑑𝜙2);

скорость света и ньютоновская постоянная здесь выбраны равными единице.

Пространственная метрика 𝑑𝑙2 = 𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑Ω2 = 𝛿𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 , которая является 3-метрикой ев-

клидовой поверхности, в этом случае отвечает плоскому координатному 3-сечению при 𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

При этом 𝛿𝑖𝑗 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1, 1); 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3.

Предложенная Пенлеве запись 4-метрики (2) приводится к компактному виду

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 −

(︃√︂
2𝑀

𝑟
𝑑𝑡− 𝑑𝑟

)︃2

− 𝑟2𝑑Ω2, (3)

который позволяет ввести очень простые базисные дифференциальные 1-формы Θ(𝛼) в касатель-

ном 4D пространстве-времени,

Θ(𝛼) = 𝑔(𝛼)𝜇 𝑑𝑥𝜇, (4)

где индексы в круглых скобках суть тетрадные индексы; греческие индексы пробегают значения

0, 1, 2, 3; 𝑔
(𝛼)
𝜇 – тетрады (базисные векторы касательного пространства-времени)

𝑔(0)𝜇 = 𝛿0𝜇; 𝑔(1)𝜇 =

√︂
2𝑀

𝑟
𝛿0𝜇 − 𝛿1𝜇; 𝑔(2)𝜇 = 𝑟 𝛿2𝜇; 𝑔(3)𝜇 = sin 𝜃 𝛿3𝜇. (5)

Через эти 1-формы данная 4-метрика (2) может быть переписана как

𝑑𝑠2 = 𝜂𝛼𝛽Θ
(𝛼)Θ(𝛽), (6)

где 𝜂𝛼𝛽 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,−1,−1,−1) – метрический тензор касательного пространства-времени (метрика

Минковского), а базисные дифференциальные 1-формы Картана представляются как

Θ(0) = 𝑑𝑡; Θ(1) =

√︂
2𝑀

𝑟
𝑑𝑡− 𝑑𝑟; Θ(2) = 𝑟 𝑑𝜃; Θ(3) = 𝑟 sin 𝜃𝑑𝜙. (7)

Учитывая выше изложенное, небезынтересно было бы выявить явную связь координат Пен-

леве с другими координатами, например, координатами кривизн и координатами Бонди.

1. Внешнее решение Шварцшильда и координаты Пенлеве

Внешнее решение Шварцшильда может быть записано в различных координатах. Взяв за ис-

ходную запись этого решения ту, которую предложил сам К.Шварцшильд в координатах кривизн

(см. (1)), посмотрим как можно переписать обсуждаемое решение в других координатах.
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Произведем переход к новой временной координате по правилу

𝑡→ 𝑡+ 𝑓(𝑟); 𝑑𝑡→ 𝑑𝑡+ 𝑓
′
(𝑟)𝑑𝑟, (8)

где 𝑓
′
(𝑟) ≡ 𝑑𝑓/𝑑𝑟.

Поставляя в выражение для метрики (1) и приводя подобные члены, придем к следующей

записи:

𝑑𝑠2 =

(︂
1− 2𝑀

𝑟

)︂
𝑑𝑡2 + 2𝑓

′
(︂
1− 2𝑀

𝑟

)︂
𝑑𝑡𝑑𝑟 +

⎛⎜⎜⎝(︂1− 2𝑀

𝑟

)︂
(𝑓

′
)2 − 1(︂

1− 2𝑀

𝑟

)︂
⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2. (9)

Если теперь в полученном выражении потребовать выполнения равенства 𝑓
′
(︂
1− 2𝑀

𝑟

)︂
= ±1

для коэффициента при 𝑑𝑡𝑑𝑟, то сразу получим

𝑓
′
= ±1/

(︂
1− 2𝑀

𝑟

)︂
, (10)

что приведет к исчезновению коэффициента при 𝑑𝑟2. Таким образом, метрика в записи (9) преоб-

разуется к метрике внешнего решения Шварцшильда в координатах Бонди (см, например, [3])

𝑑𝑠2 =

(︂
1− 2𝑀

𝑟

)︂
𝑑𝑡2 ± 2 𝑑𝑡𝑑𝑟 − 𝑟2𝑑Ω2. (11)

При этом, когда временная переменная интерпретируется как запаздывающее время, то выбира-

ется знак плюс перед 𝑑𝑡𝑑𝑟. Если же временная переменная является опережающим временем, то

выбирается знак минус.

Что касается функции 𝑓(𝑟), то она легко находится из требования (10) и равна

± 𝑓(𝑟) = 𝑟 + 2𝑀 𝑙𝑛(𝑟 − 2𝑀). (12)

Однако, возможен другой вариант, если в записи (9) потребовать обращения коэффициента

при 𝑑𝑟2 в минус единицу. В результате получим

± 𝑓
′
=

√︂
2𝑀

𝑟

1− 2𝑀

𝑟

=

√
2𝑀𝑟

𝑟 − 2𝑀
=

√︂
2𝑀

𝑟

(︃
1−

√︂
𝑀

2

(︂
1

√
𝑟 +
√
2𝑀
− 1
√
𝑟 −
√
2𝑀

)︂)︃
. (13)

И окончательно находим

± 𝑓(𝑟) = 2
√
2𝑀

(︃
√
𝑟 +

√︂
𝑀

2
𝑙𝑛

(︃√
𝑟 −
√
2𝑀

√
𝑟 +
√
2𝑀

)︃)︃
. (14)

В этом случае коэффициент при 𝑑𝑡𝑑𝑟 в (9) преобразуется к виду 2

√︂
2𝑀

𝑟
, а само выражение

(9) оказывается совпадающим с записью метрики внешнего решения Шварцшильда в координатах

Пенлеве (2).

2. Внутреннее решение Шварцшильда в Пенлеве-подобных координатах

Естественно, прежде всего возникает вопрос: а можно ли нечто подобное проделать и с внут-

ренним решением, полученным К.Шварцшильдом [4] для однородного гравитирующего шара, за-

полненного нейтральной паскалевой несжимаемой жидкостью, в тех же координатах кривизн и в

том же 1916 году?



16 А.М. Баранов

Чтобы решить эту проблему, запишем 4-метрику для внутреннего решения Шварцшильда в

координатах кривизн в виде (см, например, [5])

𝑑𝑠2 = 𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑡

2 − 𝑑𝑟2

𝜀2𝑆𝑐ℎ(𝑟)
− 𝑟2𝑑Ω2, (15)

где 𝐺𝑆𝑐ℎ(𝑟) =
1

2

(︁
3
√︀
𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑅)−

√︀
𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)

)︁
, 𝑅 – радиус шара, 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟) = 1 − 𝜂𝑟2 = 1 − Φ(𝑟), Φ(𝑟)

– аналог ньютоновского потенциал внутри шара, 𝜂 = (1/3)κ𝜇0, 𝜇0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 – плотность массы

идеальной жидкости, κ = 8𝜋 – постоянная Эйнштейна.

Снова перейдем к новой временной переменной как это было сделано в (8) и подставим в

метрику (15). После приведения подобных членов получаем

𝑑𝑠2 = 𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑡

2 − 2𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑓

′
(𝑟) 𝑑𝑡𝑑𝑟 −

(︂
𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑓

′2
(𝑟)− 1

𝜀2𝑆𝑐ℎ(𝑟)

)︂
𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2. (16)

Если потребовать обращения в ноль коэффициента при 𝑑𝑟2, то приходим к записи в известных

координатах Бонди с

𝑓
′
(𝑟) = ± 1

𝐺𝑆𝑐ℎ(𝑟)

√︃
1

𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)
. (17)

Выберем знак минус, чтобы новая координата времени имела смысл запаздывающего времени.

Тогда метрика (3) запишется как 1

𝑑𝑠2 = 𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑡

2 + 2
𝐺𝑆𝑐ℎ(𝑟)√︀
𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)

𝑑𝑡𝑑𝑟 − 𝑟2𝑑Ω2 = 𝐹𝑆𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑡
2 + 2𝐿𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑡𝑑𝑟 − 𝑟2𝑑Ω2, (18)

где 𝐹𝑆𝑐ℎ(𝑟) = 𝑔00(𝑟), 𝐿𝑆𝑐ℎ(𝑟) = 𝑔01(𝑟), а явный вид этих функций для данного случая очевиден из

выражения (18).

Если теперь потребовать равенства единице выражения в скобках при 𝑑𝑟2, эквивалентному

требованию, чтобы координатное 3-сечение 𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 было евклидовым, то для производной 𝑓
′
(𝑟)

получим выражение в виде

𝑓
′
(𝑟) =

1

𝐺𝑆𝑐ℎ(𝑟)

√︃
1− 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)
𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)

(19)

или

𝑑𝑓(𝑟) =
2 𝜂𝑟 𝑑𝑟

(3
√︀
1− 𝜂𝑅2 −

√︀
1− 𝜂𝑟2)

√︀
1− 𝜂𝑟2

= 2 𝑑(ln(3
√︀
1− 𝜂𝑅2 −

√︀
1− 𝜂𝑟2)). (20)

Отсюда следует

𝑓(𝑟) = 2 ln(3
√︀
1− 𝜂𝑅2 −

√︀
1− 𝜂𝑟2) ≡ ln

(︂(︁
3
√︀
1− 𝜂𝑅2 −

√︀
1− 𝜂𝑟2

)︁2)︂
(21)

или

𝑓(𝑟) = ln(4𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟)) = ln(4 𝑔𝑆𝑐ℎ00 ), (22)

то есть преобразование (8) для данного случая справедливо в записи

𝑡→ 𝑡+ ln(4𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟)). (23)

В свою очередь метрика (16) принимает вид

𝑑𝑠2 = 𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑡

2 − 2𝐺𝑆𝑐ℎ(𝑟)

√︃
1− 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)
𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)

𝑑𝑡𝑑𝑟 −−𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2. (24)

1Внутреннее решение Шварцшильда в такой записи было получено в [6, 7]. Там же введена связь между функ-
циями: 𝜀(𝑟) = 𝐹 (𝑟)/𝐿2(𝑟).
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Если в этом выражении добавить и отнять слагаемое 𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟) (1 − 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟))/(𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)) 𝑑𝑡

2, то

метрика (24) перепишется как

𝑑𝑠2 = 𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑡

2 +
𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟)

(𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟))
(1− 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)) 𝑑𝑡2−

− 𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟)

(𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟))
(1− 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)) 𝑑𝑡2 − 2𝐺𝑆𝑐ℎ(𝑟)

√︃
1− 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)
𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)

𝑑𝑡𝑑𝑟 −−𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2. (25)

Из этой записи метрики видно, что ее можно преобразовать следующим образом, выделяя

полный квадрат,

− 𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟)

(𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟))
(1− 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)) 𝑑𝑡2 − 2𝐺𝑆𝑐ℎ(𝑟)

√︃
1− 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)
𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)

𝑑𝑡𝑑𝑟 − 𝑑𝑟2 =

= −

(︃
𝐺𝑆𝑐ℎ(𝑟)√︀
𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)

√︀
1− 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑡− 𝑑𝑟

)︃2

, (26)

а оставшиеся слагаемые при 𝑑𝑡2 можно свести к выражению(︂
𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟) +

𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟)

(𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟))
(1− 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟))

)︂
𝑑𝑡2 =

(︂
𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟)

𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)

)︂
𝑑𝑡2. (27)

Объединяя результаты (26) и (27), получим метрику (24) в виде, квазиподобном внешней

шварцшильдовской метрике в координатах Пенлеве,

𝑑𝑠2 =

(︂
𝐺2
𝑆𝑐ℎ(𝑟)

𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)

)︂
𝑑𝑡2 −

(︃
𝐺𝑆𝑐ℎ(𝑟)√︀
𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟)

√︀
1− 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑡− 𝑑𝑟

)︃2

− 𝑟2𝑑Ω2 (28)

или, учитывая ранее введенные соотношения между метрическими функциями

𝐺(𝑟), 𝐹 (𝑟), 𝐿(𝑟), 𝜀(𝑟),

𝑑𝑠2 = 𝐿2
𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑡

2 −
(︁
𝐿𝑆𝑐ℎ(𝑟)

√︀
1− 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑡− 𝑑𝑟

)︁2
− 𝑟2𝑑Ω2. (29)

Для такой записи внутренней метрики Шварцшильда легко вводятся базисные дифференци-

альные 1-формы

Θ(0) = 𝐿𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑡; Θ(1) = 𝐿𝑆𝑐ℎ(𝑟)
√︀
1− 𝜀𝑆𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑡− 𝑑𝑟; Θ(2) = 𝑟𝑑𝜃; Θ(3) = 𝑟 sin 𝜃𝑑𝜙, (30)

которые позволяют переписать выражение (16) в виде (6) с тетрадной метрикой 𝑔(𝛼)(𝛽), совпа-

дающей с метрикой Минковского 𝜂𝛼𝛽 , являющейся теперь метрикой касательного пространства-

времени.

Из первых уравнений структуры Картана

dΘ(𝛼) = −𝜔(𝛼)
· (𝛽) ∧Θ(𝛽), (31)

где d -– внешний дифференциал, а операция ∧ обозначает внешнее произведение, находим отлич-

ные от нуля дифференциальные 1-формы связности 𝜔(𝛼)(𝛽).

В силу постоянства тетрадной метрики (𝑑𝑔(𝛼)(𝛽) = 0) 1-формы связности обладают свойством

антисимметричности 𝜔(𝛼)(𝛽) = −𝜔(𝛽)(𝛼). Это облегчает дальнейшее нахождение тетрадных компо-

нент тензора кривизны 𝑅
(𝛼)
· (𝛽)(𝛾)(𝛿) из вторых уравнения структуры Картана

Ω
(𝛼)
· (𝛽) =

1

2
𝑅

(𝛼)
· (𝛽)(𝛾)(𝛿) Θ

(𝛾) ∧Θ(𝛿) = 𝑑𝜔
(𝛼)
· (𝛽) + 𝜔

(𝛼)
· (𝜎) ∧ 𝜔

(𝜎)
· (𝛽) , (32)

где Ω(𝛼)(𝛽) = −Ω(𝛽)(𝛼) — 2-форма кривизны.
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Тензор Риччи по известным компонентам тензора кривизны находится как 𝑅(𝛽)(𝛾) =

𝑅
(𝛼)
· (𝛽)(𝛾)(𝛼), а скалярная кривизна есть свертка тензора Риччи 𝑅

(𝛽)
· (𝛽) = 𝑅.

Зная тензор кривизны, тензор Риччи и скалярную кривизну, нетрудно построить тензор кон-

формной кривизны Вейля

𝑊(𝛼)(𝛽)(𝛾)(𝛿) = 𝑅(𝛼)(𝛽)(𝛾)(𝛿) +𝑅(𝛾)[(𝛼)𝜂𝛽]𝛿 −𝑅(𝛿)[(𝛼)𝜂𝛽]𝛾 −
1

3
𝑅𝜂𝛾[𝛼𝜂𝛽]𝛼. (33)

Как известно смена координат не приводит к изменению тензора кривизны и тензора Вейля.

Поэтому, вычисляя тензор Вейля для метрики (28) в Пенлеве-подобных координатах, получаем

отсутствие ненулевых компонент тензора Вейля, как это и реализуется для внутреннего реше-

ния Шварцшильда, гравитационное поле которого по алгебраической классификации Петрова [8]

принадлежит к конформно-плоскому типу. Тем самым мы лишний раз убедились, алгебраическая

классификация Петрова гравитационных полей не зависит от выбора координат, удобный выбор

которых связан с решением гравитационных уравнений.

Таким образом, получение новой записи известного внутреннего решения Шварцшильда в

новых координатах возможно позволит по иному взглянуть на внутренние решения уравнений

Эйнштейна.

3. Введение Пенлеве-подобных координат для произвольного статического шара

После выше изложенного введения Пенлеве-подобных координат для внутреннего решения

Шварцшильда перейдем к аналогичному описанию произвольного статического гравитирующего

шара.

Запишем произвольную сферически-симметричную 4-метрику для статического случая в ко-

ординатах кривизн как

𝑑𝑠2 = 𝐹 (𝑟) 𝑑𝑡2 − 1

𝐸(𝑟)
𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2, (34)

где 𝐹 (𝑟) = 𝐺2(𝑟); функция 𝐸(𝑟) – аналог ранее введенной функции 𝜀(𝑟).

Опять воспользуемся переходом к новой временной переменной по правилу (8). В результате

применения такого преобразования метрика (34) принимает вид

𝑑𝑠2 = 𝐺2(𝑟) 𝑑𝑡2 + 2𝐺2(𝑟)𝑓
′
𝑑𝑡𝑑𝑟 +

(︂
𝐺2(𝑟)(𝑓

′
)2 − 1

𝐸(𝑟)

)︂
𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2. (35)

Если теперь потребовать отсутствия метрического коэффициента при 𝑑𝑟2, то получим

𝑓
′
= ± 1

𝐺(𝑟)
√︀
𝐸(𝑟)

(36)

или

𝑓(𝑟) = ±
∫︁

1

𝐺(𝑟)
√︀
𝐸(𝑟)

𝑑𝑟 = ±
∫︁

1√︀
𝐹 (𝑟)𝐸(𝑟)

𝑑𝑟 = ±
∫︁

1

𝐿(𝑟)𝐸(𝑟)
𝑑𝑟, , (37)

где выбор знака связан в выбором временной переменной либо как запаздывающего времени, либо

как опережающего. В дальнейшем будем считать, что используется запаздывающее время.

Зная метрические функции 𝐺(𝑟), 𝐿(𝑟), 𝐸(𝑟) из уравнений Эйнштейна можно восстановить

функцию 𝑓(𝑟) из (37).

После выполнения вышеуказанного требования выражение для метрики (35) примет вид

𝑑𝑠2 = 𝐺2(𝑟) 𝑑𝑡2 + 2
𝐺(𝑟)√︀
𝐸((𝑟)

𝑑𝑡𝑑𝑟 − 𝑟2𝑑Ω2 = 𝑑𝑠2 = 𝐹 2(𝑟) 𝑑𝑡2 + 2𝐿(𝑟) 𝑑𝑡𝑑𝑟 − 𝑟2𝑑Ω2, (38)

который совпадает с записью 4-метрики для произвольного статического шара в координатах

Бонди.
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Выбирая метрический коэффициент при 𝑑𝑟2 равным минус единице, приходим к дифферен-

циальному соотношению 2

𝑓
′2

=
1

𝐺2(𝑟)

(︂
1− 𝐸(𝑟)

𝐸(𝑟)

)︂
, (39)

а метрика (35) переписывается как

𝑑𝑠2 = 𝐺2(𝑟) 𝑑𝑡2 + 2𝐺(𝑟)

√︃
1− 𝐸(𝑟)

𝐸(𝑟)
𝑑𝑡𝑑𝑟 − 𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2. (40)

Это и есть запись 4-метрики для внутреннего произвольного статического решения гравити-

рующего шара в Пенлеве-подобных координатах, аналогичная записи внешнего решения Шварц-

шильда в выражении (2).

Однако метрику (40) можно переписать в более компактном виде, пригодном для введения

простых базисных дифференциальных 1-форм как это сделано для записи 4-метрики Шварцшиль-

да в формуле (3). Для этого необходимо в (40) прибавить и вычесть выражение

𝐺2((𝑟)

(︂
1− 𝐸(𝑟)

𝐸(𝑟)

)︂
.

В результате получим

𝑑𝑠2 = 𝐿2(𝑟) 𝑑𝑡2 −
(︁
𝐿(𝑟)

√︀
1− 𝐸(𝑟) 𝑑𝑡− 𝑑𝑟

)︁2
− 𝑟2𝑑Ω2. (41)

Здесь использовано соотношение 𝐺2(𝑟)/𝐸(𝑟) = 𝐿2((𝑟).

В общем же случае сферически-симметричную 4-метрику для статического случая в Пенлеве-

подобных координатах можно записать как

𝑑𝑠2 = 𝐴2(𝑟) 𝑑𝑡2 − (𝐵(𝑟) 𝑑𝑡− 𝑑𝑟)2 − 𝑟2𝑑Ω2 (42)

или

𝑑𝑠2 =
(︀
𝐴2(𝑟)−𝐵2(𝑟)

)︀
𝑑𝑡2 + 2𝐵(𝑟) 𝑑𝑡𝑑𝑟 − 𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑Ω2, (43)

где введенные здесь функции связаны с функциями, использованными ранее, как

𝐴(𝑟) ≡ 𝐿(𝑟) = 𝐺(𝑟)√︀
𝐸(𝑟)

=

√︃
𝐹 (𝑟)

𝐸(𝑟)
; 𝐵(𝑟) = 𝐿(𝑟)

√︀
𝐸(𝑟)

Кроме того,

𝐴2(𝑟)−𝐵2(𝑟) = 𝐿2(𝑟)𝐸(𝑟) = 𝐺2(𝑟) ≡ 𝐹 (𝑟); 𝐴(𝑟)

𝐵(𝑟)
=

1√︀
1− 𝐸(𝑟)

.

Соответствующие базисные 1-формы для метрики (42) могут быть записаны как

Θ(0) = 𝐴(𝑟) 𝑑𝑡; Θ(1) = 𝐵(𝑟) 𝑑𝑡− 𝑑𝑟; Θ(2) = 𝑟 𝑑𝜃; Θ(3) = 𝑟 sin 𝜃𝑑𝜙.

Далее, используя первые и вторые уравнения структуры Картана (31)-(32), можно найти

компоненты тензора кривизны, тензора Риччи и скалярную кривизну, а затем построить гравита-

ционные уравнения Эйнштейна с тензором энергии импульса идеальной жидкости, заполняющей

гравитирующий шар. Для различных распределений плотности массы жидкости будем получать

различные внутренние решения гравитационных уравнений в Пенлеве-подобных координатах.

2В работах [6,7] введена функция Φ(𝑟) = 1−𝐸(𝑟), являющаяся аналогом ньютоновского гравитационного потен-
циала внутри гравитирующего шара.
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4. Внутреннее решение с параболическим распределением плотности массы для шара
в Пенлеве-подобных координатах

В одном из случаев распределения плотности массы идеальной жидкости, приводящего к

точному внутреннему решению уравнений гравитации для шара, поступим по другому. У нас уже

есть запись внутренней метрикиШварцшильда в Пенлеве-подобных координатах, поэтому возьмем

теперь точное решение для шара с плотностью массы 𝜇, убывающей по параболическому закону,

𝜇(𝑟) = 𝜇0 (1− 𝑟2/𝑅2), (44)

где 𝜇0 – центральная плотность массы; 𝑅 – радиус шара; при этом на границе шара 𝜇𝑟=𝑅 = 0.

Такой выбор функциональной зависимости плотности массы отвечает газообразной модели звезды

(без резкой границы).

Данное решение и его обобщение, записанные в координатах Бонди, можно найти в ряде

работ: [6]- [7], [9]- [13]. Найденные в указанных работах метрические функции можно было бы

подставить в запись метрики (42) в явном виде. Однако в данном случае продемонстрируем переход

от координат Бонди к Пенлеве-подобным координатам, воспользовавшись процедурой, описанной

выше. Для этого запишем метрику для сферически симметричного распределения массы шара в

координатах Бонди следующим образом:

𝑑𝑠2 = 𝑔00(𝑟) 𝑑𝑡
2 + 2 𝑔01(𝑟) 𝑑𝑡𝑑𝑟 − 𝑟2𝑑Ω2 = 𝐹 (𝑟) 𝑑𝑡2 + 2𝐿(𝑟) 𝑑𝑡𝑑𝑟 − 𝑟2𝑑Ω2. (45)

Далее, проделаем все выкладки как и при переходе от координат кривизн, начиная с выбора

нового времени по правилу (8), подстановки его в (45) и наложения условия равенства минус

единице коэффициента при 𝑑𝑟2. В результате получим

𝑓
′
=
𝐿

𝐹

(︃√︂
1− 𝐹

𝐿2
− 1

)︃
=
𝐿

𝐹

(︀√
1− 𝜀− 1

)︀
. (46)

После подстановки (46) в выражение для 4-метрики в новых переменных, приведения подоб-

ных членов и выделения квадрата дифференциальной 1-формы
(︁
𝐿(𝑟)

√︀
1− 𝜀(𝑟)) 𝑑𝑡− 𝑑𝑟

)︁
приходим

к записи (41) с 𝐸(𝑟) ≡ 𝜀(𝑟), которая может быть преобразована к виду

𝑑𝑠2 = 𝐿2(𝑥) 𝑑𝜏2 −
(︁
𝐿(𝑥)

√︀
1− 𝜀(𝑥) 𝑑𝜏 − 𝑑𝑥

)︁2
− 𝑥2𝑑Ω2, (47)

где 𝑥 = 𝑟/𝑅 – безразмерный «радиус»; 𝜏 = 𝑡/𝑅 – безразмерное «время»; а явные записи функций

𝐿(𝑥) и 𝜀(𝑥) взяты из упомянутых выше работ:

𝐿(𝑥) =

√︃
𝐹 ((𝑥)

𝜀(𝑥)
=

𝐺((𝑥)√︀
𝜀(𝑥)

; 𝐺(𝑥) = 𝐺0 cos (Ω0𝜁(𝑥) + 𝛼);

𝜁(𝑥) =
Ω0√︀

4Ω2
0 − 𝜂2

𝐴𝑟𝑠ℎ

(︃
2Ω2

0√︀
4Ω2

0 − 𝜂2

(︂
𝑥2 − 𝜂2

2Ω2
0

)︂)︃
; 𝜀(𝑥) = 1− Φ(𝑥) = 1− 𝜒

𝑥

∫︁
𝜇(𝑥)𝑥2𝑑𝑥; (48)

𝜒 = κ𝑅2; Ω2
0 = 𝜒𝜇0/5.

Заключение

В работе рассмотрена проблема введения координат для описания внутренних статических

решений сферически симметричных гравитирующих объектов, аналогичных координатам Пенлеве

для внешнего решения Шварцшильда. Показано как метрику пространства-времени для внешнего

решения Шварцшильда в координатах кривизн переписать в координатах Бонди и Пенлеве. На

примере внутреннего решения Шварцшильда, записанного в координатах кривизн, для однород-

ного гравитирущего шара получена запись 4-метрики в Пенлеве-подобных координатах и найдено
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соответствующее аналитическое преобразование. Показано, что соответствущее гравитационнное

поле является конформно-плоским, как и должно быть для модели статического шара с однород-

ным распределением плотности массы вещества.Процедура перехода к Пенлеве-подобным коорди-

натам обобщена на произвольную статическую сферически симметричную метрику пространства-

времени. Продемонстрирована запись 4-метрики в Пенлеве-подобных коорднатах для параболиче-

ского закона распределения плотности массы идеальной жидкости внутри гравитирущего шара.

В дальнейшем было бы интересным развить этот подход для описания в Пенлеве-подобных ко-

ординатах внутренних сферически симметричных решений уравнений тяготения, моделирующих

статический гравитирующий шар (как модель астрофизического объекта), заполненный идеальной

жидкостью с различными функциональными поведениями плотности массы.
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