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Введение

В ряде предыдущих работ Авторов [1], [2], [3] были описаны численно-аналитические мето-
ды исследования нелинейных динамических систем, а в работах [4], [5] был представлен Автор-
ский пакет DifEqTools, предназначенный для автоматизированного исследования и визуализации
нелинейных динамических систем произвольной размерности. В работах [6]3, [8] с помощью этого
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пакета было проведено усреднение динамических функций стандартной космологической моде-
ли (СКМ) на стадии доминирования скалярного поля. Эти исследования подтвердили необходи-
мость развития численно-аналитических методов исследования нелинейных динамических систем
и важность автоматизации процесса их исследования и визуализации соответствующих моделей
для качественного проведения фундаментальных исследований. В процессе разработки специали-
зированного пакета, предназначенного, в первую очередь, для физиков - теоретиков, остались не
решенными вопросы о точности и скорости вычислений. Решение этих вопросов необходимо для
исследователей, проводящих конкретные вычисления, с целью выбора оптимальных параметров
процедур численного интегрирования, а именно, методов численного интегрирования, минималь-
ных порогов точности вычислений, максимального количества шагов интегрирования, т.е., таких
параметров, которые, с одной стороны, обеспечивают необходимую точность интегрирования, а
с другой стороны – приемлемое время построения численной модели. В данной работе мы, с од-
ной стороны, представляем дополнительные программные процедуры, позволяющие проводить
автоматизированное тестирование программ DifEqTools на точность и скорость вычислений, а с
другой стороны – специализированные программы тестирования пакета на основе сравнения чис-
ленного решения нелинейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), как
с известными точными решениями, так и численными решениями повышенной точности. Кроме
того, последняя версия СКМ Maple (версия 2017) предоставляет дополнительные возможности
визуализации математических моделей, которые учтены в расширенной версии авторского пакета
DifEqTools 2018 года. Сам модернизированный пакет DifEqTools будет предоставлен в свободное
пользование на сайте журнала в ближвйшее время.

Следует подчеркнуть принципиальную важность описываемого пакета особенно в космологи-
ческих и астрофизических исследованиях, в которых в последние годы рассматривается все боль-
шее число нелинейных моделей, основанных на фундаментальных физических полях с большим
числом неизвестных пока параметров. В этих условиях исследователю необходимы инструменты
быстрого и надежного тестирования различных моделей с целью выбора оптимальных параметров
полевых моделей и начальных условий. Громоздкая рутинная работа по построению компьютер-
ных моделей в этих условиях часто становится теми «деревьями», из-за которых не видно «леса».
Автоматизация процесса построения численных моделей и степень сервисности представления ре-
зультатов моделирования могут стать ключевыми факторами в успешности и оперативности таких
исследований и дать понимание особенностей космологических и астрофизических моделей.

1. Команды автоматизированного численного интегрирования ОДУ и визуализации

решений

1.1. Опции команд построения графиков численных решений

Решение задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений произволь-
ного порядка, разрешенных относительно старших производных, достигается в пакете DifEqTools
командой NumDsolve(Eqs,IC,method), где Eqs - список ОДУ, IC - список начальных условий,
method - список параметров численного интегрирования, который, как минимум должен содер-
жать метод численного интегрирования, например, method=rkf45. При этом численное решение
выводится командой

>X:=DifEqTools[NumDsolve](Eqs,IC,method);

и имеет следующий формат

>X(t_1);

[[𝑥1(𝑡1), . . . , 𝑥𝑘(𝑡1)], [𝑥
′

1(𝑡1), ()..(), 𝑥
′

𝑘(𝑡1)], ()..(), [((𝐷@@(𝑛1−1))(𝑥1))(𝑡1), ()..(), ((𝐷@@(𝑛𝑘−1))(𝑥𝑘))(𝑡1)]]
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Автоматизированный вывод графиков численных решений ОДУ достигается командами

� DifEqTools[GraphConf1](Eqs,IC,method,k,t,c,s,p);

� DifEqTools[GraphPhase2d]((Eqs,IC,method,k,t,c,s,p);

� DifEqTools[GraphPhase3d]((Eqs,IC,method,k,t,c,s);

Здесь: EQS - система дифференциальных уравнений, ICS - начальные условия, method - метод
интегрирования:

· rkf45 — метод Рунге-Кутта-Фелберга 4-5 порядка

· dverk78 — метод Рунге-Кутта 7-8 порядка

· stiff — метод решение жестких уравнений

· rosenbrock — метод Розенброка

· classical — классический метод

· taylorseries — метод разложения в ряд Тейлора

Далее: k – список [[i,j]], который задает выводимую динамическую переменную и ее производ-
ную – i - номер этой переменной в списке дифференциальных уравнений EQS, т.е., номер урав-
нения, разрешенного относительно старшей производной этой переменной, j - порядок выводимой
производной этой переменной;
t – интервал интегрирование, либо конечное значение временной переменной 𝑡 = 𝑡1, либо времен-
ной интервал [𝑡0, 𝑡1];
c – цвет графика (ввод color или COLOR(RGB,0,0,0)); s – стиль графика;
p – IVP - информация о решаемой системе и начальные условия в подписи (caption) , coord -
информация о координатах решения при наведении курсора на график, при любом другом значе-
нии p при наведении курсора на график появляется информация о решаемой системе (начальные
условия и координаты для конфигурационных и фазовых траекторий).

1.2. Некоторые примеры численных решений

Приведем некоторые примеры визуализации численного решения системы ОДУ.

1. Автоматизированный вывод конфигурационной траектории численного решения задачи
Коши для нелинейной системы трех уравнений второго порядка с кубическими нелинейностями:

Eqs3n :

[︂
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑥(𝑡) = − 𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡)− 𝑥(𝑡)3,

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑦(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)3,

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑧(𝑡) = 0

]︂
(1.1)

с начальными условиями:

ICS3 : [𝑥(0) = 0, 𝐷(𝑥)(0) = 1, 𝑦(0) = 0, 𝐷(𝑦)(0) = 1, 𝑧(0) = 0, 𝐷(𝑧)(0) = 1] (1.2)

Соответствующая система и начальные условия вводятся следующим образом:

> Eqs3n:=[(D@@2)(x)(t)=-D(y)(t)-x(t)^3,(D@@2)(y)(t)=D(x)(t)-y(t)^3,(D@@2)(z)(t)=0];

> ICS3:=[x(0)=0,D(x)(0)=1,y(0)=0,D(y)(0)=1,z(0)=0,D(z)(0)=1];

а численное решение в графическом представлении получается с помощью простой команды (см.
Рис. 1):

> DifEqTools[GraphConf1](Eqs3n,ICS3,[method=rkf45],[[1,0]],[1,10],black,dash,IVP);
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Рис. 1. Конфигурационная траектория численного решения задачи Коши (1.1)– (1.2). Численное ре-

шение получено с помощью метода rkf45, стилевая опция dash представляет график штрих-пунктирной

линией. Выводится нулевая производная первой динамической функции [[1,0]], т.е., 𝑥(0)(𝑡) ≡ 𝑥(𝑡) на ин-

тервале 𝑡 ∈ [1, 10]. Названия координатных осей выводятся автоматически.

2. Автоматизированный вывод фазовой траектории численного решения задачи Коши (1.1)–
(1.2).

Графический вывод двумерной фазовой траектории осуществляется с помощью команды:

> DifEqTools[GraphPhase2d](Eqs3n,ICS3,[method=dverk78],[[2,0],[2,1]],

[0,100],black,solid,1);

Рис. 2. Фазовая траектория численного решения задачи Коши (1.1)– (1.2). Численное решение полу-

чено с помощью метода dverk78, стилевая опция solid дает представление графика сплошной линией.

Выводится нулевая и первая производные второй динамической функции [[2,0],[2,1]], т.е., 𝑦(0)(𝑡) ≡ 𝑦(𝑡) и

𝑦(1)(𝑡) ≡ 𝑦′(𝑡) на интервале 𝑡 ∈ [0, 100]. Названия координатных осей записываются автоматически. Зеле-

ной точкой автоматически помечается начало траектории, красной – ее конец. На представленном рисунке

эти точки отображены в черно-белом формате.
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3. Автоматизированный вывод трехмерной фазовой траектории численного решения задачи
Коши.

Графический вывод трехмерной фазовой траектории осуществляется с помощью команды
GraphPhase3d, в которой мы для примера указали необязательные опции: abserr=10−7 и
relerr=10−7 – максимально допустимые абсолютную и относительную ошибки. При этом вы-
водятся нулевые производные первой, второй и третьей динамических функций, т.е., 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)
на интервале [0,100].

>DifEqTools[GraphPhase3d](Eqs3n,ICS3,[method=dverk78,abserr=10^(-7),relerr=10^(-7)],

[[1,0],[2,0],[3,0]],[0,100],black,solid,IVP);

Рис. 3. Трехмерная фазовая траектория численного решения задачи Коши (1.1) – (1.2). Зеленой точкой

автоматически помечается начало траектории, красной – ее конец. На представленном рисунке эти точки

отображены в черно-белом формате.

2. Расширенные программные процедуры визуализации математических моделей

В обновленной версии пакета DifEqTools, основанной на версии СКМ Maple 2017 (или более
поздней), программные процедуры визуализации решений системы нелинейных ОДУ содержат
новый параметр, позволяющий интерактивно извлекать информацию о решаемой системе при
наведении курсора на графики полученных решений в форме всплывающего окна.

Продемонстрируем сказанное на примере динамического уравнения скалярного поля в одно-
родной космологической модели [3]

EqF:=(Lambda)->[(D@@2)(Phi)(tau)=-sqrt(3*Pi)*sqrt(Lambda+8*Pi*((D(Phi)(tau))^2+

+Phi(tau)^2))*D(Phi)(tau)-Phi(tau)];

EqF : = 𝜆→ [𝐷(2)(Φ)(𝜏) = −
√︀

(3𝜋)
√︀
𝜆+ 8𝜋(𝐷(Φ)(𝜏)2 +Φ(𝜏)2)𝐷(Φ)(𝜏)− Φ(𝜏)]. (2.3)

Зададим начальные условия

ICF:=(x0,y0)->[Phi(0)=x0,D(Phi)(0)=y0]:

ICF(1,0);

ICF : [Φ(0) = 1, 𝐷(Φ)(0) = 0] (2.4)
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и выведем фазовую траекторию одной из динамических переменных, [Φ(𝑡),
𝑑

𝑑𝜏
Φ(𝜏)], с помощью

команды GraphPhase2d:

DifEqTools[GraphPhase2d](EqF(0.001),ICF(1,0),[method=dverk78,maxfun=5000000],

[[1,0],[1,1]],[900,950],navy,solid,1);

Рис. 4. Интерактивный вывод информации о координатах при наведении курсора на график

Далее, для отображений графиков двух различных функций с различными масштабами
предусмотрена команда UnionPlot(G1,G2), которая создает график с двумя ординатами, рас-
положенными в левой и правой сторонах графика.

>G1:=DifEqTools[GraphConf1](EqF(0.001),ICF,[method=rkf45,maxfun = 50000000],[[1,0]],

[300,310],navy,dash,IVP,NoTime):

>G2:=DifEqTools[GraphConf1](EqF(0.001),ICF,[method=rkf45,maxfun=50000000],[[1,1]],

[300,310],black,solid,IVP,NoTime):

DifEqTools[UnionPlot](G2,G1);

Далее, команда TabTexPlot отображает графики (конфигурационные, фазовые и анимацион-
ные) в табличной форме, что удобно для сравнения различных результатов численного моделиро-
вания. Эта команда содержит следующие опции.

>DifEqTools[TabTextPlot](sp,w,l,c):

sp[[G_1,..,G_n],["name_1",..,"name_n"]] -- список списков графиков(G_n) и

надписи (name_n) к ним. Выводит в виде таблицы -

первая строка создается первым списком, вторая строка вторым списком и т.д.;

w -- ширина таблицы в % от ширины окна Maple;

l -- внутренние границы таблицы скрыты при значение none,

а при 0 отображает внутренние границы;

c -- цвет фона таблицы.
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Рис. 5. Конфигурационные траектории численного решения задачи Коши (2.3). Численное решение

получено с помощью метода rkf45. Выводится нулевая ([1,0]) и первая производные первой динамической

функции([1,1]), т.е., [Φ(𝑡), 0], [Φ(𝑡),
𝑑

𝑑𝑡
Φ(𝑡)] на интервале 𝑡 ∈ [300, 310]. Легенда графика в нижней его части

показывает стиль отображения функций. Интегрируемая система уравнений выводится автоматически.

Приведем пример одновременного вывода трех графиков с результатами численного интегриро-
вания системы (2.3) – (2.4): G1 – графика функции Φ(𝑡) на интервале 𝑡 ∈ [300, 310], G2 – графика
функции 𝑑Φ/𝑑𝑡 на интервале 𝑡 ∈ [300, 310] и G3 – графика функции Φ(𝑡) на интервале 𝑡 ∈ [200, 310]

с подписями [a., b., c.] под графиками.

>G1:=DifEqTools[GraphConf1](EqF(0.001),ICF(1,0),[method=rkf45,maxfun = 50000000],

[[1,0]],[300,310],navy,dash,IVP):

>G2:=DifEqTools[GraphConf1](EqF(0.001),ICF(1,0),[method=rkf45,maxfun = 50000000],

[[1,1]],[300,310],black,solid,IVP):

>G3:=DifEqTools[GraphConf1](EqF(0.001),ICF(1,0),[method=rkf45,maxfun = 50000000],

[[1,0]],[200,310],navy,dash,IVP):

>DifEqTools[TabTexPlot]([[G1,G2,G3],["a.","b.","c."]],70,none,White);

Заметим, что вместо (или в добавление) надписей a,b,c мы могли бы добавить и рисунки
G4,G5<G6, а также и дополнительные строки таблицы.

В обновленном пакете DifEqTools описанные выше программные процедуры объеди-
нены в одну программную процедуру GraphSol. Команда GraphSol позволяет выводить
как конфигурационные, так и фазовые траектории, конфигурационные и фазовые траекто-
рии для алгебраических функций динамических переменных, а также проводить качествен-
ный анализ для двумерной динамической системы. Формат этой универсальной программной
процедуры следующий: DifEqTools[GraphSol](EQS,IC,method,k,t,c,s,V,sp,T). Параметры
EQS,IC,method,k,t,c,s,p описаны выше, при значении параметра p= V необходимо дополнитель-
но ввести список sp, состоящий из трех параметров: [матрица (M0),особая точка A(a,b),индикатор
I] (При I=0 - выводится график с информацией об особой точке (в титуле указывается тип особой
точки, в легенде (подписи) – обозначения цвета точек начала, конца траектории и собственно-
го вектора), при любых других значениях I информация выводится таблица с информацией об
особой точке и графика; T - вывод времени построения графика.
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Рис. 6. Объединение графиков G1,G2,G3, полученных с помощью команды GraphConf1, в таблицу с

подписями a,b,c с помощью команды TabTexPlot. Задан белый цвет фона (опция White) и установлена

ширина таблицы 70% от ширины окна.

Рассмотрим пример применения программной процедуры GraphSol для качественного иссле-
дования двумерной динамической системы

Eqs := (𝑎, 𝑏) →

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑎+ 𝑥2(𝑡)𝑦(𝑡)− (𝑏+ 1)𝑥(𝑡),

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑏𝑥(𝑡)− 𝑥2(𝑡)𝑦(𝑡)

(2.5)

с начальными условиями

Inits := [𝑥(0) = 1, 𝑦(0) = 0]. (2.6)

Приравнивая производные нулю, найдем координаты единственной особой точки 𝑀0(𝑎, 𝑏/𝑎),
в которой матрица динамической системы имеет вид:

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝑏− 1 𝑎2

−𝑏 −𝑎2

⎞⎟⎠ .

Введем координаты особой точки и матрицу динамической системы:

>M0:=(a,b)->[a,b/a]:

>A:=(a,b)->matrix([[b-1,a^2],[-b,-a^2]]):

и построим график решения задачи Коши (2.5) – (2.6) при значениях параметров 𝑎 = 2.5; 𝑏 = 0.7

(Рис. 7):

>DifEqTools[GraphSol](Eqs(2.5,0.7),Inits,[method=rkf45,maxfun = 5000000],

[[1,0],[2,0]],[0,10],"Maroon",solid,V,[A(2.5,0.7),M0(2.5,0.7),0],NoTime)

3. Программы тестирования пакета на точность и скорость численного интегрирования

систем обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений

Перейдем к программам тестирования процедур пакета на точность и скорость вычислений.

3.1. Параметры автоматизированного численного интегрирования систем ОДУ, влия-

ющие на точность и скорость вычислений

Необязательные, но, тем не менее, важные для численного решения ОДУ, параметры числен-
ного интегрирования могут быть следующие.
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Рис. 7. Пример применения команды GraphSol для проведения качественного анализа двумерной ди-

намической системы (2.5). В заголовке к рисунку автоматически выводится тип особой точки. Показан

момент интерактивного вывода численного решения.

∙ maxfun – максимальное число итераций при численном решении системы ОДУ. Значение
maxfun=0 отключает опцию. Значения этого параметра по умолчанию для различных методов
численного интегрирования:
X classical – 50000; dverk78 – 0; lsode – 0; gear – 0; rkf45 – 30000; ck45 – 30000; rosenbrock
– 30000.
∙ abserr - абсолютная погрешность. Значения этого параметра по умолчанию для различных ме-
тодов численного интегрирования следующие:
X classical – не поддерживает, поскольку все классические методы реализованы с фиксирован-
ным размером шага и без контроля ошибок; dverk78 – 10−8; lsode – 10−7; gear – 10−7; rkf45 –
10−7; ck45 – 10−7; rosenbrock – 10−6.
∙ relerr - относительная погрешность. Значения этого параметра по умолчанию для различных
методов численного интегрирования следующие:
X classical – не поддерживает эти параметры, поскольку все классические методы реализова-
ны с фиксированным размером шага и без контроля ошибок; dverk78 – 10−8; lsode – 10−7; gear
– 10−7; rkf45 – 10−6; ck45 – 10−6; rosenbrock – 10−6.

3.2. Программные процедуры автоматизированного тестирования пакета на точность

и скорость вычислений

Как протестировать пакет на точность численного интегрирования? В принципе, возможно
указать два ответа на этот вопрос. Первый их них заключается в сравнении полученного чис-
ленного решения системы ОДУ с известным точным решением. Обозначим это решение r0(𝑡), где
r0(𝑡) – 𝑛-мерный вектор. В случае линейной системы ОДУ нахождение этого вектора не пред-
ставляет принципиальной сложности и достигается применением стандартных алгоритмов теории
дифференциальных уравнений, заложенных, в том числе, и в пакете Maple. В случае нелинейных
систем ОДУ нахождение точных решений почти всегда является результатом некоторого везения.
Примеры отдельных точных решений задачи Коши для нелинейных систем ОДУ можно найти,
например, в книге А.Ф. Филиппова [9]. В случаях, когда не представляется возможным найти точ-
ное решение нелинейной системы ОДУ1, приходится в качестве базового решения ОДУ выбирать
достаточно надежное численное решение соответствующей задачи Коши на данном интервале. Та-
ким образом, будем говорить о некотором эталоном решении системы ОДУ r0(𝑡), которое может

1а таких случаев подавляющее множество
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быть, как точным, так и численным на заданном интервале. Пусть теперь r𝑖 ≡ r(𝑡𝑖) есть численное
решение задачи Коши на интервале 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑛], полученное каким-либо методом интегрированием.
Вычислим приращение радиуса-вектора

∆r(𝑡𝑖) = r(𝑡𝑖)− r0(𝑡𝑖). (3.7)

Введем далее суммарную относительную среднеквадратичную погрешность численного решения
в точке 𝑡𝑖:

𝛿r2(𝑡𝑖) =
∆r2(𝑡𝑖)

r20(𝑡𝑖)
=

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥𝑘(𝑡𝑖)− 𝑥𝑘0(𝑡𝑖))
2

(𝑥𝑘0(𝑡𝑖))
2

. (3.8)

Уравнение

∆r2(𝑡𝑖)

r20(𝑡𝑖)
= Const (3.9)

описывает 𝑛-мерный эллипс в фазовом пространстве динамической системы. Таким образом, фор-
мула (3.8) описывает интегральную среднеквадратичную ошибку для динамической системы. Кон-
станта в правой части (3.9) есть квадрат радиуса среднеквадратичной ошибки.

Для всестороннего тестирования пакета, а также для обеспечения пользователей полноцен-
ным набором инструментов контроля процесса численного интегрирования пакет DifEqTools вер-
сии 2018 года содержит универсальную программную процедуру GRelErrNum, позволяющую ав-
томатизированно выводить информацию об относительных погрешностях вычислений 𝛿r2 (3.8)
различными методами в формате графика, а также программную процедуру GTime, позволяю-
щую выводить время, необходимое для вывода графика:

Команда DifEqTools[GRelErrNum](EQS,ICS,Method,L,N,n,exact)

визиализирует минимальные и максимальные среднеквадратичные относительные ошибки вычис-
лений на заданном интервале интегрирования.
∙ EQS – система дифференциальных уравнений;
∙ ICS – начальные условия;
∙ Method= [method1,method2,...,] – список сравниваемых численных методов интегрирования;
∙ L – интервал интегрирования;
∙ N – число отрезков разбиения интервала;
∙ n =−lg(𝛿), где 𝛿 – относительная погрешность вычислений;
∙ exact - пустой список или список известного точного решения системы ОДУ; Описание первых
5-ти параметров этой процедуры приведено выше, кроме того, имеются еще один новый параметр:
exact – точное решение в формате списка или пустой список.

Команда DifEqTools[GTime](EQS,ICS,Method,k,t,c,s,T,n,L),
∙ EQS – система ДУ;
∙ ICS – начальные условия;
∙ Method – метод интегрирования (при наличии нескольких методов вводятся в виде списка, в
этом случае графики формируются вормате таблицы);
∙ k – список [[i,j]] задает выводимую динамическую переменную и ее производную: i - номер этой
переменной в списке дифференциальных уравнений EQS т.е., номер уравнения, разрешенного от-
носительно старшей производной этой переменной,j - порядок выводимой производной этой пере-
менной;
∙ t – интервал интегрирования;
∙ c – цвет графика, ввод color или COLOR(RGB,0,0,0);
∙ s – стиль графика;
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∙ T – при значение Time параметра T выводит время построение графика, а при значение NoTime
не выводит;
∙ n – reller (относительная погрешность);
∙ L – относительная ширина таблицы в % от ширины окна.

3.3. Результаты тестирования на точность вычислений

В качестве точных решений задачи Коши существенно нелинейных систем ОДУ мы выбирали
решения систем ОДУ, приведенных в книге А.М. Филиппова [9], подобрав значения произвольных
констант в решениях, соответствующих заданным начальным условиям, и переписав решения в
параметрическом виде. Приведем два примера такого тестирования. Рассмотрим нелинейную си-
стему ОДУ 1-го порядка:

2𝑧𝑦′ = 𝑦2 − 𝑧2 + 1, 𝑧′ = 𝑧 + 𝑦. (3.10)

Общее точное решение этой системы есть [9]:

𝑦 = − 1

𝐶1
+
𝐶1

2
(𝑥+ 𝐶2)−

𝐶1

4
(𝑥+ 𝐶2)

2

𝑧 =
𝐶1

4
(𝑥+ 𝐶2)

2 +
1

𝐶1

(3.11)

Преобразуем (3.10) в нормальную систему обыкновенных дифференциальных уравнений (𝑥 ≡ 𝑡):

Eqs1 :

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) =

𝑦(𝑡)2 − 𝑧(𝑡)2 + 1

2𝑧(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡
𝑧(𝑡) = 𝑧(𝑡) + 𝑦(𝑡)

(3.12)

с начальными условиями

Inits_Eqs1 : 𝑦(0) = −1, 𝑧(0) = 1 (3.13)

Найдем частное решение (3.11), соответствующее начальным условиям (3.13)

ES1 : 𝑦(𝑡) = −1 +
1

2
𝑡− 1

4
𝑡2, 𝑧(𝑡) =

1

4
𝑡2 + 1 (3.14)

Запишем систему (3.12) в пакете Maple2 с начальными условиями (3.13)

>Eqs1:=[diff(y(t),t)=(y(t)^2-z(t)^2+1)/(2*z(t)),diff(z(t),t)=z(t)+y(t)]:

>Inits_Eqs1:=[y(0)=-1,z(0)=1]:

и присвоим имя найденному точному решению (3.14) задачи Коши (3.12) –(3.13):

>ES1:=[-1+(1/2)*t-(1/4)*t^2,1/4*t^2+1]:

Выведем численное решение задачи Коши (3.12) –(3.13) в формате графика фазовой траектории
на отрезке 𝑡 ∈ [0, 2] (Рис. 8):

>DifEqTools[GraphPhase2d](Eqs1,Inits_Eqs1,[method=dverk78],[[1,0],[2,0]],[0,2],

black,solid,coord);

>G_ER_Eqs1_0:=DifEqTools[GRelErrNum](Eqs1,Inits_Eqs1,[rkf45,rosenbrock,stiff],

[0,5],20,[3,9],[]);
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Рис. 8. Вывод фазовой траектории системы (3.12) – (3.13) на основе численного решения методом

Рукнге-Кутта 7-8 порядка с помощью команды GraphPhase2d.

Рис. 9. Результаты тестирования программы на точность вычислений для системы (3.12) – (3.13) для

методов [rkf45,rosenbrock,stiff]. По оси абсцисс отложены значения десятичных логарифмов опции

reller относительной ошибки метода интегрирования: Δ = lg(reller), по оси ординат – десятичный лога-

рифм фактической относительной ошибки интегрирования (3.8) относительно наиболее точного числен-

ного решения, полученного методом dverk78.

Пустая скобка [] в опциях процедуры указывает на то, что результаты сравниваются с наи-

более точным численным решением задачи. Результаты тестирования показаны на Рис.9.

Протестируем теперь программу на точность численных решений в сравнении их с точным
решением ES1 (3.14) (Рис. 10).

>G_ER_Eqs1:=DifEqTools[GRelErrNum](Eqs1,Inits_Eqs1,[rkf45,dverk78,rosenbrock,stiff],

[0,5],20,[5,9],ES_1);

2обращаем внимание на обязательность квадратных скобок, т.е., на запись системы ОДУ в форме списка даже
в случае одиночного уравнения
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Рис. 10. Результаты тестирования программы на точность вычислений для системы
(3.12) – (3.13) для методов [rkf45, dverk78, rosenbrock, stiff]. По оси абсцисс от-
ложены значения десятичных логарифмов опции reller относительной ошибки метода
интегрирования: ∆ = lg(reller), по оси ординат – десятичный логарифм фактической
относительной ошибки интегрирования (3.8) относительно точного решения (3.14) –
ES_1.

3.4. Результаты тестирования скорости вычислений в зависимости от метода интегри-

рования

Скорость вычислений является важным фактором при численном интегрировании нелиней-
ных систем ОДУ, особенно с большим числом степеней свободы, когда процесс численного ин-
тегрирования может длиться часами и даже сутками. Поэтому исследователь, приступающий к
численному моделированию, должен иметь инструмент оценки скорости вычислений в зависимо-
сти от метода численного интегрирования и тонкой настройки для выбора «золотой середины»
между точностью результата и скоростью его получения. При этом надо понимать, что скорость
вывода графких данных существенно зависит от параметров компьютера – его несущей частотой,
количеством ядер и памятью. Параметры персонального компьютера, на котором были получе-
ны результаты по скорости вычислений, следующие: Intel(R) Core(TM) i7-3770 GPU@3,40 GHz;
3,40GHz; ОЗУ: 16,0ГБ; 8 ядер; 64 разрядная ОС Windows 8. Параметры тестирующей скорость
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построения графиков команды GTime описаны выше. Приведем пример ее использования приме-
нительно к задаче Коши (3.12) – (3.13) (Рис. 11).

>G_T_Eqs1:=DifEqTools[GTime](Eqs1,Inits_Eqs1,[rkf45,dverk78,rosenbrock,stiff],

[[1,0]],[0,5],black,solid,Time,[5,9],65);

Рис. 11. Зависимость скорости моделирования системы (3.12) – (3.13) от относитель-
ной точности метода метода интегрирования ∆ = lg(reller) для различных методов
интегрирования. Скорость вывода графика функции 𝑦(𝑡) : [1, 0] на интервале 𝑡 ∈ [0, 5]

в сек. отложена на оси ординат. Ширина таблицы установлена в 65% от ширины окна.

4. Моделирование «неудобных» динамических систем с помощью пакета DifEqTools

Рассмотрим примеры моделирования «неудобных» для численного интегрирования нелиней-
ных динамических систем. Такие системы могут содержать большие или малые параметры, по
отношению к значениям которых системы проявляет критическое поведение, либо включает ир-
рациональности, поведение системы вблизи нулей которых имеет жесткое поведение. Типичными
примерами таких нелинейных динамических систем являются модели так называемых орегонатора
и брюсселятора, которые описывают химические реакции, обладающие уникальными свойствами
химических часов. Эти реакции впервые исследовали Б.П. Белоусов (1958) и А.М. Жаботинский
(1964), поэтому часто они называются реакциями Белоусова - Жаботинского. Математическими
моделями реакций типа Белоусова - Жаботинского являются модели орегонарора и брюсселятора.
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4.1. Динамическая система Орегонатор

EqsO :

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) =

𝑦(𝑡)− 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑥(𝑡)(1− 𝑔𝑥(𝑡))

𝑎
;

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = −𝑦(𝑡)− 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) + 2𝑓𝑧(𝑡);

𝑑

𝑑𝑡
𝑧(𝑡) =

𝑥(𝑡)− 𝑧(𝑡)

𝑏

, (4.15)

где 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡) – концентрации реагирующих веществ, 𝑔, 𝑎, 𝑏, 𝑓 – неотрицательные параметры. В
пакете Maple запись системы уравнений (4.15) имеет вид:

>EqsO:=(g,a,b,f)->[diff(x(t),t)=(y(t)-x(t)*y(t)+x(t)*(1-g*x(t)))/a,

diff(y(t),t)=(-y(t)-x(t)*y(t)+2*f*z(t)),

diff(z(t),t)=(x(t)-z(t))/b];

Зададим пока произвольные начальные условия для системы (4.15)

Inits : (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− > [𝑥(0) = 𝑥0, 𝑦(0) = 𝑦0, 𝑧(0) = 𝑧0] : (4.16)

>Inits:=(x0,y0,z0)->[x(0)=x0,y(0)=y0,z(0)=z0]:

С помощью команды GraphSol построим график численного решения задачи Коши (4.15) – (4.16)
со значениями параметров [𝑔 = 0.0007, 𝑎 = .1, 𝑏 = 0.6, 𝑓 = 0.75] относительно функции 𝑥(𝑡) : [1, 0]
на отрезке времени 𝑡 ∈ [0, 50] (Рис. 12).

>G1a3:=DifEqTools[GraphSol](Eqs(0.0007,0.1,0.6,0.75),Inits(0.2,0.4,0.4),

[method=dverk78,maxfun = 50000000],[[1,0]],[0,50],black,solid,IVP,NoTime);

Рис. 12. Орегонатор: (4.15) – (4.16). Выведена зависимость 𝑥(𝑡) на отрезке [0, 50] с по-
мощью команды GraphSol методом dverk78 с параметром метода maxfun= 50000000(!)
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Построенный график хорошо иллюстрирует неудобные особенности динамической системы (4.15):
периодическое чередование плато со значением производной близким к нулю и острых всплес-
ков с очень большим значением производной. Заметим, что аналогичным характером поведения
обладала и модель нелинейного отклика магнитоактивной плазмы на гравитационную волну, ис-
следованная в [12] численным методом Адамса в пакете Mathematica. Заметим также, что такие
большие значения параметра maxfun ∼ 50000000 стали доступны в пакете Maple лишь начиная
с версии 2016 года.

На Рис. 13 показан результат автоматизированного вывода трехмерной фазовой траектории
численного решения задачи Коши (4.15) – (4.16) с перечисленными выше параметрами.

>G3a3:=DifEqTools[GraphSol](Eqs(0.0007,0.1,0.6,0.75),Inits(0.2,0.4,0.4),

[method=dverk78,maxfun = 50000000],[[1,0],[2,0],[3,0]],[0,20],

black,solid,IVP,NoTime);

Рис. 13. Трехмерная фазовая траектория [𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)] динамической системы
(4.15) – (4.16) на отрезке 𝑡 ∈ [0, 20].

4.2. Динамическая система Брюсселятор

Динамическая система Брюсселятор описывается системой уравнений [11]:

EqsB :

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝑎− (𝑏+ 1)𝑥+ 𝑥2𝑦;

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝑏𝑥− 𝑥2𝑦,

(4.17)

где 𝑎, 𝑏 – неотрицательные параметры. Зададим начальные условия для системы (4.17):

InitsB : [𝑥(0) = 1, 𝑦(0) = 0]. (4.18)

В пакете Maple задача Коши (4.17) – (4.18) записывается следующим образом:
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>EqsB:=(a,b)->[diff(x(t),t)=a-(b+1)*x(t)+x(t)^2*y(t),

diff(y(t),t)=b*x(t)-x(t)^2*y(t)];

>InitsB:=[x(0)=1,y(0)=0]:

На Рис. 14 показан результат автоматизированного вывода численного решения задачи Коши
(4.17) – (4.18) в формате одного рисунка с двумя различно масштабированными ординатными
осями.

>G1:=DifEqTools[GraphConf1](Eqs1(2,9.7),Inits1,[method=dverk78,maxfun = 50000000,

relerr=10^(-7)],[[1,0]], [0,50],black,solid,IVP);

>G2:=DifEqTools[GraphConf1](Eqs1(2,6),Inits1,

[method=dverk78,maxfun = 50000000,relerr=10^(-7)],[[2,0]],[0,50],black,dash,IVP);

>DifEqTools[UnionPlot](G1,G2);

Рис. 14. Брюсселятор (4.17) – (4.18) с параметрами: 𝑎 = 1, 𝑏 = 9.7 – слева (𝑥(𝑡)) и
𝑎 = 2, 𝑏 = 6 – справа (𝑦(𝑡)).

Приведем пример исследования поведения брюсселятороа в зависимости от параметра 𝑏 (Рис. 15):

>plots[display](DifEqTools[GraphPhase2d](EqsB(2,1),InitsB,

[method=dverk78,maxfun = 5000000000000],[[1,0],[2,0]],

[0,100],COLOR(RGB,0,0,0),solid,IVP),

DifEqTools[GraphPhase2d](EqsB(2,2),InitsB,

[method=dverk78,maxfun = 5000000000000],[[1,0],[2,0]],

[0,100],COLOR(RGB,0,0,0),solid,IVP),

DifEqTools[GraphPhase2d](EqsB(2,3),InitsB,

[method=dverk78,maxfun = 5000000000000],[[1,0],[2,0]],

[0,100],COLOR(RGB,0,0,0),solid,IVP),

DifEqTools[GraphPhase2d](EqsB(2,4),InitsB,
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[method=dverk78,maxfun = 5000000000000],[[1,0],[2,0]],

[0,100],COLOR(RGB,0,0,0),solid,IVP),

DifEqTools[GraphPhase2d](EqsB(2,5),InitsB,

[method=dverk78,maxfun = 5000000000000],[[1,0],[2,0]],

[0,100],COLOR(RGB,0,0,0),solid,IVP),

DifEqTools[GraphPhase2d](EqsB(2,6),InitsB,

[method=dverk78,maxfun = 5000000000000],[[1,0],[2,0]],

[0,100],COLOR(RGB,0,0,0),solid,IVP));

Рис. 15. Исследование влияния параметра 𝑏 на поведение брюсселятора (4.17) –
(4.18). Параметр 𝑏 изменяется в пределах 2÷ 6 – Снизу вверх.

Мы видим, что при 𝑡→ ∞ траектория становится замкнутой, и образуется предельный цикл.

5. Применение пакета DifEqTools для исследования космологических моделей

В серии работ [13] – [21] было проведено детальное исследование космологических моделей,
основанных на классических и фантомных скалярных полях. Значительное число результатов
этих работ было получено с помощью численного моделирования в пакете DifEqTools. Матема-
тическая модель, положенная в основу этих работ, состоит из нормальной системы уравнений в
четырехмерном фазовом пространстве R4 : {Φ, 𝑍, 𝜙, 𝑧}

Φ′ = 𝑍; 𝑍 ′ = −𝑍
√
3ℰ𝑚 − 𝑒Φ+ 𝛼𝑚Φ3; (5.19)

𝜙′ = 𝑧; 𝑧′ = −𝑧
√
3ℰ𝑚 + 𝜀𝜇2𝜙− 𝛽𝑚𝜙

3, (5.20)

где 𝑓 ′ ≡ 𝑑𝑓/𝑑𝜏 , 𝜏 = 𝑚𝑡,

ℰ𝑚 =
ℰ𝑒𝑓𝑓
𝑚2

≡ 1

2

(︀
𝑍2 + 𝑒Φ2 − 𝛼𝑚

2
Φ4
)︀
− 1

2

(︀
𝑧2 − 𝜀𝜇2𝜙2 +

𝛽𝑚
2
𝜙4
)︀
+ 𝜆𝑚. (5.21)
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В уравнениях (5.19) – (5.21) введены следующие обозначения для безразмерных параметров:

𝛼𝑚 =
𝛼

𝑚2
, 𝛽𝑚 =

𝛽

𝑚2
, 𝜆𝑚 =

𝜆

8𝜋𝑚2
, 𝜇 ≡ m

𝑚
. (5.22)

Заметим, что в этих обозначениях все полевые величины {Φ, 𝑍, 𝜙, 𝑧}, как и плотность энергии ℰ𝑚,
а также постоянная Хаббла 𝐻𝑚 = 𝑎′/𝑎 безразмерны.

В пакете Maple система дифференциальных уравнений, описывающих динамическую систему
(5.19) – (5.20) имеет вид:

>Eqs:=(a,b,e1,e2,m,L)->[(D@@1)(Phi)(t)=Z(t),

(D@@1)(Z)(t)=-sqrt(3)*Z(t)*sqrt(Z(t)^2+e1*Phi(t)^2-a/2*Phi(t)^4-

(z(t)^2-e2*m^2*phi(t)^2+b/2*phi(t)^4)+L)-e1*Phi(t)+a*Phi(t)^3,

(D@@1)(phi)(t)=z(t),(D@@1)(z)(t)=-sqrt(3)*z(t)*sqrt(Z(t)^2+e1*Phi(t)^2-

a/2*Phi(t)^4-(z(t)^2-e2*m^2*phi(t)^2+b/2*phi(t)^4)+L)+e2*phi(t)*m^2-b*phi(t)^3]:

Введем также начальные условия для системы (5.19) – (5.20):

>ICS:=(IC1,IC2,IC3,IC4)->[Phi(0) = IC1, Z(0) =IC2, phi(0) = IC3, z(0) = IC4]:

и условие вещественности подкоренного выражения в (5.19) – (5.20) (𝐸𝑚 >= 0):

>Reg:=(a,b,e1,e2,m,L)->Z^2+e1*Phi^2-(1/2)*a*Phi^4-z^2+e2*m^2*phi^2-

-(1/2)*b*phi^4+L>=0:

Задача Коши для динамической системы (5.19) – (5.20) полностью определяется заданием пара-
метров P и начальных условий I:

𝑃 = [𝛼, 𝛽, 𝑒, 𝜖, 𝜇,Λ], I = [Φ(0), 𝑍(0), 𝜙(0), 𝑧(0)].

В дальнейшем мы используем специальную программную процедуру RealRadical [23], позволяю-
щую автоматически накладывать на график фазовых траекторий область запрещенных значений
фазовых координат. На Рис. 16 показана фазовая траектория динамической системы (5.19) – (5.20)
в плоскости Φ, 𝑍, полученная с помощью этой интегрированной программной процедуры (подроб-
ности см. в [21]).

>RealRadical(Eqs(-1,1,-1,1,1,0),ICS(0.09,0.1,0.1,0.04),Reg(-1,1,-1,1,1,0),

[method=dverk78,maxfun=50000000],[3,4],[[1,0],[2,0]],[-2.583637,1.8],

[-1.5,1.5],[-0.8,0.8],"White","LightGrey", "Black");

Покажем пример совмещения графиков в формате таблицы, позволяющего проследить поведение
динамической системы. На Рис. 17 показана эволюция динамической системы (5.19) – (5.20) с
параметрами P = [−1, 1,−1, 1, 1, 0] и начальными условиями I = [0.5, 0.1, 0.5, 0] на интервале 𝜏 =

[−1, 𝜏1] при увеличении 𝜏1 = 0÷ 2.

>G_0:=RealRadical(Eqs(1,-1,1,-1,1,0),ICS(0.5,0.1,0.5,0),Reg(1,-1,1,-1,1,0),

[method=dverk78,maxfun =500000],[2,4],[[1,0],[3,0]],[-1,0],[-1,2],[-1.5,1.5],

"PeachPuff","Linen", "Navy");

>G_05:=RealRadical(Eqs(1,-1,1,-1,1,0),ICS(0.5,0.1,0.5,0),Reg(1,-1,1,-1,1,0),

[method=dverk78,maxfun =500000],[2,4],[[1,0],[3,0]],[-1,0.5],[-1,2],[-1.5,1.5],

"PeachPuff","Linen", "Navy");
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Рис. 16. Фазовая траектория классического поля с параметрами P = [−1, 1,−1, 1, 1, 0]

и начальными условиями I = [0.09, 0.1, 0.1, 0.04] на интервале 𝜏 ∈ [−0.015, 0.015]. Серым
цветом выделена запрещенная область фазового пространства в конечный момент вре-
мени 𝜏 , начало траектории отмечено черным квадратом, конец траектории – черным
кружком.

>G_1:=RealRadical(Eqs(1,-1,1,-1,1,0),ICS(0.5,0.1,0.5,0),Reg(1,-1,1,-1,1,0),

[method=dverk78,maxfun =500000],[2,4],[[1,0],[3,0]],[-1,1],[-1,2],[-1.5,1.5],

"PeachPuff","Linen", "Navy");

>G_2:=RealRadical(Eqs(1,-1,1,-1,1,0),ICS(0.5,0.1,0.5,0),Reg(1,-1,1,-1,1,0),

[method=dverk78,maxfun =500000],[2,4],[[1,0],[3,0]],[-1,2],[-1,2],[-1.5,1.5],

"PeachPuff","Linen", "Navy");

>G_3:=RealRadical(Eqs(1,-1,1,-1,1,0),ICS(0.5,0.1,0.5,0),Reg(1,-1,1,-1,1,0),

[method=dverk78,maxfun =500000],[2,4],[[1,0],[3,0]],[-1,3],[-1,2],[-1.5,1.5],

"PeachPuff","Linen", "Navy");

>G_4:=RealRadical(Eqs(1,-1,1,-1,1,0),ICS(0.5,0.1,0.5,0),Reg(1,-1,1,-1,1,0),

[method=dverk78,maxfun =500000],[2,4],[[1,0],[3,0]],[-1,4],[-1,2],[-1.5,1.5],

"PeachPuff","Linen", "Navy");

>G_5:=RealRadical(Eqs(1,-1,1,-1,1,0),ICS(0.5,0.1,0.5,0),Reg(1,-1,1,-1,1,0),

[method=dverk78,maxfun =500000],[2,4],[[1,0],[3,0]],[-1,5],[-1,2],[-1.5,1.5],

"PeachPuff","Linen", "Navy");

>G_8:=RealRadical(Eqs(1,-1,1,-1,1,0),ICS(0.5,0.1,0.5,0),Reg(1,-1,1,-1,1,0),

[method=dverk78,maxfun =500000],[2,4],[[1,0],[3,0]],[-1,8],[-1,2],[-1.5,1.5],

"PeachPuff","Linen", "Navy");

>DifEqTools[TabTextPlot]([[G_0,G_05,G_1,G_2],[G_3,G_4,G_5,G_8]],100,none,White):
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Рис. 17. Эволюция динамической системы (5.19) – (5.20).
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