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Введение

Принципиальное значение для нахождения решений уравнений физических полей имеет вы-

бор анзаца – общей конфигурации полевых потенциалов, устанавливаемой из теоретико-групповых

соображений (анзац Виттена, процедура Форгача–Мантона построения анзацев янг-миллсовских и

хиггсовских полей для широкого класса пространственно-временных симметрий и др.). Симметрии

используются также для построения законов сохранения, составляющих основу любой физической

теории. Согласно теореме Э. Нётер и исследованиям группы американских ученых проективные и

аффинные движения приводят к фундаментальным механическим и полевым законам сохранения.

Главная трудность при построении таких законов сохранения заключается, по мнению авторов, в

нахождении указанных движений

Векторное поле 𝑋 на многообразии 𝑀 с проективной структурой Π называется инфинитези-

мальным проективным преобразованием, или проективным движением (п.д.), если порождаемая

этим полем в окрестности каждой точки 𝑝 ∈ 𝑀 локальная 1-параметрическая группа состоит из

(локальных) проективных преобразований, т.е. автоморфизмов проективной структуры. Для этого

необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

𝐿𝑋𝑔 = ℎ (1)

(обобщенное уравнение Киллинга) и

∇ℎ(𝑌,𝑍,𝑊 ) = 2𝑔(𝑌,𝑍)𝑊𝜙+ 𝑔(𝑌,𝑊 )𝑍𝜙+ 𝑔(𝑍,𝑊 )𝑌 𝜙 (2)

(уравнение Эйзенхарта), где 𝑌,𝑍,𝑊 ∈ 𝑇𝑀 , (𝑛 + 1)𝜙 = div𝑋. Если 𝜙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, т. е. div𝑋 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то проективное движение является аффинным, в частности, при ℎ = 𝑐𝑔 гомотетическим

(преобразование подобия), а при ℎ = 0 изометрическим (сохраняющим метрику 𝑔).

Данная статья посвящена проблеме определения псевдоримановх многообразий (𝑀, 𝑔), допус-

кающих алгебры Ли инфинитезимальных проективных (в частности, аффинных) преобразований,

более широкие, чем алгебры Ли инфинитезимальных гомотетий. Подобная задача для 𝑛-мерных

собственно римановых и лоренцевых пространств была решена в работах Т. Леви-Чивита, А. С.

Солодовникова, А. З. Петрова и А. В. Аминовой ( [4], см. обзор в [9]). Для псевдоримановых

многообразий произвольных сигнатуры и размерности проблема их классификации по алгебрам и

группам Ли проективных преобразований, поставленная более ста лет назад, остается открытой.

Классификация пространств, допускающих негомотетические проективные движения, осно-

вана на разбиении их по типам в соответствии с алгебраической структурой производной Ли 𝐿𝑋𝑔

метрики 𝑔 в направлении проективного движения 𝑋, определяемой в каждой точке 𝑝 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑀

характеристикой Сегре 𝜒 тензора ℎ = 𝐿𝑋𝑔. Тип тензора 𝐿𝑋𝑔 определяет тип проективного дви-

жения 𝑋 и тип метрики 𝑔 в области 𝑉 . Такие метрики будем называть ℎ-метриками типа 𝜒, а

соответствующие пространства – ℎ-пространствами типа 𝜒.

В работах [10] и [11] исследованы пятимерные ℎ-пространства типов соответственно {221}
и {32}. В данной работе с помощью метода косонормального репера ( [9], см. также [11], где

приведены необходимые сведения, касающиеся определения и свойств косонормального репера)

определяются пятимерные ℎ-пространства типа {41} (теорема 1) и устанавливаются необходимые
и достаточные условия существования проективного движения типа {41} (теорема 2).

1. Вычисление 1-формы связности.

Пусть (𝑌ℎ = 𝜉
ℎ

𝑖𝜕/𝜕𝑥𝑖) – косонормальный репер в области 𝑉 ⊆𝑀 , 𝜃ℎ – каноническая 1-форма,

сопряженная с 𝑌ℎ. В терминах локальной координатной системы каноническая форма 𝜃 = 𝜃𝑖𝐸𝑖

задается соотношением ( [9], c. 96)

𝜃𝑖 = Θ𝑖
𝑗𝑑𝑥

𝑗

(︂
𝑑𝑥𝑘 = 𝜉

𝑖

𝑘𝜃𝑖
)︂
, (3)
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где
(︀
Θ𝑖

𝑗

)︀
– обратная матрица для

(︂
𝜉
𝑗

𝑘

)︂
:

𝜉
𝑘

𝑖Θ𝑘
𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 . (4)

Пусть 𝜃ℎ – каноническая 1-форма, сопряженная с 𝑌ℎ, (𝑌ℎ) – (канонический) косонормальный

репер в области 𝑉 ⊆𝑀 , в котором билинейные формы 𝑔 и ℎ имеют канонический вид

𝑔|𝑉 =

2∑︁
𝑝=1

𝑔𝑝, ℎ|𝑉 =

2∑︁
𝑝=1

(𝜆𝑝 + 2𝜙)𝑔𝑝 + ℎ0 ≡ 𝑎+ 2𝜙𝑔, 2𝜙 =

2∑︁
𝑝=1

𝜆𝑝,

где 𝜆1, 𝜆2 – не равные друг другу характеристические числа билинейной формы 𝑎 = ℎ − 2𝜙𝑔

кратностей соответственно 4 и 1 (тип {41}),

𝑔1 = 𝑒1(𝜃1𝜃4 + 𝜃2𝜃3 + 𝜃3𝜃2 + 𝜃4𝜃1), 𝑔2 = 𝑒2𝜃5𝜃5,

ℎ0 = 𝑎0 = 𝑒1(𝜃1𝜃3 + 𝜃2𝜃2 + 𝜃3𝜃1)

(1̃ = 4, 2̃ = 3, 3̃ = 2, 4̃ = 1, 5̃ = 5), 𝑒1, 𝑒2 = ±1.

(5)

Коэффициенты вращения Риччи 𝛾𝑙𝑝𝑘 = −𝛾𝑝𝑙𝑘 определяются в области 𝑉 ⊆ 𝑀 равенствами

( [8], § 30)

∇𝑌𝑘
𝑌𝑙 ≡

5∑︁
𝑝=1

𝑒𝑝𝛾𝑙𝑝𝑘𝑌𝑝 = 𝛾𝑝𝑙𝑘𝑌𝑝,

где 𝛾𝑝𝑙𝑘 = 𝑒𝑝𝛾𝑙𝑝𝑘 – компоненты 1-формы связности 𝜔𝑖
𝑗 в косорепере (𝑌ℎ):

𝜔𝑖
𝑗 = 𝛾𝑖𝑗𝑙𝜃

𝑙 = 𝑒𝑖𝛾𝑗𝑖̃𝑙𝜃
𝑙 =

5∑︁
ℎ=1

𝑒ℎ𝑒𝑖𝛾𝑗𝑖̃ℎ𝜃ℎ̃. (6)

После замены ℎ = 𝑎 + 2𝜙𝑔 уравнение Эйзенхарта (2) в косонормальном репере (𝑌ℎ) примет

вид

𝑌𝑟𝑎̄𝑝𝑞 +

5∑︁
ℎ=1

𝑒ℎ(𝑎̄ℎ𝑞𝛾ℎ̃𝑝𝑟 + 𝑎̄𝑝ℎ𝛾ℎ̃𝑞𝑟) = 𝑔𝑞𝑟𝑌𝑝𝜙+ 𝑔𝑝𝑟𝑌𝑞𝜙

(𝑝, 𝑞, 𝑟 = 1, . . . , 5), что равносильно

𝑑𝑎̄𝑝𝑞 +

𝑛∑︁
ℎ=1

𝑒ℎ(𝑎̄ℎ𝑞𝜔𝑝ℎ̃ + 𝑎̄𝑝ℎ𝜔𝑞ℎ̃) = (𝑌𝑞𝜙)𝜃𝑝 + (𝑌𝑝𝜙)𝜃𝑞, (7)

где 𝜔𝑝𝑞 = −𝜔𝑞𝑝 есть 1-форма связности.

Подставив в (7) вместо 𝑔𝑝𝑞 и 𝑎̄𝑝𝑞 соответствующие канонические значения для типа {41},

получим

𝑌1𝜙 = 𝑌2𝜙 = 𝑌3𝜙 = 0, 𝑑𝜆1 =
1

2
(𝑌4𝜙)𝜃1, 𝑑𝜆2 = 2(𝑌5𝜙)𝜃5, (8)

𝜔13 =
1

2
(𝑌4𝜙)𝜃1, 𝜔14 = −(𝑌4𝜙)𝜃2, 𝜔15 =

𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
𝜃1,

𝜔24 = −(𝑌4𝜙)𝜃3, 𝜔25 =
𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)2
𝜃1 +

𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
𝜃2,

𝜔34 = −(𝑌4𝜙)𝜃4, 𝜔35 =
𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)3
𝜃1 +

𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)2
𝜃2 +

𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
𝜃3,

𝜔45 =
𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)4
𝜃1 +

𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)3
𝜃2 +

𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)2
𝜃3 +

𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
𝜃4 +

𝑌4𝜙

𝜆2 − 𝜆1
𝜃5.
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Ипользуя (6), найдем отсюда коэффициенты вращения Риччи:

𝛾314 = −𝛾134 =
1

2
𝑒1𝑌4𝜙, 𝛾413 = −𝛾143 = −𝑒1𝑌4𝜙, 𝛾422 = −𝛾242 = −𝑒1𝑌4𝜙,

𝛾431 = −𝛾341 = −𝑒1𝑌4𝜙, 𝛾514 = −𝛾154 =
𝑒1𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
, 𝛾523 = −𝛾253 =

𝑒1𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
,

𝛾524 = −𝛾254 =
𝑒1𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)2
, 𝛾532 = −𝛾352 =

𝑒1𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
,

𝛾533 = −𝛾353 =
𝑒1𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)2
, 𝛾534 = −𝛾354 =

𝑒1𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)3
,

𝛾541 = −𝛾451 =
𝑒1𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
, 𝛾542 = −𝛾452 =

𝑒1𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)2
,

𝛾543 = −𝛾453 =
𝑒1𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)3
, 𝛾544 = −𝛾454 =

𝑒1𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
,

𝛾545 = −𝛾455 =
𝑒2𝑌4𝜙

𝜆2 − 𝜆1
.

Остальные коэффициенты 𝛾𝑖𝑗𝑘 равны нулю.

Из (8) следуют равенства

𝑌𝑖𝜆1 =
1

2
𝛿𝑖4𝑌4𝜙, 𝑌𝑖𝜆2 = 2𝛿𝑖5𝑌5𝜙. (9)

Используя полученные соотношения и формулу

[𝑌𝑘, 𝑌ℎ] ≡ ∇𝑌𝑘
𝑌ℎ −∇𝑌ℎ

𝑌𝑘 =

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑒𝑙 (𝛾𝑙𝑘ℎ − 𝛾𝑙ℎ𝑘)𝑌𝑙̃,

составим скобки Ли векторных полей 𝑌1, ..., 𝑌5:

[𝑌1, 𝑌2] = 0, [𝑌1, 𝑌3] = 0, [𝑌1, 𝑌4] = −1

2
(𝑌4𝜙)𝑌2,

[𝑌1, 𝑌5] =
𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
𝑌1, [𝑌2, 𝑌3] = 0, [𝑌2, 𝑌4] = −(𝑌4𝜙)𝑌3,

[𝑌2, 𝑌5] =
𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)2
𝑌1 +

𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
𝑌2, [𝑌3, 𝑌4] = −3

2
(𝑌4𝜙)𝑌4, (10)

[𝑌3, 𝑌5] =
𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)3
𝑌1 +

𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)2
𝑌2 +

𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
𝑌3,

[𝑌4, 𝑌5] =
𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)4
𝑌1 +

𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)3
𝑌2 +

𝑌5𝜙

(𝜆2 − 𝜆1)2
𝑌3 +

𝑌5𝜙

𝜆2 − 𝜆1
𝑌4 +

𝑌4𝜙

𝜆2 − 𝜆1
𝑌5,

остальные скобки Ли равны нулю.

Напомним, что система линейных дифференциальных уравнений в частных производных с

неизвестной функцией 𝑢:

𝑌𝑠𝜃 ≡ 𝜉
𝑠

𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
= 0 (𝑠 = 1, . . . , 𝑝; 𝑖 = 1, . . . , 𝑛),

где 𝜉
𝑠

𝑖 — компоненты 𝑝 векторов косонормального репера (𝑌1, . . . , 𝑌𝑛), является вполне интегриру-

емой, т. е. допускает 𝑛 − 𝑝 независимых решений 𝑢1, . . . , 𝑢𝑝, если и только если все коммутаторы

операторов системы ( [8], с. 143)

[𝑌𝑠, 𝑌𝑡] ≡ 𝑌𝑠𝑌𝑡 − 𝑌𝑡𝑌𝑠 =

𝑛∑︁
𝑟=1

𝑒𝑟(𝛾𝑟𝑠𝑡 − 𝛾𝑟𝑡𝑠)𝑌𝑟 (𝑠, 𝑡 = 1, . . . , 𝑝), (11)
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где

𝛾𝑖𝑗𝑘 = 𝜉
𝑖
𝑙,𝑚 𝜉

𝑗

𝑙 𝜉
𝑘

𝑚 (12)

— коэффициенты вращения Риччи, линейно выражаются через операторы системы 𝑌1, . . . , 𝑌𝑝 ( [7],

c. 12).

Из приведенных выше формул следует, что системы дифференциальных уравнений

𝑌1𝑢 = 𝑌2𝑢 = 𝑌3𝑢 = 𝑌5𝑢 = 0,

𝑌1𝑢 = 𝑌2𝑢 = 𝑌5𝑢 = 0,

𝑌1𝑢 = 𝑌5𝑢 = 0,

являются вполне интегрируемыми. Обозначим единственное решение первой системы и одно из

двух независимых решений второй системы через 𝑢4, решение второй системы – через 𝑢3; решения

третьей системы обозначим 𝑢2, а решения уравнения 𝑌5𝑢 = 0 – через 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4. Система 𝑌1𝑢 =

𝑌2𝑢 = 𝑌3𝑢 = 𝑌4𝑢 = 0 также является вполне интегрируемой, ее единственное решение обозначим

𝑢5. В новых координатах 𝑥𝑖
′
= 𝑢𝑖, опустив штрихи, получим

𝜉
1

𝑖 = 𝑄(𝑥)𝛿𝑖1, 𝜉
5

𝑖 = 𝑃 (𝑥)𝛿𝑖5, 𝜉
2

3 = 𝜉
2

4 = 𝜉
2

5 = 𝜉
3

4 = 𝜉
3

5 = 𝜉
4

5 = 0.

Из (8) и (9) следует, что 𝜆1 зависит только от 𝑥
4, а 𝜆2 – только от 𝑥

5: 𝜆1 ≡ 𝑓1(𝑥
4), 𝜆2 ≡ 𝑓2(𝑥

5),

при этом

𝜙 =
1

2
(4𝑓1 + 𝑓2).

2. Основные уравнения.

Приравнивая в каждой координатной окрестности 𝑈 координаты векторных полей в правых

и левых частях уравнений (10), с учетом формулы

[𝑌𝑘, 𝑌ℎ]|𝑈 = (𝜉
𝑘

𝑖𝜕𝑖𝜉
ℎ

𝑗 − 𝜉
ℎ

𝑖𝜕𝑖𝜉
𝑘

𝑗)𝜕𝑥𝑗

получим следующую систему нелинейных уравнений в частных производных с неизвестными 𝜉
𝑖

𝑗 :

1∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
2

1 − 𝜉
2

1𝜕1𝜉
1

1 − 𝜉
2

2𝜕2𝜉
1

1 = 0,

2∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
2

2 = 0,

3∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
3

1 − 𝜉
3

1𝜕1𝜉
1

1 − 𝜉
3

2𝜕2𝜉
1

1 − 𝜉
3

3𝜕3𝜉
1

1 = 0,

4∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
3

2 = 0,

5∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
3

3 = 0,

6∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
4

1 − 𝜉
4

1𝜕1𝜉
1

1 − 𝜉
4

2𝜕2𝜉
1

1 − 𝜉
4

3𝜕3𝜉
1

1 − 𝜉
4

4𝜕4𝜉
1

1 = −𝜉
4

4𝑓 ′1𝜉
2

1,

7∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
4

2 = −𝜉
4

4𝑓 ′1𝜉
2

2,

8∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
4

3 = 0,
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9∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
4

4 = 0,

10∘ 𝜉
5

5𝜕5𝜉
1

1 = −1

2

1

𝑓2 − 𝑓1
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
1

1,

11∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
5

5 = 0,

12∘ 𝜉
2

1𝜕1𝜉
3

1 + 𝜉
2

2𝜕2𝜉
3

1 − 𝜉
3

1𝜕1𝜉
2

1 − 𝜉
3

2𝜕2𝜉
2

1 − 𝜉
3

3𝜕3𝜉
2

1 = 0,

13∘ 𝜉
2

1𝜕1𝜉
3

2 + 𝜉
2

2𝜕2𝜉
3

2 − 𝜉
3

1𝜕1𝜉
2

2 − 𝜉
3

2𝜕2𝜉
2

2 − 𝜉
3

3𝜕3𝜉
2

2 = 0,

14∘ 𝜉
2

1𝜕1𝜉
3

3 + 𝜉
2

2𝜕2𝜉
3

3 = 0,

15∘ 𝜉
2

1𝜕1𝜉
4

1 + 𝜉
2

2𝜕2𝜉
4

1 − 𝜉
4

1𝜕1𝜉
2

1 − 𝜉
4

2𝜕2𝜉
2

1 − 𝜉
4

3𝜕3𝜉
2

1 − 𝜉
4

4𝜕4𝜉
2

1 = −2𝜉
4

4𝑓 ′1𝜉
3

1,

16∘ 𝜉
2

1𝜕1𝜉
4

2 + 𝜉
2

2𝜕2𝜉
4

2 − 𝜉
4

1𝜕1𝜉
2

2 − 𝜉
4

2𝜕2𝜉
2

2 − 𝜉
4

3𝜕3𝜉
2

2 − 𝜉
4

4𝜕4𝜉
2

2 = −2𝜉
4

4𝑓 ′1𝜉
3

2,

17∘ 𝜉
2

1𝜕1𝜉
4

3 + 𝜉
2

2𝜕2𝜉
4

3 = −2𝜉
4

4𝑓 ′1𝜉
3

3,

18∘ 𝜉
2

1𝜕1𝜉
4

4 + 𝜉
2

2𝜕2𝜉
4

4 = 0,

19∘ 𝜉
2

1𝜕1𝜉
5

5 + 𝜉
2

2𝜕2𝜉
5

5 = 0,

20∘ 𝜉
5

5𝜕5𝜉
2

1 = −1

2

1

(𝑓2 − 𝑓1)2
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
1

1 − 1

2

1

𝑓2 − 𝑓1
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
2

1,

21∘ 𝜉
5

5𝜕5𝜉
2

2 = −1

2

1

𝑓2 − 𝑓1
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
2

2,

22∘ 𝜉
3

1𝜕1𝜉
4

1 + 𝜉
3

2𝜕2𝜉
4

1 + 𝜉
3

3𝜕3𝜉
4

1 − 𝜉
4

1𝜕1𝜉
3

1 − 𝜉
4

2𝜕2𝜉
3

1 − 𝜉
4

3𝜕3𝜉
3

1 − 𝜉
4

4𝜕4𝜉
3

1 = −3𝜉
4

4𝑓 ′1𝜉
4

1,

23∘ 𝜉
3

1𝜕1𝜉
4

2 + 𝜉
3

2𝜕2𝜉
4

2 + 𝜉
3

3𝜕3𝜉
4

2 − 𝜉
4

1𝜕1𝜉
3

2 − 𝜉
4

2𝜕2𝜉
3

2 − 𝜉
4

3𝜕3𝜉
3

2 − 𝜉
4

4𝜕4𝜉
3

2 = −3𝜉
4

4𝑓 ′1𝜉
4

2,

24∘ 𝜉
3

1𝜕1𝜉
4

3 + 𝜉
3

2𝜕2𝜉
4

3 + 𝜉
3

3𝜕3𝜉
4

3 − 𝜉
4

1𝜕1𝜉
3

3 − 𝜉
4

2𝜕2𝜉
3

3 − 𝜉
4

3𝜕3𝜉
3

3 − 𝜉
4

4𝜕4𝜉
3

3 = −3𝜉
4

4𝑓 ′1𝜉
4

3,

25∘ 𝜉
3

1𝜕1𝜉
4

4 + 𝜉
3

2𝜕2𝜉
4

4 + 𝜉
3

3𝜕3𝜉
4

4 = −3𝑓 ′1(𝜉
4

4)2,

26∘ 𝜉
5

5𝜕5𝜉
3

1 = −1

2

1

𝑓2 − 𝑓1
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
3

1 − 1

2

1

(𝑓2 − 𝑓1)2
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
2

1 − 1

2

1

(𝑓2 − 𝑓1)3
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
1

1,

27∘ 𝜉
5

5𝜕5𝜉
3

2 = −1

2

1

𝑓2 − 𝑓1
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
3

2 − 1

2

1

(𝑓2 − 𝑓1)2
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
2

2,

28∘ 𝜉
5

5𝜕5𝜉
3

3 = −1

2

1

𝑓2 − 𝑓1
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
3

3,

29∘ 𝜉
3

1𝜕1𝜉
5

5 + 𝜉
3

2𝜕2𝜉
5

5 + 𝜉
3

3𝜕3𝜉
5

5 = 0,

30∘ 𝜉
5

5𝜕5𝜉
4

1 = −1

2

1

𝑓2 − 𝑓1
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
4

1 − 1

2

1

(𝑓2 − 𝑓1)2
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
3

1−

1

2

1

(𝑓2 − 𝑓1)3
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
2

1 − 1

2

1

(𝑓2 − 𝑓1)4
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
1

1,
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31∘ 𝜉
5

5𝜕5𝜉
4

2 = −1

2

1

𝑓2 − 𝑓1
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
4

2 − 1

2

1

(𝑓2 − 𝑓1)2
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
3

2 − 1

2

1

(𝑓2 − 𝑓1)3
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
2

2,

32∘ 𝜉
5

5𝜕5𝜉
4

3 = − 1
2

1

𝑓2 − 𝑓1
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
4

3 − 1

2

1

(𝑓2 − 𝑓1)2
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
3

3,

33∘ 𝜉
5

5𝜕5𝜉
4

4 = −1

2

1

𝑓2 − 𝑓1
𝜉
5

5𝑓 ′2𝜉
4

4,

34∘ 𝜉
4

1𝜕1𝜉
5

5 + 𝜉
4

2𝜕2𝜉
5

5 + 𝜉
4

3𝜕3𝜉
5

5 + 𝜉
4

4𝜕4𝜉
5

5 =
2

𝑓2 − 𝑓1
𝜉
4

4𝑓 ′1𝜉
5

5 (13)

(штрих означает производную функции по ее аргументу, например, 𝑓 ′1 ≡ 𝑑𝑓1/𝑑𝑥
4).

Интегрируя уравнения 10∘, 2∘, 20∘, 5∘, 14∘, 27∘, 11∘, 19∘, 29∘ и 34∘, найдем

𝜉
1

1 =
1

(𝑓2 − 𝑓1)1/2
𝑇1(𝑥

1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝜉
2

2 =
1

(𝑓2 − 𝑓1)1/2
𝑇2(𝑥

2, 𝑥3, 𝑥4),

𝜉
3

3 =
1

(𝑓2 − 𝑓1)1/2
𝑇3(𝑥

3, 𝑥4), 𝜉
5

5 =
1

(𝑓1− 𝑓2)2
𝑇5(𝑥

5).

После преобразования координат

𝑥1
′
=

∫︁
𝑇−1
1 𝑑𝑥1, 𝑥2

′
=

∫︁
𝑇−1
2 𝑑𝑥2, 𝑥3

′
=

∫︁
𝑇−1
3 𝑑𝑥3,

𝑥4
′
= 𝑥4, 𝑥5

′
=

∫︁
𝑇−1
5 𝑑𝑥5,

не меняющего полученных ранее результатов, опустив штрихи, имеем

𝜉
1

1 = 𝜉
2

2 = 𝜉
3

3 =
1

(𝑓2 − 𝑓1)1/2
, 𝜉

5

5 =
1

(𝑓1 − 𝑓2)2
. (14)

Интегрируя уравнения 9∘, 18∘, 25∘ и 33∘, найдем

𝜉
4

4 =
1

3(𝑓2 − 𝑓1)1/2(𝑓 ′1(𝑥
3) + 𝜔(𝑥4))

.

Возможны два случая: 𝑓 ′1 ̸= 0 и 𝑓 ′1 = 0. В первом случае сделаем замену координат 𝑥̄4 =

𝑓1(𝑥
4), 𝑥̄𝑘 = 𝑥𝑘 (𝑝 ̸= 4) и положим 𝜔̄ = (𝑓 ′1)

−1𝜔, тогда

𝜉̄
4

4
=

1

3(𝑓2 − 𝑓1)1/2(𝑥3 + 𝜔̄)
, 𝜉̄

4

𝑝
= 𝜉

4

𝑝 (𝑝 ̸= 4).

Во втором случае сделаем замену 𝑥̄4 = 3
∫︀
𝜔𝑑𝑥4. Опустив черту, объединим оба случая формулами

𝑓1 = 𝜀1𝑥
4 + (1− 𝜀1)𝑐1 (𝑐1 = const),

𝜉
4

4 =
1

(𝑓2 − 𝑓1)1/2𝐴

(︀
𝐴 ≡ 3𝜀1

(︀
𝑥3 + 𝜔(𝑥4)

)︀
+ 1− 𝜀1

)︀
,

где 𝜀1 равно 0 или 1.

Интегрирование уравнений 1∘ и 20∘ дает следующий результат:

𝜉
2

1 =
1

2(𝑓2 − 𝑓1)1/2
(Σ1 +𝐷(𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)),

где введено обобзначение

Σ1 ≡ 1

𝑓2 − 𝑓1
.

Выполнив замену координат

𝑥1
′
= 𝑥1 − 1

2

∫︁
𝐷𝑑𝑥2, 𝑥𝑝

′
= 𝑥𝑝 (𝑝 ̸= 1),



52 А.В. Аминова, Д.Р. Хакимов

опустив штрихи, получим

𝜉
2

1 =
1

2(𝑓2 − 𝑓1)1/2
Σ1. (15)

Интегрирование уравнений 3∘, 12∘ и 26∘ дает

𝜉
3

1 =
1

8(𝑓2 − 𝑓1)1/2
(2Σ2 + (Σ1)

2 + 2𝛬(𝑥3, 𝑥4)),

где

Σ2 ≡ 1

(𝑓2 − 𝑓1)2
.

В новых координатах

𝑥1
′
= 𝑥1 − 1

2

∫︁
𝛬𝑑𝑥3, 𝑥𝑝

′
= 𝑥𝑝 (𝑝 ̸= 1),

опустив штрихи, имеем

𝜉
3

1 =
1

8(𝑓2 − 𝑓1)1/2
((Σ1)

2 + 2Σ2). (16)

Интегрирование уравнений 4∘, 13∘ и 27∘ дает

𝜉
3

2 =
1

2(𝑓2 − 𝑓1)1/2
(Σ1 + 𝐹 (𝑥3, 𝑥4)).

Сделаем замену координат

𝑥2
′
= 𝑥2 −

∫︁
𝐹𝑑𝑥3, 𝑥𝑝

′
= 𝑥𝑝 (𝑝 ̸= 2),

будем иметь

𝜉
3

2 =
1

2(𝑓2 − 𝑓1)1/2
Σ1. (17)

В результате интегрирования уравнений 8∘, 17∘, 24∘ и 32∘ получим

𝜉
4

3 =
1

2𝐴(𝑓2 − 𝑓1)1/2
(︀
𝐴Σ1 + 3𝑃 (𝑥4)− 4𝜀1𝑥

2
)︀
.

После замены координат

𝑥3
′
= 𝑥3 −

∫︁
𝑃𝑑𝑥4, 𝑥𝑝

′
= 𝑥𝑝 (𝑝 ̸= 3)

в новых координатах, опустив штрихи, будем иметь

𝜉
4

3 =
1

2𝐴(𝑓2 − 𝑓1)1/2
(︀
𝐴Σ1 − 4𝜀1𝑥

2
)︀
. (18)

Интегрируя уравнения 7∘, 16∘, 23∘ и 31∘, найдем

𝜉
4

2 =
1

8𝐴(𝑓2 − 𝑓1)1/2
(︀
2𝐴Σ2 +𝐴(Σ1)

2 + 3𝑄(𝑥4)− 8𝜀1𝑥
1
)︀
.

Выполнив замену координат

𝑥2
′
= 𝑥2 −

∫︁
𝑄𝑑𝑥4, 𝑥𝑝

′
= 𝑥𝑝 (𝑝 ̸= 2),

получим

𝜉
4

2 =
1

8𝐴(𝑓2 − 𝑓1)1/2
(︀
2𝐴Σ2 +𝐴(Σ1)

2 − 8𝜀1𝑥
1
)︀
. (19)

Интегрируя уравнения 6∘, 15∘, 22∘ и 30∘, будем иметь

𝜉
4

1 =
1

6(𝑓2 − 𝑓1)1/2

(︂
Σ3 +

3

4
Σ1Σ2 +

1

8
(Σ1)

3

)︂
, (20)

где

Σ3 ≡ 1

(𝑓2 − 𝑓1)3
.
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3. ℎ-пространства типа {41}.

Используя найденные значения компонент векторов косонормального репера

𝜉
1

1 = 𝜉
2

2 = 𝜉
3

3 =
1

(𝑓2 − 𝑓1)1/2
,

𝜉
2

1 =
1

2(𝑓2 − 𝑓1)3/2
, 𝜉

3

1 =
3

8(𝑓2 − 𝑓1)5/2
,

𝜉
3

2 =
1

2(𝑓2 − 𝑓1)3/2
, 𝜉

4

1 =
5

16(𝑓2 − 𝑓1)7/2
,

𝜉
4

2 =
1

8(𝑓2 − 𝑓1)1/2

(︂
3

(𝑓2 − 𝑓1)2
− 8

𝐴
𝜀1𝑥

1

)︂
,

𝜉
4

3 =
1

2(𝑓2 − 𝑓1)1/2

(︂
1

𝑓2 − 𝑓1
− 4

𝐴
𝜀1𝑥

2

)︂
,

𝜉
4

4 =
1

𝐴(𝑓2 − 𝑓1)1/2
, 𝜉

5

5 =
1

(𝑓1 − 𝑓2)2
,

𝐴 = 3𝜀1
(︀
𝑥3 + 𝜔(𝑥4)

)︀
+ 1− 𝜀1, по формулам (3), (4) вычислим компоненты канонических 1-форм в

натуральном репере

𝜃1 = (𝑓2 − 𝑓1)
1/2𝐴𝑑𝑥4,

𝜃2 = (𝑓2 − 𝑓1)
1/2

(︂
𝑑𝑥3 −

(︂
1

2

𝐴

𝑓2 − 𝑓1
− 2𝜀1𝑥

2

)︂
𝑑𝑥4
)︂
,

𝜃3 = (𝑓2 − 𝑓1)
1/2

(︂
𝑑𝑥2 − 1

2

𝑑𝑥3

𝑓2 − 𝑓1
−
(︂
1

8

𝐴

(𝑓2 − 𝑓1)2
− 𝜀1𝑥

1 +
𝜀1𝑥

2

𝑓2 − 𝑓1

)︂
𝑑𝑥4
)︂
,

𝜃4 = (𝑓2 − 𝑓1)
1/2

(︂
𝑑𝑥1 − 1

2

𝑑𝑥2

𝑓2 − 𝑓1
− 1

8

𝑑𝑥3

(𝑓2 − 𝑓1)2
−

(︂
1

16

𝐴

(𝑓2 − 𝑓1)3
+

1

2

𝜀1𝑥
1

𝑓2 − 𝑓1
+

1

4

𝜀1𝑥
2

(𝑓2 − 𝑓1)2

)︂
𝑑𝑥4
)︂
,

𝜃5 = (𝑓1 − 𝑓2)
2𝑑𝑥5

и затем по формулам (5) – компоненты метрики 𝑔 и билинейной формы ℎ в натуральном репере

(𝑋𝑖). Подсчитав символы Кристоффеля найденной метрики 𝑔, непосредственной проверкой убе-

димся в том, что тензорные поля 𝑔, ℎ и 𝜙 удовлетворяют уравнению Эйзенхарта. В итоге получим

следующие результаты.

Tеорема 1 Пусть 𝑀 есть 5-мерное многообразие с метрикой 𝑔 и связностью Леви-Чивита ∇.
Пусть 0-форма 𝜙 и симметричная билинейная форма ℎ характеристики 𝜒 = {41} определены

в 𝑀 или в некоторой области 𝑉 ⊆ 𝑀 и пусть 𝑓1, 𝑓2 – различные характеристические корни

билинейной формы ℎ− 2𝜙𝑔 кратностей соответственно 4 и 1. Для того чтобы ℎ, 𝑔 и 𝜙 удовле-

творяли уравнению Эйзенхарта, т. е. для того чтобы 𝑀 было ℎ-пространством типа 𝜒 = {41},
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства

𝑔 = 𝑔1 + 𝑔2, (21)

ℎ = (4𝑓1 + 𝑓2)𝑔 + 𝑓1𝑔1 + 𝑓2𝑔2 + ℎ0,

𝜙 = 2𝑓1 +
1

2
𝑓2

(22)
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и вокруг каждой точки 𝑝 ∈ 𝑉 ⊆𝑀 существовала каноническая карта (𝑥, 𝑈), в которой

𝑒1𝑔1|𝑈 = 2𝐴(𝑓2 − 𝑓1)𝑑𝑥
1𝑑𝑥4 + 2(𝑓2 − 𝑓1)𝑑𝑥

2𝑑𝑥3 + 2
(︀
2𝜀1(𝑓2 − 𝑓1)𝑥

2 −𝐴
)︀
𝑑𝑥2𝑑𝑥4−

𝑑𝑥3
2
+ 2𝜀1

(︀
(𝑓2 − 𝑓1)𝑥

1 − 2𝑥2
)︀
𝑑𝑥3𝑑𝑥4+

4𝜀1

(︂
(𝑓2 − 𝑓1)𝑥

1𝑥2 − 𝑥2
2 − 1

2
𝐴𝑥1

)︂
𝑑𝑥4

2
,

𝑒2𝑔2|𝑈 = (𝑓1 − 𝑓2)
4𝑑𝑥5

2
,

𝑒1ℎ0|𝑈 = 2𝐴(𝑓2 − 𝑓1)𝑑𝑥
2𝑑𝑥4 + (𝑓2 − 𝑓1)𝑑𝑥

32 + 2
(︀
2𝜀1(𝑓2 − 𝑓1)𝑥

2 −𝐴
)︀
𝑑𝑥3𝑑𝑥4+

4𝜀1

(︂
(𝑓2 − 𝑓1)

(︂
𝑥2

2
+

1

2
𝐴𝑥1

)︂
−𝐴𝑥2

)︂
𝑑𝑥4

2
,

(23)

где 𝑓1 = 𝜀1𝑥
4 + (1− 𝜀1)𝑐1, 𝑓2 = 𝜀2𝑥

5 + (1− 𝜀2)𝑐2; 𝑐1, 𝑐2 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐴 = 3𝜀1
(︀
𝑥4 + 𝜔(𝑥5)

)︀
+ 1− 𝜀1, 𝜀1, 𝜀2

принимают независимо значения 0 или 1, 𝑒1, 𝑒2 = ±1, 𝜔 – функция 𝑥5.

Отсюда следует

Tеорема 2 Векторное поле 𝑋 ∈ 𝑇𝑀 тогда и только тогда является (локальным) проектив-

ным движением типа {41} на 5-мерном псевдоримановом многообразии (𝑀, 𝑔), когда выполня-

ется равенство 𝐿𝑋𝑔 = ℎ, где метрика 𝑔 и билинейная форма ℎ определены формулами (21)–(23)

(теорема 1).
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