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ДИСПЕРГИРОВАНИЕ ЖИДКОСТИ ВИХРЕВЫМ ГЕНЕРАТОРОМ
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В работе рассматривалась возможность диспергирования жидкости, то есть возбуждения поверхностных
волн, нарастание амплитуды которых ведёт к отрыву капель с её поверхности из-за параметрической
неустойчивости поверхности раздела жидкостей (неустойчивости Релея) возникшей вследствие модуляции
центробежного ускорения обусловленного модуляцией скорости поступающей в вихревую камеру генерато-
ра жидкости, а также вследствие неустойчивости, обусловленной модуляцией скорости сдвига (неустойчи-
вости Кельвина – Гельмгольца). В настоящей работе в рамках вязкой, несжимаемой жидкости исследуется
возможность диспергирования жидкости переменным давлением, возникающим в приосевой зоне вихревой
камеры при работе генератора. Поскольку рассмотрение проводится для случая несжимаемой жидкости,
то изменение давления отождествляется с изменением плотности жидкости. Решение ищется в линейном
по вязкости приближении с помощью преобразования Фурье по координатам и преобразования Лапласа
по времени. Оказалось, что диспергирование жидкости в этом случае, то есть неустойчивость поверхности
жидкости, обусловлена так же, как и в работе, параметрическим резонансом и описывается в зависимости
от скорости поступления жидкости в вихревую камеру генератора, длины вихревой камеры, вида выход-
ного отверстия (сопла) уравнениями Матье или Мейснера. Из решения этих уравнений получены границы
устойчивости поверхности жидкости.

Ключевые слова: генератор, вихревая камера, колебания давления, неустойчивость поверхности, вязкая
несжимаемая жидкость, уравнение Матье, уравнение Мейснера.
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The paper considers the possibility of dispersion of liquid, that is, excitation of surface waves, the increase in
amplitude of which leads to the separation of droplets from its surface due to the parametric instability of
the liquid interface (Rayleigh instability) resulting from the modulation of the centrifugal acceleration due to
the modulation of the velocity of the liquid entering the vortex chamber of the generator, as well as due to the
instability due to the modulation of the shear rate (Kelvin-Helmholtz instability). In this paper, in the framework
of a viscous, incompressible fluid, the possibility of dispersion of the liquid by variable pressure arising in the
axial zone of the vortex chamber during the operation of the generator is investigated. Since the consideration
is carried out for the case of incompressible fluid, the change in pressure is identified with a change in the
density of the liquid. The solution is sought in a linear viscosity approximation using the Fourier transform
in coordinates and the Laplace transform in time. It was found that the dispersion of the liquid in this case,
that is, the instability of the liquid surface, is due to the same as in the work, parametric resonance and is
described depending on the rate of fluid flow into the vortex chamber of the generator , the length of the vortex
chamber, the type of the outlet (nozzle) Mathieu or Meissner equations. From the solution of these equations
the boundaries of the liquid surface stability are obtained.
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Введение

Генератор (рис. 1) работает следующим образом [1,2]. При подаче рабочего тела (жидкости)
через входные отверстия 2 внутри вихревой камеры 3 образуется система двух закрученных пото-
ков. По периферии камеры движется так называемый первичный вихрь I, имеющий в поперечном
сечении форму кольца, состоящий из жидкости, подаваемой в генератор. Приосевую область зани-
мает вторичный вихрь II, вращающийся как квазитвёрдое тело. Он образуется из вещества среды,
в которую происходит истечение. Если природа рабочего тела и вещества окружающей генератор
среды близка друг другу, то в потоке генерируются регулярные колебания давления, амплитуда
которых зависит от скорости истечения и геометрических параметров вихревой камеры и сопла.

Рис. 1. Схема течения закрученного потока в камере вихревого генератора: 1 – корпус, 2 – входные
отверстия, 3 – вихревая камера, 4 – сопло.

При этом наблюдаются несколько режимов работы генератора, отличающиеся величиной ско-
рости истечения жидкости через тангенциальные отверстия (рис. 2). При небольших скоростях
движения жидкости появляются гармонические колебания звукового давления малой амплитуды
(рис. 2, a) обусловленные взаимодействием первичного и вторичного вихрей. При больших скоро-
стях истечения происходит периодическое разряжение в приосевом пространстве вихревой камеры
с последующим его схлопыванием. Этот процесс сопровождается звуковыми колебаниями уже не
малой амплитуды.

Причём в зависимости от длины вихревой камеры и формы сопла за время движения ча-
стицы жидкости в вихревой камере возможно возбуждение звука в виде периодических звуковых
импульсов (рис. 2, b) разной длительности с большей или меньшей амплитудой.

В качестве модели процесса диспергирования жидкости рассмотрим неустойчивость поверх-
ности вязкой несжимаемой жидкости. Согласно этой модели при движении жидкости в вихревой
камере на неё действует переменное давление из приосевой зоны камеры, что приводит к возбуж-
дению поверхностных волн, нарастание амплитуды которых и ведёт к отрыву капель жидкости.

На жидкость, движущейся в вихревой камере, действуют центробежная сила инерции, ко-
торой в соответствие с принципом эквивалентности Эйнштейна можно сопоставить некоторую
эффективную силу тяжести с ускорением, равным 𝑔 = 𝑢2/𝑟, где 𝑢 – скорость вращения жидкости
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Рис. 2. Пульсации давления в вихревой камере.

в вихревой камере; 𝑟 – расстояние от оси вихревой камеры до частицы жидкости в камере. По-
скольку, как показано в работе [3], 𝑢 ≈ 𝑉0, то для 𝑔 получаем: 𝑔 = 𝑢2/𝑟 ≈ 𝑉 2

0 /𝑅, где 𝑉0 – скорость
истечения жидкости через входное отверстие, а 𝑅 – радиус вихревой камеры.

Итак, рассматривается устойчивость поверхности раздела слоёв вязкой несжимаемой жидко-
сти бесконечной глубины, когда в верхнем слое (приосевой области) давление меняется со време-
нем.

Задача решается в линейном по вязкости приближении методом преобразования Лапласа по
времени.

Поскольку рассмотрение проводится для случая несжимаемой жидкости, то изменение давле-
ния отождествляется с изменением плотности жидкости. Предполагается, что изменение давления
не влияет на кинематическую вязкость жидкости.

Равновесное состояние рассматриваемой системы запишется в виде:

V0𝑖 = 0, 𝜁0 = 0, 𝑝𝑖 = 𝑃0 − 𝑝𝑖𝑔𝑧, (1)

где V = (𝑢, 𝑣, 𝑤) – вектор скорости, 𝜌 – плотность жидкости, 𝜁 – смещение поверхности от положе-
ния равновесия, 𝑃0 – давление на границе раздела при 𝑧 = 0, 𝑖 = 1, 2 – номер жидкости. Жидкость
с 𝑖 = 1 заполняет полупространство 𝑧 ≤ 0, а с 𝑖 = 2− 𝑧 > 0.

Исследуем устойчивость равновесия (1), для чего обычным образом внесём возмущения ско-
рости и давления. Выбирая в качестве единиц измерения длины, времени, частоты, скорости
и давления соответственно [𝛼/(𝜌1+𝜌𝑟)g ]1/2, [𝛼/(𝜌1+𝜌𝑟)g3]1/4, [(𝜌1+𝜌𝑟)g3/𝛼]1/4, [𝛼𝑔/(𝜌1+𝜌𝑟)]1/4 и
[𝛼g/(𝜌1+𝜌𝑟)]1/2, получим для возмущений следующую линеаризованную систему уравнений:

𝜕v𝑖/𝜕𝑡 = −(1/𝛽𝑖)∇𝑝𝑖 + 𝛾𝑖∇2v𝑖, ∇v𝑖 = 0, (2)

где 𝛽𝑖 = 𝜌𝑖/(𝜌1+𝜌𝑟), 𝛾𝑖 = 𝑣𝑖[g(𝜌1+𝜌𝑟)3/𝛼3]1/4, 𝜌2=𝜌𝑟+∆𝜌, 𝛽2 = 𝛽20+∆𝛽, 𝛽20 = 𝜌𝑟/(𝜌1 + 𝜌𝑟), ∆𝛽 =

= ∆𝜌/(𝜌1 + 𝜌𝑟).
Здесь 𝛼 - коэффициент поверхностного натяжения на границе раздела. Изменение плотности

∆𝜌 найдём из уравнения Менделеева-Клапейрона. Отсюда ∆𝜌 = 𝜇∆P/RT, где 𝜇 – масса моля
жидкости, ∆P = P - P𝑟 – перепад давления в приосевой области, R – газовая постоянная, T –
абсолютная температура.

Считая 𝜁 малым, имеем на границе раздела следующее [4]:

(v1 − v2)n = 0, (v1 − v2)× n = 0, 𝜕𝜁/𝜕𝑡 = 𝑤1, (3)

𝛽1𝛾1(𝜕u1/𝜕z + 𝜕w1/𝜕x ) = 𝛽2𝛾2(𝜕u2/𝜕z + 𝜕w2/𝜕x ),
𝛽1𝛾1(𝜕v1/𝜕z + 𝜕w1/𝜕y) = 𝛽2𝛾2(𝜕v2/𝜕z + 𝜕w2/𝜕y),
p1 – p2= (𝛽1 - 𝛽2)𝜁 - (𝜕2/𝜕x 2 + 𝜕2/𝜕y2)𝜁 + 2𝛽1𝛾1𝜕w1/𝜕z - 2𝛽2𝛾2𝜕w2/𝜕z.
При z → ± ∞ v 𝑖 → 0.
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Здесь n = (–𝜕𝜁/𝜕x, –𝜕𝜁/𝜕y, 1) единичный вектор нормали к поверхности.
Совершая преобразования Фурье по переменным х, у и Лапласа по времени и учитывая, что

v 𝑖(t = 0) = 0, 𝜁(t = 0) = 0 и v 𝑖, 𝜁, 𝜕v 𝑖/𝜕х, 𝜕v 𝑖/𝜕х, 𝜕𝜁/𝜕 → 0 при |𝑥, 𝑦| → ±∞, получим, поступая
также как и в работе [5], после обратного преобразования Лапласа в линейном по вязкости и при-
ращению плотности приближении следующее уравнение для смещения поверхности от положения
равновесия:

𝑑2𝜁

𝑑𝑡2
+ 2𝛿(𝛽)

𝑑𝜁

𝑑𝑡
+
(︀
Ω2
𝑂 − 𝑘∆𝛽

)︀
𝜁 = 0, (4)

где 𝛿(𝛽) =
(︂
𝛽1𝛾1 + 𝛽20𝛾2 +

𝛽2
1𝛾

3/2
1 +𝛽2

20𝛾
3/2
2 −2𝛽1𝛽20(𝛾1

√
𝛾2+𝛾2

√
𝛾1)

𝛽1
√
𝛾1+𝛽20

√
𝛾2

)︂
𝑘2, Ω2

𝑂 = 𝑘3 + 𝑘(𝛽1 − 𝛽𝑟), k – вол-
новое число.

В случае реализации режима движения «а» ∆𝜌 = (𝜇∆P/RT )sin𝜔𝑡. Тогда уравнение (4) при-
мет вид:

𝑑2𝜁

𝑑𝑡2
+ 2𝛿(𝛽)

𝑑𝜁

𝑑𝑡
+
(︀
Ω2
𝑂 − 𝑘𝑞 sin𝜔𝑡

)︀
𝜁 = 0, (5)

где 𝑞 = 𝜇|∆𝑃 |/[𝑅𝑇 (𝜌1 + 𝜌𝑟)].
Уравнение (5) представляет собой уравнение Матье с затуханием [6]. Решая его методом усред-

нения [7], получим для границ (основной) области устойчивости следующее уравнение:

𝑞2/4𝛿(𝛽)2𝜔2𝑘2 −
(︀
Ω2

0 − 𝜔2/4
)︀2
/𝛿(𝛽)2𝜔2𝑘2 = 1.

Из анализа этого уравнения следует, что поверхность жидкости неустойчива, если амплитуда
возбуждения q ≥ 2𝛿(𝛽)𝜔k. При этом на поверхности возникают волны с частотой 𝜔/2 и волновым
числом k, определяемым из уравнения:

𝑘3 + 𝑘(𝛽1 − 𝛽𝑟) = 𝜔2/4.

Для отрыва капель с поверхности жидкости необходимо, как показано в работе [8], увеличить
амплитуду возбуждения в четыре раза.

При реализации режима движения «b» уравнение (4) примет вид:

𝑑2𝜁

𝑑𝑡2
+ 2𝛿(𝛽)

𝑑𝜁

𝑑𝑡
+
(︀
Ω2
𝑂 ± 𝑘𝑞

)︀
𝜁 = 0. (6)

Это есть уравнение Мейснера (см., например [9,10]). Будем искать периодические решения
этого уравнения. На участках 1 и 2 рис. 2 общее решение уравнения (6) имеет вид:

𝜁1 = 𝑒−𝛿(𝛽)𝑡(𝐶1 sinΩ1𝑡+ 𝐶2 cosΩ1𝑡),

𝜁2 = 𝑒−𝛿(𝛽)𝑡(𝐶3 sinΩ2𝑡+ 𝐶4 cosΩ2𝑡),

где Ω1 = (Ω2
𝑂+ kq – 𝛿(𝛽)2)1/2, Ω2 = (Ω2

𝑂– kq – 𝛿(𝛽)2)1/2.
Из условий непрерывности на границе участков 1 и 2 при t = Т/2

𝜁1 = 𝜁2, 𝜕𝜁1/𝜕𝑡 = 𝜕𝜁2/𝜕𝑡

вместе с условиями «воспроизводства» через период Т

𝜁2(𝑇 ) = 𝜌𝜁1(0), 𝜕𝜁2/𝜕𝑡|𝑡=𝑇 = 𝜌𝜕𝜁1/𝜕𝑡|𝑡=0

получим систему линейных однородных уравнений для постоянных С 1, С 2, С 3, С 4. Из равенства
нулю определителя этой системы уравнений, получим для фактора 𝜌 квадратное уравнение:



122 В.Г. Неволин

𝜌2−2𝜌{cos (𝑇Ω1/2)·cos (𝑇Ω2/2)−[(Ω2
𝑂−𝛿(𝛽)2)/Ω1Ω2] sin (𝑇Ω1/2)·sin (𝑇Ω2/2)}𝑒−2𝜋𝛿(𝛽)+𝑒−4𝜋𝛿(𝛽) = 0.

(7)
Периодические решения получаются при 𝜌 = ± 1. Отсюда для границ области устойчивости

получаем

cos (𝑇Ω1/2) · cos (𝑇Ω2/2)− [(Ω2
𝑂 − 𝛿(𝛽)2)/Ω1Ω2] sin (𝑇Ω1/2) · sin (𝑇Ω2/2) = ± ch (2𝜋𝛿(𝛽)). (8)

Знак плюс соответствует «целым» решениям, т.е. колебаниям поверхности с периодом, равным
периоду модуляции, а знак минус соответствует «полуцелым» решениям, когда период колебаний
поверхности вдвое больше периода модуляции.

Уравнение (8) связывает между собой вязкое трение 𝛿(𝛽) с амплитудой и частотой (периодом)
модуляции давления ∆𝑃 .

Заключение

Гармонические или негармонические колебания давления в одной из жидкостей приводят к
неустойчивости поверхности раздела этих жидкостей. В зависимости от амплитуды колебаний
давления возможно как возбуждение поверхностных волн, так и диспергирование жидкости.
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