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Введение

В квантовой теории пространство координат, пространство импульсов и их представления
имеют равноправный статус. В общей теории относительности это не так. В книге [1] отмечено,
что основой различных вариантов ОТО является искривленное пространство-время. В рамках
теории расслоений [1,2] используется искривленное пространство–время (база), а 4-импульсное
псевдоэвклидово пространство (слой), является кокасательным к каждой точке пространства-
времени. Возможны другие варианты.

Существует глубокая аналогия между 4-вектором пространства-времени и 4-вектором им-
пульса справедливая в псевдоэвклидовом и возможно в римановом пространстве. Возникает во-
прос, можно ли геометризировать векторное 4-импульсное пространство, т.е. сформулировать ана-
лог общей теории относительности в этом пространстве, рассматривая координаты и импульсы как
независимые переменные. Поскольку пространство-время и 4-импульсное пространство являются
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подпространствами фазового пространства, то возможна ли его геометризация. Например, рас-
сматривать фазовое пространство в качестве комплексного риманова пространства, и выбирать
эрмитовые метрики, обладающие физическим содержанием.

Искривленное импульсное пространство малой размерности может возникать при рассмот-
рении квантовой гравитации [4], и в случае перехода Лифшица на горизонте черной дыры [5].
Поэтому, формулировка аналога общей теории относительности в псевдоримановом 4-импульсном
пространстве, и геометризация комплексного искривленного фазового пространства, содержа-
щего как подпространства, псевдоримановые пространство-время и эффективное 4-импульсное
пространство, может представлять определенный интерес.

План статьи следующий: в п.1 получаем уравнение Клейна-Гордона-Фока в искривленном 4-
импульсном пространстве; в п.2 выводим уравнения Эйнштейна в псевдоримановом 4-импульсном
пространстве, используя математический формализм римановой геометрии; в п.3 получен аналог
метрики Шварцшильда в 4-импульсном пространстве; в п.4 произведена простейшая геометриза-
ция фазового пространства как комплексного псевдориманового пространства, и получен аналог
уравнения Эйнштейна для него; в п.5 приведена эрмитовая метрика Бергмана для плотного шара
в комплексном и овеществленном фазовом пространстве.

1. Уравнение Клейна-Гордона в искривленном 4-импульсном пространстве

Как известно, в специальной теории относительности 4-импульсное пространство(︀
𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3

)︀
псевдоэвклидово [6]. Квадрат интервала имеет вид

𝑑𝑤2 =
(︀
𝑑𝑝0
)︀2 − (︀𝑑𝑝1)︀2 − (︀𝑑𝑝2)︀2 − (︀𝑑𝑝3)︀2 = 𝜎𝑖𝑖(𝑑𝑝

𝑖)
2 , (1.1)

где 𝑝0 = 𝐸
𝑐 , 𝐸 -энергия, 𝑐 -скорость света, 𝜎𝑖𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 ||𝜎𝑖𝑘|| - фундаментальный метрический

тензор 4-импульсного пространства. Здесь и далее 𝑖, 𝑘 = 0, 1, 2, 3 .
Введем инвариантный квадрат пространственно-временного интервала 𝑐2𝑡2 − 𝑥2 = 𝑠2 , и по-

ложим 𝑠2 = 𝑙2 , где 𝑙 - фундаментальная длина. Если положить её равной длине волны Комптона
𝑙 = �̄�𝐶 = ~

𝑚𝑐 (характерный размер квантовых релятивистских процессов), тогда используя, опе-
раторы времени 𝑡 = −𝑖~ 𝜕

𝜕𝐸 и координаты �̂� = 𝑖~ 𝜕
𝜕𝑝𝑥

, можно записать операторный аналог этого
уравнения

𝑐2𝑡2 − �̂�2 = ~2

𝑚2𝑐2
. (1.2)

Это уравнение в 4-импульсном пространстве принимает вид
�𝑝𝜑− ~2

𝑚2𝑐2
𝜑 = 0 , (1.3)

где �𝑝 ≡
(︁

𝜕2

(𝜕𝑝𝑥)
2 + 𝜕2

(𝜕𝑝𝑦)
2 + 𝜕2

(𝜕𝑝𝑧)
2

)︁
− 𝑐2 𝜕2

(𝜕𝐸)2
- даламбертиан.

Формула (1.3) – уравнение Клейна-Гордона в псевдоэвклидовом 4-импульсном пространстве
для нейтрального скалярного поля [7]. Здесь при свободном члене стоит коэффициент обратно про-
порциональный квадрату массы, в отличие от уравнения Клейна-Гордона в псевдоэвклидовом
пространстве-времени

(︀
𝑥0 = 𝑐𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

)︀
. Это особенность уравнений в импульсном пространстве.

Применяя к уравнению (1.3) 4-мерный интеграл Фурье [7] 𝜑(𝑝) = 1
(2𝜋)3/2

∫︀
𝑑𝑥𝑒−𝑖𝑘𝑥𝜑(𝑥) , где

𝑝𝑖 = ~𝑘𝑖 , 𝑥 = 𝑥𝑖 , выбирая функцию 𝜑 (𝑥) = 𝛿
(︀
𝑥𝜇2 −𝑚−2

)︀
𝜑 (𝑥) , получаем уравнение в координат-

ном представлении
[︁(︀
𝑥0
)︀2 − (︀𝑥1)︀2 − (︀𝑥2)︀2 − (︀𝑥3)︀2 −𝑚−2

]︁
= 0 , (~ = 𝑐 = 1) . Из-за дельта-функции

интеграция идет по двум трехмерным гиперболоидам 𝑥0 = ±
√︁

(𝑥1)
2
+ (𝑥2)

2
+ (𝑥3)

2
+𝑚−2 , ле-

жащих внутри световых конусов.
На расстояниях от комптоновских длин �̄�𝐶 до планковских 𝜆𝑃𝑙 =

√︀
𝐺𝑁~/𝑐3 импульсное

пространство может искривляться [4]. Введем квадрат интервала для 4-импульсного пространства
[1]

𝑑𝑤2 = 𝜎𝑖𝑘𝑑𝑝
𝑖𝑑𝑝𝑘, (1.4)

где 𝜎𝑖𝑘 = 𝜎𝑘𝑖 = 𝑓
(︀
𝑝𝑖
)︀

- метрический тензор псевдориманова 4-импульсного пространства. Его
компоненты являются некоторыми функциями трех импульсных координат и «энергетической»
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координаты 𝑝0 . 𝜎 = det ||𝜎𝑖𝑘|| - определитель, 𝜎𝑖𝑘𝜎𝑖𝑙 = 𝜎𝑘𝑙 = 𝛿𝑘𝑙 -смешанный метрический тензор.
Матрица

⃒⃒⃒⃒
𝜎𝑖𝑘
⃒⃒⃒⃒

- матрица обратная к матрице ||𝜎𝑖𝑘|| .
Введем ковариантную производную ковариантного вектора [5] в псевдоримановом 4-

импульсном пространстве

∇̃𝑖𝐴𝑘 =
𝜕𝐴𝑘
𝜕𝑝𝑖

− Γ̃𝑙𝑘𝑖𝐴𝑙

где Γ̃𝑙𝑘𝑖 - трехиндексные символы Кристоффеля 2-го рода в 4-импульсном пространстве, которые
определим ниже.

Оператор Даламбера (Бельтрами-Лапласа) метрики (1.4) в искривленном 4-импульсном про-
странстве принимает вид

�𝑝 ≡ − 1√
−𝜎

𝜕
𝜕𝑝𝑖

(︁√
−𝜎𝜎𝑖𝑘 𝜕

𝜕𝑝𝑘

)︁
. (1.5)

Тогда уравнение (1.3) превращается, в псевдоримановом 4-импульсном пространстве, в урав-
нение Клейна-Гордона-Фока для нейтрального скалярного поля:

(−𝜎)−1/2 𝜕
𝜕𝑝𝑖

[︁
(−𝜎)1/2 𝜎𝑖𝑘 𝜕

𝜕𝑝𝑘
𝜑
]︁
+
(︀ ~
𝑚𝑐

)︀2
𝜑 = 0 . (1.6)

Эквивалентная форма уравнения (1.6) в псевдоримановом 4-импульсном пространстве с мет-
рикой 𝜎𝑖𝑘 следующая[︁

𝜎𝑖𝑘∇̃𝑖∇̃𝑘 +
(︀ ~
𝑚𝑐

)︀2]︁
𝜑 (𝑝) = 𝜎𝑖𝑘

[︁
𝜕2𝜑

𝜕𝑝𝑖𝜕𝑝𝑘
− Γ̃𝑙𝑘𝑖

𝜕𝜑
𝜕𝑝𝑙

]︁
+
(︀ ~
𝑚𝑐

)︀2
𝜑 (𝑝) = 0 , (1.7)

Гармоничные координатные условия [1] в 4-импульсном пространстве принимают вид
𝜕
𝜕𝑝𝑘

√
−𝜎𝜎𝑖𝑘 = 0 или Γ̃𝑙𝑘𝑖𝜎

𝑖𝑘 = 0 , что позволяет упрощать даламбертианы �̃𝑝𝜑 ≡ 𝜎𝑖𝑘∇̃𝑖∇̃𝑘𝜑 →

𝜎𝑖𝑘 𝜕2𝜑
𝜕𝑝𝑖𝜕𝑝𝑘

.
Уравнения (1.6-7) являются «дуальными»для уравнений Клейна-Гордона-Фока в псевдори-

мановом пространстве-времени c метрикой 𝑑𝑠2 = 𝑔𝑖𝑘𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑘 [1][︁

𝑔𝑖𝑘∇𝑖∇𝑘 +
(︀
𝑚𝑐
~
)︀2]︁

𝜙 (𝑥) = 𝑔𝑖𝑘
[︁

𝜕2𝜙
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘

− Γ𝑙𝑘𝑖
𝜕𝜙
𝜕𝑥𝑙

]︁
+
(︀
𝑚𝑐
~
)︀2
𝜙 (𝑥) = 0 . (1.8)

В качестве второго примера рассмотрим уравнение Эйнштейна-Гамильтона-Якоби для дей-
ствия S гравитационного поля (квазиклассическое приближение к геометродинамике для замкну-
тых космологических систем) [1,3]

𝛼𝐺𝑎𝑏𝑐𝑑

(︁
𝛿𝑆
𝛿𝑔𝑎𝑏

𝛿𝑆
𝛿𝑔𝑐𝑑

)︁
+ 𝑔1/2 3𝑅 = 0 (1.9)

−2𝑔𝑎𝑐

(︁
𝛿𝑆
𝛿𝑔𝑐𝑏

)︁
1𝑏

= 0, (1.10)

Действие гравитационного поля S на экстремали не зависит от времени t .
Уравнение Де Витта для волновой функции Ψ = exp (𝑖𝑆) -основное уравнение квантовой

геометродинамики, следующее [3]{︁
𝛼𝐺𝑎𝑏𝑐𝑑

(︁
𝛿

𝛿𝑔𝑎𝑏

𝛿
𝛿𝑔𝑐𝑑

)︁
− 𝑔1/2 3𝑅

}︁
Ψ [𝑔𝑎𝑏] = 0 (1.11)

−2𝑔𝑎𝑐

{︁
𝛿Ψ[𝑔𝑎𝑏]
𝛿𝑔𝑐𝑏

}︁
1𝑏

= 0 (1.12)
Уравнение (1.12) означает координатную инвариантность волновой функции Ψ [𝑔𝑎𝑏] .
«Структура уравнения Де Витта в суперпространстве напоминает уравнение Клейна-

Гордона-Фока релятивисткой квантовой частицы в физическом пространстве-времени. . . » (c.144
[3]). Поэтому можно формально записать уравнение Де Витта в импульсном суперпространстве в
виде {︁

𝛼Ξ𝑎𝑏𝑐𝑑

(︁
𝛿

𝛿𝜎𝑎𝑏

𝛿
𝛿𝜎𝑐𝑑

)︁
− 𝜎1/2 3�̃�

}︁
Ψ [𝜎𝑎𝑏] = 0 (1.13)

−2𝜎𝑎𝑐

{︁
𝛿Ψ[𝜎𝑎𝑏]
𝛿𝜎𝑐𝑏

}︁
|𝑏
= 0, (1.14)

где контравариантная суперметрика Де Витта Ξ𝑎𝑏𝑐𝑑 =
1
2𝜎

1/2 (𝜎𝑎𝑐𝜎𝑏𝑑 + 𝜎𝑎𝑑𝜎𝑏𝑐 − 𝜎𝑎𝑏𝜎𝑐𝑑) .
4-импульсный интервал расщепляется по схеме 1+3
𝑑𝑤2 = 𝜎𝑖𝑘𝑑𝑝

𝑖𝑑𝑝𝑘 ≡ �̃�2(𝑝0)(𝑑𝑝0)
2 − 𝛾𝛼𝛽𝑑𝑝

𝛼𝑑𝑝𝛽 , (1.15)
где 𝛼, 𝛽 = 1, 2, 3 компоненты метрического тензора 3-импульсного пространства 𝛾𝛼𝛼 = −𝜎𝛼𝛼,
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 = 0, 1, 2, 3. �̃�

(︀
𝑝0
)︀

-масштабный фактор 4-импульсного пространства, 3�̃� = 𝛾𝛼𝛽 3�̃�𝛼𝛽 .-
скалярная кривизна 3-импульсного пространства.
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Таким образом, уравнение (1.13) Де Витта в импульсном суперпространстве (т.е. в много-
образии трехмерных метрик 𝜎𝛼𝛽 (𝑝) , ) является «дуальным»к уравнению Де Витта[3], основному
уравнению квантовой геометродинамики в координатном суперпространстве 𝑔𝛼𝛽 (�⃗�) .

Если осуществить переход(︀
𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3

)︀
→
(︀
𝜔
𝑐 , 𝜅

1, 𝜅2, 𝜅3
)︀
→ (𝜆0, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, ) , (1.16)

и заменить компоненты импульса на длины волн:
𝑝0 = 𝐸

𝑐 = ~𝜔
𝑐 = ℎ

𝜆0
, 𝑝𝛼 = ~𝜅𝛼 = ℎ

𝜆𝛼 . 𝜆𝑖 =
(︀
𝜆0, 𝜆𝛼

)︀
, (1.17)

тогда 4-импульсный интервал (1.4) можно представить в виде

𝑑𝑤2 = 𝜎𝑖𝑘
ℎ2

(𝜆𝑖𝜆𝑘)
2 𝑑𝜆

𝑖𝑑𝜆𝑘 = 𝜎𝑖𝑘
ℎ2

𝜆𝑖𝜆𝑘
𝑑(ln𝜆𝑖)𝑑(ln𝜆𝑘)

Используя замену 𝜆𝑖 = 𝑒𝜇
𝑖

получаем интервал в виде
𝑑𝑤2 = 𝜎𝑖𝑘ℎ

2𝑒−𝜇
𝑖−𝜇𝑘

𝑑𝜇𝑖𝑑𝜇𝑘 (1.18)
Пространства, подобные (1.16), используются при изучении топологических переходов Лиф-

шица в топологической материи (вакуум - безщелевой сверхпроводник) в импульсном и частотно-
импульсном пространствах [5]. Топологическая устойчивость сингулярностей: поверхности Ферми
(вихревая линия в четырехмерном (𝜔, 𝑝) ), точки Вейля (ёж в импульсном пространстве), линии
Дирака (вихревая линия в трехмерном импульсном пространстве), обеспечивается топологически-
ми инвариантами в этих пространствах см. литературу в обзоре [5].

2. Уравнения Эйнштейна в искривленном 4-импульсном пространстве

Здесь и далее латинские буквы мы используем для индексов в 4-импульсном пространстве
и греческие буквы для индексов в 3-импульсном пространстве [6]. Величины в искривленном 4-
импульсном пространстве, аналогичные величинам в искривленном пространстве-времени, будем
помечать значком (∼) тильда сверху, и определять их эквивалентными словами в кавычках « .
». При использовании формализма римановой геометрии следуем книге [5].

Аналогом «4-скорости» в импульсном пространстве будет безразмерная величина
�̃�𝑖 = 𝑑𝑝𝑖

𝑑𝑤 , (2.1)
«4-ускорение»в импульсном пространстве следующее

�̃�𝑖 = 𝑑�̃�𝑖

𝑑𝑤 = 𝑑2𝑝𝑖

𝑑𝑤2 . (2.2)
Движение частицы в эффективном искривленном 4-импульсном пространстве происходит по

геодезическим линиям [1,6]
𝑑2𝑝𝑖

𝑑𝑤2 + Γ̃𝑖𝑘𝑙
𝑑𝑝𝑘

𝑑𝑤
𝑑𝑝𝑙

𝑑𝑤 = 0 . (2.3)
При движении вдоль геодезической линии направление касательной остается постоянной (по

Вейлю).
Геодезические линии �̃�𝑖�̃�𝑗 > 0 в верхнем конусе соответствуют 𝑑𝑤 > 0 мировым линиям

пробных частиц с массой и энергией 𝐸 > 0, движущимся в гравитационном поле. Изотропные
(нулевые) геодезические линии �̃�𝑖�̃�𝑗 = 0, соответствующие нулевому 4-импульсному интервалу
𝑑𝑤 = 0, являются мировым линиям пробных частиц с нулевой массой (фотоны и др. безмассовые
частицы). Геодезические линии �̃�𝑖�̃�𝑗 < 0 с 𝑑𝑤 < 0 не соответствуют движению реальных ча-
стиц. В координатах (энергия, импульс) верхний конус с энергетическими гиперболоидами можно
сравнить с зонными диаграммами в физике твердого тела [5].

Распространение лучей (траекторий) описывается уравнением «эйконала в 4-импульсном
пространстве» для нулевого интервала, которое имеет вид (аналог уравнения эйконала в гравита-
ционном поле [6])

𝜎𝑖𝑘 𝜕𝜓
𝜕𝑝𝑖

𝜕𝜓
𝜕𝑝𝑘

= 0 , (2.4)

где 𝜓
(︀
𝑝𝑖
)︀
= 𝜓

(︀
𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3

)︀
-эйконал в 4-импульсном пространстве.
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Выразим трехиндексные символы Кристоффеля 2-го рода через метрический тензор в 4-
импульсном пространстве

Γ̃𝑖𝑘𝑙 =
1
2𝜎

𝑖𝑚
(︁
𝜕𝜎𝑚𝑘

𝜕𝑝𝑙
+ 𝜕𝜎𝑚𝑙

𝜕𝑝𝑘
− 𝜕𝜎𝑘𝑙

𝜕𝑝𝑚

)︁
. (2.5)

Введем тензор Римана–тензор 4-го ранга для 4-импульсного искривленного пространства
�̃�𝑖𝑘𝑙𝑚 =

𝜕Γ̃𝑖
𝑘𝑚

𝜕𝑝𝑙
− 𝜕Γ̃𝑖

𝑘𝑙
𝜕𝑝𝑚 + Γ̃𝑖𝑛𝑙Γ̃

𝑛
𝑘𝑚 − Γ̃𝑖𝑛𝑚Γ̃𝑛𝑘𝑙 . (2.6)

Определим тензор Риччи–тензор 2-го ранга для 4-импульсного пространства
�̃�𝑖𝑘 = �̃�𝑙𝑖𝑙𝑘 =

𝜕Γ̃𝑙
𝑖𝑘

𝜕𝑝𝑙
− 𝜕Γ̃𝑙

𝑖𝑙

𝜕𝑝𝑘
+ Γ̃𝑙𝑖𝑘Γ̃

𝑚
𝑙𝑚 − Γ̃𝑚𝑖𝑙 Γ̃

𝑙
𝑘𝑚 , (2.7)

тогда скалярная кривизна 4-импульсного пространства
�̃� = 𝜎𝑖𝑘�̃�𝑖𝑘 . (2.8)

Аналог «тензора энергии и импульса»в 4-импульсном пространстве примем в виде

𝑇 𝑖𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎝
�̃� 𝑐𝑆1 𝑐𝑆2 𝑐𝑆3

𝑐𝑆1 −𝜏11 −𝜏12 −𝜏13
𝑐𝑆2 −𝜏21 −𝜏22 −𝜏23
𝑐𝑆3 −𝜏31 −𝜏32 −𝜏33

⎞⎟⎟⎟⎠ , (2.9)

где 𝑇 00 = �̃� - «плотность энергии» вектор «плотности потока энергии»в 3-импульсном про-
странстве 𝑆𝛼 = 𝑐−1𝑇 0𝛼, тензор «напряжений»в 3-импульсном пространстве (трехмерный тензор
«потока импульса») 𝑇𝛼𝛽 = −𝜏𝛼𝛽 .

Полагаем, что дивергенция тензора «энергии-импульса» 𝑇 𝑘𝑖 в 4-импульсном пространстве
равна нулю

𝜕𝑇 𝑖𝑘

𝜕𝑝𝑘
≡ 𝑇 𝑘𝑖;𝑘 (𝑝) =

𝜕𝑇𝑘
𝑖

𝜕𝑝𝑘
− Γ̃𝑚𝑖𝑘𝑇

𝑘
𝑚 + Γ̃𝑘𝑚𝑘𝑇

𝑚
𝑖 = 0 . (2.10)

Считаем, что дивергенция тензора �̃�𝑘𝑖 − 1
2𝛿
𝑘
𝑖 �̃� − Λ̃𝛿𝑘𝑖 , полученного из тензора кривизны 4-

импульсного пространства, также равна нулю. Сравнивая эти дивергенции тензоров, мы полагаем,
как в теории Эйнштейна, что эти тензора равны, и получаем уравнения для гравитационного поля
в 4-импульсном пространстве.

Уравнения Эйнштейна в смешанных компонентах в псевдоримановом 4-импульсном простран-
стве принимают вид:

�̃�𝑘𝑖 − 1
2𝛿
𝑘
𝑖 �̃�− Λ̃𝛿𝑘𝑖 = �̃�𝑇 𝑘𝑖 . (2.11)

В контравариантных тензорных компонентах они следующие:
�̃�𝑖𝑘 − 1

2𝜎
𝑖𝑘�̃�− Λ̃𝜎𝑖𝑘 = �̃�𝑇 𝑖𝑘 . (2.12)

В ковариантных тензорных компонентах:
�̃�𝑖𝑘 − 1

2𝜎𝑖𝑘�̃�− Λ̃𝜎𝑖𝑘 = �̃�𝑇𝑖𝑘 . (2.13)
Здесь Λ̃ (𝐸) - «космологический параметр»в 4-импульсном пространстве, 𝑇𝑖𝑘 - тензор

«энергии-импульса» в 4-импульсном пространстве, �̃� -константа.
Уравнения (2.11-13) формально являются уравнениями Эйнштейна в искривленном

4-импульсном пространстве, т.е. «дуальными» к уравнениям Эйнштейна в искривленном
пространстве-времени [1,6]. Очевидно, что асимптотические решения уравнений (2.11), для 𝑝0 =

= 𝐸/𝑐 → ∞, являются сингулярными для компактных областей, т.к. соответствуют энергии
начального состояния системы, так же как начало времени для решений уравнений Эйнштейна.
Существуют и другие ограничения.

Применение вариационного принцип наименьшего действия для гравитационного поля в 4-
импульсном искривленном пространстве

𝑆𝜎 =
∫︀ √

−𝜎𝜎𝑖𝑘
(︁
Γ̃𝑚𝑖𝑙 Γ̃

𝑙
𝑘𝑚 − Γ̃𝑙𝑖𝑘Γ̃

𝑚
𝑙𝑚

)︁
𝑑𝑝0𝑑𝑝1𝑑𝑝2𝑑𝑝3, (2.14)

для получения уравнений (2.11) требует отдельного рассмотрения.

Обсудим более подробно (2.9) – аналог тензора «энергии-импульса»в 4-импульсном простран-
стве. Для макроскопических тел «тензор энергии-импульса»в 4-импульсном пространстве в любой
системе отсчета принимает вид

𝑇 𝑖𝑘 =
(︁
𝑃 + 𝜌𝑐2

)︁
�̃�𝑖�̃�𝑘 − 𝑃𝜎𝑖𝑘 . (2.15)



О геометризации фазового пространства 97

Здесь «плотность массы»в импульсном пространстве
𝜌 = 𝑑𝑚√

−𝛾𝑑3𝑝 , (2.16)
где

√
−𝛾𝑑3𝑝 ≡

√
−𝛾𝑑𝑝1𝑑𝑝2𝑑𝑝3 -элемент объема в 3-импульсном искривленном пространстве, 𝛾 =

det ||𝛾𝛼𝛽 || -определитель, (𝛼, 𝛽 = 1, 2, 3) .
Метрический тензор 3-импульсного пространства аналогичен трехмерному метрическому тен-

зору
𝛾𝛼𝛽 = −𝜎𝛼𝛽 +

𝜎0𝛼𝜎0𝛽
𝜎00

. (2.17)

«Плотность энергии»в импульсном пространстве
𝑇 00 = 𝜀 = 𝜌𝑐2 . (2.18)

Размерность [𝜌] = сек3

кг2м3 , размерность [𝜀] = сек
кг2м .

В сопутствующей системе отсчета, где элемент импульсного объема «покоится» �̃�𝑖 =

= (1, 0, 0, 0), компонента «силы»действующая на элемент поверхности 𝑑𝑓 импульсного объема 𝑑3𝑝
равна −𝜏𝛼𝛽𝑑𝑓𝛽 = 𝑃𝑑𝑓𝛼. Отсюда следует выражение для «тензора напряжений»в 3-импульсном
пространстве

𝜏𝛼𝛽 = −𝑃𝛿𝛼𝛽 , (2.19)
где 𝑃 - «давление»в импульсном пространстве. 𝑇𝛼0 = 0. Размерность 𝑃 равна размерности 𝜀.

«Тензор энергии-импульса» в 4-импульсном пространстве в смешанных координатах
𝑇 𝑖𝑘 =

(︁
𝑃 + 𝜌𝑐2

)︁
�̃�𝑖�̃�𝑘 − 𝑃𝛿𝑖𝑘 . (2.20)

Тензор «энергии-импульса» для нейтрального скалярного поля 𝜑, в искривленном 4-
импульсном пространстве можно представить в виде

𝑇
(𝜑)
𝑖𝑘 = 𝜕𝜑

𝜕𝑝𝑖
𝜕𝜑
𝜕𝑝𝑘

+ 𝜎𝑖𝑘
2

[︁(︀ ~
𝑚𝑐

)︀2
𝜑2 − 𝜎𝑙𝑚 𝜕𝜑

𝜕𝑝𝑙
𝜕𝜑
𝜕𝑝𝑚

]︁
. (2.21)

Уравнения Эйнштейна в искривленном 4-импульсном пространстве в присутствии скалярного
поля принимают вид

�̃�𝑖𝑘 − 1
2𝜎𝑖𝑘�̃�− Λ̃𝜎𝑖𝑘 = �̃�𝑇

(𝜑)
𝑖𝑘 . (2.22)

Уравнения (2.19-21) являются «дуальными» соответственно, к уравнениям (5.1.9-5.1.11) в
книге [1] для искривленного пространства-времени в присутствии скалярного поля. Размерность
«космологического параметра» в 4-импульснос пространстве следующая

[︁
Λ̃
]︁
= сек2

м2кг2 , размерность
[�̃�] = сек

м .
Таким образом, мы произвели геометризацию эффективного псевдориманова 4-импульсного

пространства, используя математический формализм псевдориманова пространства-времени 𝑉4.
Простой пример вычисления метрики в искривленном импульсном пространстве приведен

ниже.

3. Метрика Шварцшильда в 4-импульсном пространстве

Метрика 𝑑𝑤2 = 𝜎𝑖𝑘𝑑𝑝
𝑖𝑑𝑝𝑘 4-импульсного «цилиндрического»пространства без гравитации

имеет вид
𝑑𝑤2 = 𝑐−2𝑑𝐸2 − 𝑑𝑝2𝑟 − 𝑝2𝑟

(︁
𝑑𝜃2 + sin2𝜃𝑑𝜙2

)︁
, (3.1)

где 𝑐−1𝐸 = 𝑝0,𝑝𝑟 = 𝑝1,𝜃 = 𝑝2,𝜙 = 𝑝3 - импульсные координаты.
В центрально-симметричном гравитационном поле интервал (1.4) принимает вид

𝑑𝑤2 = 𝜎00
(︀
𝑑𝑝0
)︀2

+ 𝜎11
(︀
𝑑𝑝1
)︀2

+ 𝜎22
(︀
𝑑𝑝2
)︀2

+ 𝜎33
(︀
𝑑𝑝3
)︀2 ˙ (3.2)

Повторяя подробный расчет, изложенный в [1] и [6], полагая
𝜎00 = 𝑒𝜈 ,𝜎11 = −𝑒𝜆,𝜎22 = −𝑝2𝑟,𝜎33 = −𝑝2𝑟sin2𝜃 , (3.3)

вычисляя последовательно, контравариантный метрический тензор 4-импульсного пространства
𝜎𝑖𝑘, символы Кристоффеля Γ̃𝑖𝑘𝑙, решая уравнения �̃�𝑖𝑘 = 0 относительно 4-импульсных координат,
получаем выражение

𝑑𝑤2 =
(︁
1− 𝐶

𝑝𝑟

)︁
𝑐−2𝑑𝐸2 − 1

1− 𝐶
𝑝𝑟

𝑑𝑝2𝑟 − 𝑝2𝑟

(︁
𝑑𝜃2 + sin2𝜃𝑑𝜙2

)︁
, (3.4)



98 В.С. Кирчанов

где 𝐶 - постоянная интегрирования имеет импульсную размерность. Для её определения использу-
ем гравитационный радиус 𝑟𝑔 = 2𝐺𝑁𝑚

𝑐2
и длину волны Комптона �̄�𝐶 = ~

𝑚𝑐 . Положим 𝐶 = 𝑚𝑐 = 𝑝𝑔

. Тогда при нулевой массе метрика Шварцшильда совпадает с метрикой (3.1). Если теперь поло-
жить 𝑟𝑔 = 𝜆𝐶 [11], тогда «гравитационный импульс»

𝑝𝑔 =
𝑟𝑔𝑐

3

2𝐺𝑁
= 𝑚𝑃𝑙𝑐. (3.5)

становится равным планковскому импульсу и является релятивистским квантовым пределом ОТО,
в искривленном 4-импульсном пространстве.

Метрика Шварцшильда для 4-импульсного пространства в центрально-симметричном грави-
тационном поле принимает окончательный вид:

𝑑𝑤2 =
(︁
1− 𝑝𝑔

𝑝𝑟

)︁
𝑐−2𝑑𝐸2 − 1

(1−
𝑝𝑔
𝑝𝑟
)
𝑑𝑝2𝑟 − 𝑝2𝑟

(︁
𝑑𝜃2 + sin2𝜃𝑑𝜙2

)︁
. (3.6)

Выражение (3.6) является «дуальным»для известной метрики Шварцшильда [1,6,10] для про-
странственно - временного интервала.

Соотношение неопределенности Гейзенберга между «гравитационным импульсом»и компто-
новской длиной волны принимает вид

∆𝑝𝑔 ·∆𝐶 ≥ ~
2 . (3.7)

Уменьшение комптоновской длины волны приводит к увеличению гравитационного импульса
и увеличению гравитационного радиуса черной дыры.

4. Геометризация фазового пространства

При геометризации фазового пространства мы используем книгу [9] в которой рассмотре-
но комплексное риманово пространство. Фазовое пространство можно представить в виде ком-
плексного пространства, содержащего два подпространства: пространство-время и эффективное
4-импульсное пространство.

C4 =
(︀
𝑧0, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3

)︀
, (4.1)

где комплексные координаты выберем в виде
𝑧𝑘 = 𝛼𝑘𝑥

𝑘 + 𝑖𝛽𝑘𝑝
𝑘, где 𝛼𝑘, 𝛽𝑘 - числа, 𝑖, 𝑘 = 0, 1, 2, 3 . (4.2)

Комплексно сопряженные координаты
𝑧𝑘 = 𝛼𝑘𝑥

𝑘 − 𝑖𝛽𝑘𝑝
𝑘, (4.3)

Действительные координаты и импульсы следующие
𝑥𝑘 = 1

2𝛼𝑘

(︀
𝑧𝑘 + 𝑧𝑘

)︀
, 𝑝𝑘 = 1

2𝑖𝛽𝑘

(︀
𝑧𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
, (4.4)

Тогда интервал псевдоэвклидового комплексного фазового пространства
𝑑𝑄2 = 𝑑𝑧0𝑑𝑧0 − 𝑑𝑧1𝑑𝑧1 − 𝑑𝑧2𝑑𝑧2 − 𝑑𝑧3𝑑𝑧3 = ℎ𝑖𝑖𝑑𝑧

𝑖𝑑𝑧𝑖 . (4.5)
В псевдоэрмитовом пространстве C𝑛𝑝,𝑞 𝑝+ 𝑞 = 𝑛 квадрат длины вектора

𝑑𝑄2 =
⃒⃒
𝑑𝑧0
⃒⃒2 − ⃒⃒𝑑𝑧1 ⃒⃒2 − ⃒⃒𝑑𝑧2⃒⃒2 − ⃒⃒𝑑𝑧3⃒⃒2 ,

где 𝛼𝑘 = 𝛽𝑘 = 1 , ℎ𝑖𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (1,−1,−1,−1) .
Полагая интервал псевдоэвклидового пространства – времени

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑥0
)︀2 − (︀𝑑𝑥1)︀2 − (︀𝑑𝑥2)︀2 − (︀𝑑𝑥3)︀2 = 𝑔𝑖𝑖(𝑑𝑥

𝑖)
2 , (4.6)

и интервал псевдоэвклидового 4-импульсного пространства (1.1), получаем интервал псевдоэвкли-
дового фазового пространства

𝑑𝑄2 = 𝑑𝑠2 + 𝑑𝑤2 . (4.7)
В случае комплексного псевдориманова фазового пространства получаем интервал в виде

𝑑𝑄2 = ℎ𝑖𝑘𝑑𝑧
𝑖𝑑𝑧𝑘 = 𝑔𝑖𝑘𝑑𝑥

𝑖𝑑𝑥𝑘 + 𝜎𝑖𝑘𝑑𝑝
𝑖𝑑𝑝𝑘 . (4.8)

где 𝑑𝑧𝑘 = 𝛼𝑘𝑑𝑥
𝑘 + 𝑖𝛽𝑘𝑑𝑝

𝑘,𝑑𝑧𝑘 = 𝛼𝑘𝑑𝑥
𝑘 − 𝑖𝛽𝑘𝑑𝑝

𝑘 , 𝛼𝑘, 𝛽𝑘 - числа.

Здесь риманова метрика является эрмитовой т.е. её матрица комплексно сопряженная и транс-
понированная

||ℎ𝑖𝑘|| =
⃒⃒⃒⃒
ℎ̄𝑘𝑖
⃒⃒⃒⃒

,
где матричные элементы ℎ𝑖𝑘 = ℎ̄𝑘𝑖 =

𝑔𝑖𝑘
𝛼𝑖𝛼𝑘

= 𝜎𝑖𝑘
𝛽𝑖𝛽𝑘

. (4.9)



О геометризации фазового пространства 99

В овеществленном 8-мерном пространстве R2𝑛=8 =
(︀
𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3; 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3

)︀
эта матрица

представляется в виде двух диагональных блоков 4 × 4 с 𝑔𝑖𝑘 для 𝑥𝑖 -переменных и 𝜎𝑖𝑘 для
𝑝𝑖 -переменных. Примером другой эрмитовой римановой метрики является метрика Бергмана,
рассмотренная в п.5.

В этом фазовом пространстве существуют 2𝑛− 1 = 7 -мерные поверхности, соответствующие
различным значениям энергий. Фазовые траектории замкнутых систем (с разными постоянными
значениями энергии) лежат на этих гиперповерхностях, которые не пересекаются [10].

Комплексно линейные невырожденные преобразования пространства C4 образуют группу
𝐺𝐿 (𝑛,C) комплексных матриц размером 4× 4 с определителем не равным нулю.

При переходе комплексного пространства в вещественное C𝑛 → R2𝑛 , комплексные преобра-
зования дают линейные преобразования вещественного пространства 𝐺𝐿 (𝑛,C) → 𝐺𝐿 (2𝑛,R) –
отображение овеществления.

Введем операторы дифференцирования в пространстве комплекснозначных функций на C4

𝜕
𝜕𝑧𝑘

= 1
2

(︁
𝜕

𝛼𝑘𝜕𝑥𝑘
− 𝑖 𝜕

𝛽𝑘𝜕𝑝𝑘

)︁
, 𝜕

𝜕𝑧𝑘
= 1

2

(︁
𝜕

𝛼𝑘𝜕𝑥𝑘
+ 𝑖 𝜕

𝛽𝑘𝜕𝑝𝑘

)︁
. (4.10)

Выполняются тождества
𝜕
𝜕𝑧𝑘

(︀
𝑧𝑘
)︀
= 𝜕

𝜕𝑧𝑘

(︀
𝑧𝑘
)︀
= 1 , (4.11)

𝜕
𝜕𝑧𝑘

(︀
𝑧𝑘
)︀
= 𝜕

𝜕𝑧𝑘

(︀
𝑧𝑘
)︀
= 0 . (4.12)

Рассмотрим многочлен с комплексными коэффициентами 𝑃
(︀
𝑥𝑘, 𝑝𝑘

)︀
от переменных(︀

𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3; 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3
)︀
, в котором при замене (3.4) получаем многочлен 𝑄

(︀
𝑧𝑘, 𝑧𝑘

)︀
.

Утверждение [8]: многочлен 𝑄
(︀
𝑧𝑘, 𝑧𝑘

)︀
= 𝑃

(︀
𝑥𝑘, 𝑝𝑘

)︀
тогда и только тогда зависит от перемен-

ных 𝑧𝑘и не зависит от 𝑧𝑘 , когда выполняется тождество
𝜕𝑃
𝜕𝑧𝑘

= 1
2

(︁
𝜕𝑃

𝛼𝑘𝜕𝑥𝑘
+ 𝑖 𝜕𝑃

𝛽𝑘𝜕𝑝𝑘

)︁
≡ 0 . (4.13)

Введем трехиндексные символы Кристоффеля 2-го рода в комплексном псевдоримановом
пространстве

⌣

Γ
𝑖

𝑘𝑙 (𝑧, 𝑧) = Γ𝑖𝑘𝑙 (𝑥) + Γ̃𝑖𝑘𝑙 (𝑝) . (4.14)
В формуле (4.14) первое слагаемое – трехиндексные символы Кристоффеля 2-го рода

Γ𝑖𝑘𝑙 (𝑥) =
1
2𝑔
𝑖𝑚
(︁
𝜕𝑔𝑚𝑘

𝜕𝑥𝑙
+ 𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑘
− 𝜕𝑔𝑘𝑙

𝜕𝑥𝑚

)︁
, (4.15)

с производными
𝜕
𝜕𝑥𝑘

= 𝛼𝑘
(︀
𝜕
𝜕𝑧𝑘

+ 𝜕
𝜕𝑧𝑘

)︀
. (4.16)

Второе слагаемое в (4.14), определенное в формуле (2.5), возьмем с производными
𝜕
𝜕𝑝𝑘

= 𝑖𝛽𝑘
(︀
𝜕
𝜕𝑧𝑘

− 𝜕
𝜕𝑧𝑘

)︀
. (4.17)

Если 𝜕ℎ𝑖𝑘(𝑧,𝑧)

𝜕𝑧𝑘
≡ 0 , тогда символы Кристоффеля не зависят от 𝑧𝑘 , только от 𝑧𝑘 .

Введем тензор Римана–тензор 4-го ранга для 4-фазового искривленного пространства (см. 2.6
и последующие формулы)

⌣

𝑅𝑖𝑘𝑙𝑚 (𝑧, 𝑧) = 𝑅𝑖𝑘𝑙𝑚 (𝑥) + �̃�𝑖𝑘𝑙𝑚 (𝑝) . (4.18)
Определим тензор Риччи –тензор 2-го ранга для фазового пространства

⌣

𝑅𝑖𝑘 (𝑧, 𝑧) = 𝑅𝑖𝑘 (𝑥) + �̃�𝑖𝑘 (𝑝) = 𝑅𝑙𝑖𝑙𝑘 (𝑥) + �̃�𝑙𝑖𝑙𝑘 (𝑝) . (4.19)
Определим (скалярную кривизну) в фазовые пространства

⌣

𝑅 (𝑧, 𝑧) = 𝑔𝑖𝑘𝑅𝑖𝑘 (𝑥) + 𝜎𝑖𝑘�̃�𝑖𝑘 (𝑝). (4.20)

Полагаем, что дивергенция «тензора энергии-импульса»
⌣

𝑇
𝑘

𝑖 в фазовом пространстве равна
нулю

⌣

𝑇
𝑘

𝑖;𝑘 (𝑧, 𝑧) = 𝑇 𝑘𝑖;𝑘 (𝑥) + 𝑇 𝑘𝑖;𝑘 (𝑝) = 0 . (4.21)

Считаем, что дивергенция тензора
⌣

𝑅
𝑘

𝑖 (𝑧, 𝑧)− 1
2

⌣

𝛿
𝑘

𝑖

⌣

𝑅 (𝑧, 𝑧)−
⌣

Λ
⌣

𝛿
𝑘

𝑖 (𝑧, 𝑧) , полученного из тензора
кривизны фазового пространства, также равна нулю. Сравнивая эти дивергенции тензоров, мы
полагаем, как в теории Эйнштейна, что эти тензора равны, и получаем уравнения гравитационного
поля ОТО в фазовом пространстве. Для строгого вывода необходимо использовать вариационный
принцип Гильберта.
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Таким образом, уравнения Эйнштейна в смешанных компонентах в комплексном фазовом
пространстве C𝑛=4 =

(︀
𝑧0, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3

)︀
с квадратичной формой (4.8) и эрмитовой метрикой (4.9) имеют

вид:
⌣

𝑅
𝑘

𝑖 (𝑧, 𝑧)− 1
2

⌣

𝛿
𝑘

𝑖

⌣

𝑅 (𝑧, 𝑧)−
⌣

Λ
⌣

𝛿
𝑘

𝑖 =
⌣
𝜅

⌣

𝑇
𝑘

𝑖 (𝑧, 𝑧) , (4.22)
с координатами (4.2).

В овеществленном 8-мерном R2𝑛 =
(︀
𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3; 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3

)︀
, включающем пространство-

время и эффективное 4-импульсное пространство, получаем две системы уравнений
𝑅𝑘𝑖 (𝑥)− 1

2𝛿
𝑘
𝑖 𝑅 (𝑥)− Λ𝛿𝑘𝑖 = 𝜅𝑇 𝑘𝑖 (𝑥) , (4.23)

�̃�𝑘𝑖 (𝑝)− 1
2𝛿
𝑘
𝑖 �̃� (𝑝)− Λ̃𝛿𝑘𝑖 = �̃�𝑇 𝑘𝑖 (𝑝) . (4.24)

Уравнения (4.23) – это стандартные уравнения Эйнштейна в псевдоримановом пространстве-
времени, уравнения (4.24) – это уравнения (2.12), полученные ранее уравнения Эйнштейна в эф-
фективном псевдоримановом 4-импульсном пространстве. Обе системы с координатами (4.4). Эти
две системы уравнения Эйнштейна могут быть записаны также в контравариантных и ковариант-
ных компонентах (2.11-12).

В случае метрики Бергмана (см. 5.13) и других эрмитовых метрик, не сводящихся к блок-
диагональному виду, разделить уравнения (4.22) на две системы не удается, и в метрике возникают
«интерференционные слагаемые» см (5.13).

5. Метрика Бергмана для комплексного фазового пространства

В общем случае, не блок-диагональной эрмитовой римановой метрикой является, например,
метрика Бергмана, рассмотренная в книге Шабата [12], которой мы следуем.

Пусть существуют голоморфные функции 𝑓 ̸= 0 образующие гильбертово пространство
𝐿2
ℎ (𝐷) с ортонормированным базисом (𝜙1, 𝜙2...) .

Для плотной области 𝐷 ⊂ C𝑛 введем кернфункцию Бергмана:
𝐾𝐷 (𝑧, 𝜍) =

∑︀∞
𝑗=1 𝜙𝑗 (𝑧) · 𝜙𝑗 (𝜍) , (5.1)

где 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑛) , 𝜍 = (𝜍1, ..., 𝜍𝑛) .
Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿2

ℎ (𝐷) справедливо
𝑓 (𝑧) =

∫︀
𝐷
𝑓 (𝜍)𝐾 (𝑧, 𝜍) 𝑑𝑉 (𝜍) . (5.2)

Эрмитова квадратичная форма
𝑑𝑄2 =

∑︀𝑛
𝑗,𝑘=1

𝜕2 log𝐾(𝑧,𝑧)

𝜕𝑧𝑗𝜕𝑧𝑘
𝑑𝑧𝑗𝑑𝑧𝑘 (5.3)

инвариантна, относительно биголоморфных отображений.
В областях 𝐷, для которых 𝐾𝐷 (𝑧) положительная, функции 𝐾𝐷 (𝑧) и log𝐾𝐷 (𝑧) строго плю-

рисубгармонические. Это означает, что квадратичная форма 𝑑𝑄2 положительно определена и
задает в 𝐷 эрмитову риманову метрику

ℎ𝑗𝑘 (𝑧) =
𝜕2 log𝐾(𝑧,𝑧)

𝜕𝑧𝑗𝜕𝑧𝑘
, (5.4)

которая называется метрикой Бергмана.
Метрика Лобачевского в верхней полуплоскости 𝐻 = {𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 ∈ C, 𝑦0 > 0} задается

формой
𝑑𝑄2

𝐻 = |𝑑𝑧0|2
𝑦20

. (5.5)
Если согласно (4.2) комплексная нулевая координата

𝑧0 = 𝛼0𝑥
0 + 𝑖𝛽0𝑦

0 , (5.6)
то метрика (5.5) принимает вид:

𝑑𝑄2
𝐻 =

𝛼2
0𝑐

2𝑑𝑡2+𝛽2
0𝑑𝐸

2/𝑐2

𝛽2
0𝐸

2/𝑐2
. (5.7)

Для поликруга: 𝐷 = 𝑈 : |𝑧𝑗 | < 𝑅𝑗 в C𝑛 кернфунция следующая

𝐾𝑈 (𝑧, 𝑧) = 1
𝜋𝑛

∏︀𝑛
𝑗=1

𝑅2
𝑗

(𝑅2
𝑗−𝑧𝑗𝑧𝑗)

2 . (5.8)

После вычисления для C4 получаем бергманову форму для поликруга в виде [12]

𝑑𝑄2 = 2
∑︀𝑛=3
𝑗=0

𝑅2
𝑗(︁

𝑅2
𝑗−|𝑧𝑗|2

)︁2 ⃒⃒𝑑𝑧𝑗 ⃒⃒2 . (5.9)
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Бергманова форма для поликруга 𝐷 = 𝑈 :
⃒⃒
𝑧𝑘 = 𝛼𝑘𝑥

𝑘 + 𝑖𝛽𝑘𝑝
𝑘,
⃒⃒
< 𝑅𝑘 в C4 в овеществленном

фазовом пространстве R8 =
(︀
𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3; 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3

)︀
согласно (5.9) следующая

𝑑𝑄2 = 2𝑅2
0

𝛼2
0𝑐

2𝑑𝑡2+𝛽2
0𝑐

−2𝑑𝐸2

(𝑅2
0−𝛼

2
0𝑐

2𝑡2−𝛽2
0𝑐

−2𝐸2)2
+ 2

∑︀𝜈=3
𝜈=1𝑅

2
𝜈

𝛼2
𝜈(𝑑𝑥

𝜈)2+𝛽2
𝜈(𝑑𝑝

𝜈)2

(𝑅2
𝜈−𝛼2

𝜈(𝑥
𝜈)2−𝛽2

𝜈(𝑝
𝜈)2)2

. (5.10)

Она содержит гиперболическую метрику, инвариантную относительно конформных отобра-
жений и определяющую в поликруге геометрию Лобачевского.

Для шара 𝐷 = 𝐵 : |𝑧| < 𝑅 в C𝑛 , кернфункция Бергмана имеет вид
𝐾𝐵 (𝑧, 𝑧) = (𝑛)!𝑅𝑛

𝜋𝑛
1(︃

𝑅2−
𝑛−1∑︀
𝑗=0

𝑧𝑗𝑧𝑗

)︃𝑛+1 (5.11)

После вычисления бергманова форма для шара в C4 =
(︀
𝑧0, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3

)︀
следующая [12]

5−1𝑑𝑄2 =

3∑︀
𝑗=0

|𝑑𝑧𝑗|2

𝑅2−
3∑︀

𝑗=0
|𝑧𝑗|2

+

3∑︀
𝑗,𝑘=0

𝑧𝑗𝑧𝑘𝑑𝑧𝑗𝑑𝑧𝑘(︃
𝑅2−

3∑︀
𝑗=0

|𝑧𝑗|2
)︃2 . (5.12)

Последнее слагаемое аналогично дифференциалам гиперболической площади.
Эта форма Бергмана для шара с координатами (4.4) в овеществленном фазовом пространстве

R8 =
(︀
𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3; 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3

)︀
принимает вид

5−1𝑑𝑄2 =

𝛼2
0𝑐

2𝑑𝑡2 + 𝛽2
0𝑑𝐸

2𝑐−2 +
3∑︀

𝜈=1
𝛼2
𝜈(𝑑𝑥

𝜈)
2
+ 𝛽2

𝜈(𝑑𝑝
𝜈)

2

𝑅2 − 𝛼2
0𝑐

2𝑡2 − 𝛽2
0𝐸

2𝑐−2 −
3∑︀

𝜈=1
[𝛼2
𝜈(𝑥

𝜈)
2
+ 𝛽2

𝜈(𝑝
𝜈)

2
]

+

+

3∑︀
𝑗=0

[𝛼2
𝑗 (𝑥

𝑗)
2
+ 𝛽2

𝑗 (𝑝
𝑗)

2
][𝛼2

𝑗 (𝑑𝑥
𝑗)

2
+ 𝛽2

𝑗 (𝑑𝑝
𝑗)

2
](︃

𝑅2 −
3∑︀
𝑗=0

[𝛼2
𝑗 (𝑥

𝑗)
2
+ 𝛽2

𝑗 (𝑝
𝑗)

2
]

)︃2 +

+

3∑︀
𝑗,𝑘=0
(𝑗 ̸=𝑘)

[2
(︀
𝛼𝑗𝛼𝑘𝑥

𝑗𝑥𝑘 + 𝛽𝑗𝛽𝑘𝑝
𝑗𝑝𝑘
)︀ (︀
𝛼𝑗𝛼𝑘𝑑𝑥

𝑗𝑑𝑥𝑘 + 𝛽𝑗𝛽𝑘𝑑𝑝
𝑗𝑑𝑝𝑘

)︀
+

+ 2
(︀
𝛼𝑗𝛽𝑘𝑥

𝑗𝑝𝑘 − 𝛽𝑗𝛼𝑘𝑝
𝑗𝑥𝑘
)︀ (︀
𝛼𝑗𝛽𝑘𝑑𝑥

𝑗𝑑𝑝𝑘 − 𝛽𝑗𝛼𝑘𝑑𝑝
𝑗𝑑𝑥𝑘

)︀
](︃

𝑅2 −
3∑︀
𝑗=0

[𝛼2
𝑗 (𝑥

𝑗)
2
+ 𝛽2

𝑗 (𝑝
𝑗)

2
]

)︃2

.

(5.13)
Последняя двойная сумма содержит слагаемые, содержащие произведения дифференциалов

4-координат и 4-импульсов.
Для единичного круга 𝑅 = 1 при 𝑛 = 1 метрики (5.9) и (5.12) совпадают с метрикой

Лобачевского [12]. Таким образом, в комплексном искривленном фазовом пространстве возникает
новый класс эрмитовых метрик.

Заключение

Подведем итог. С использованием математического формализма ОТО проведена геометриза-
ция псевдориманова 4-импульсного пространства и получен аналог уравнений Эйнштейна в этом
пространстве. Математическая структура этих уравнений сохранена, т.к. жестко задана приме-
ненным стандартным формализмом, однако пространства различные, и величины как функции,
зависящие от 4-импульсов, нетривиально отличаются от физических величин, зависящих от коор-
динат пространства –времени.

Показано, что простейшая геометризация комплексного фазового пространства привела в
частном случае к появлению двух систем уравнений Эйнштейна для его подпространств – для псев-
дориманова пространства-времени и эффективного псевдориманового 4-импульсного простран-
ства. В общем случае получается аналог уравнений Эйнштейна для комплексного риманова фа-
зового пространства с эрмитовыми метриками близкими к гиперболическим метрикам. Показано,
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что метрика Бергмана может применяться для комплексного C4 и овеществленного R8 фазового
пространства.

Основные классы решений уравнений (2.11), (4.22), и выражения для аналогов основных мет-
рик ОТО [1,6,10] типа (3.6), (5.13) в комплексном фазовом пространстве, физическая интерпрета-
ция полученных результатов, и неизбежные ограничения данного подхода, будут исследованы в
дальнейшем.

Мы полагаем, что последовательная формулировка ОТО в комплексном фазовом простран-
стве, и особенно в эффективном римановом 4-импульсном пространстве возможна, и представляет
определенный интерес при исследовании топологических особенностей и космологических тополо-
гических фазовых переходов начальных состояний Вселенной.
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