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Работа посвящена исследованию поведения тонкостенной цилиндрической оболочки, подкрепленной по
торцам шпангоутами и подвергающейся нагреву импульсным тепловым потоком от бесконечно удаленно-
го источника излучения. Представлены асимптотические решения задачи теплопроводности, полученные
операционным методом, описывающие распределение температур в конструкции при малых временах и
интенсивном конвективном теплообмене с окружающей средой. Комплексным методом построено аналити-
ческое решение линейной задачи термоупругости, описывающее напряженно-деформированное состояние
конструкции. Представленные инженерные методики обеспечивают достаточную для практических рас-
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Введение

В авиационной технике широкое распространение получили тонкостенные элементы кон-
струкций типа подкрепленных цилиндрических оболочек. Поэтому при проектировании летатель-
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ных аппаратов [1] большой практический интерес представляет разработка инженерных аналити-
ческих методик расчета несущей способности таких элементов при различных тепловых и силовых
воздействиях.

В данной работе исследуется влияние нагрева тонкостенной цилиндрической оболочки пло-
скопараллельным импульсным лучистым тепловым потоком от бесконечно удаленного источника
излучения на её термонапряженное состояние. Оболочка по торцам подкреплена шпангоутами.
Тепловой поток падает на оболочку перпендикулярно её оси. В начальный момент времени темпе-
ратура конструкции равна температуре окружающей среды, которая в рассматриваемом времен-
ном промежутке остаётся постоянной и равной нулю. Считается, что подкрепляющие элементы
имеют прямоугольное сечение. Между оболочкой и шпангоутами существует идеальный тепловой
контакт. Температурное поле оболочки формируется под действием падающего на нее лучистого
теплового потока, и в результате конвективного теплообмена с окружающей средой, происходяще-
го по закону Ньютона. Во времени тепловой поток изменяется произвольно. Принято допущение о
равномерном прогреве оболочки по толщине. Геометрические характеристики сечений шпангоутов
малы по сравнению с радиусом оболочки.

Линейная несвязанная квазистатическая задача термоупругости решается в два этапа:
1) Исследование температурного поля конструкции;
2) Проведение анализа её термонапряженного состояния.

1. Определение температурного поля конструкции.

а) Температурное поле вдали от торцов оболочки. Пусть 𝑡 = 𝑡(𝐹0, 𝜙) - функция распределения
температуры в средней части оболочки. Она является решением параболической начально-краевой
задачи:

𝜕𝑡

𝜕𝐹0
=
𝜕2𝑡

𝜕𝜙
+
𝑞 (𝐹0)

ℎ
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условиях. Здесь введены обозначения:
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,

где 𝑅 - радиус оболочки ℎ0 - ее толщина, 𝛼0 - коэффициент теплоотдачи от оболочки в окружаю-
щую среду вследствие конвективного теплообмена,𝑞0 (𝐹0) - мощность лучистого теплового потока,
приходящаяся на единицу площади поверхности оболочки, 𝑞𝑚𝑎𝑥0 - максимальное значение мощ-
ности теплового обмена, 𝜏0 - время, 𝑡0 - функция распределения температуры по оболочке , 𝜙 -
угловая координата на торцевом сечение оболочки (так как температурное поле оболочки будет
оставаться симметричным относительно плоскости, проходящей через ось оболочки параллель-
но направлению теплового потока, то рассматривается половина оболочки −𝜋/2 <= 𝜙 <= 𝜋/2,
𝜂 (𝜙) -функция Хевисайда,𝜆0 и 𝛼0 - коэффициенты тепло- и температуропроводности материала
оболочки.

Асимптотическое решение данной задачи, описывающее температурное поле оболочки во вре-
мя действия импульсного теплового потока, можно представить в виде [2]

𝑡 =
𝜂 (𝜙) sin𝜙

ℎ

∫︁ 𝐹0

0

𝑞 (𝜉) 𝑑𝜉,
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для расчетов температурных полей конструкции во время ее последующего остывания вследствие
конвективного теплообмена с окружающей средой можно использовать выражение

𝑡 =
𝜂 (𝜙) sin𝜙

ℎ

∫︁ 𝐹0

0

𝑞 (𝜉) 𝑑𝜉 * 𝑒−𝐹
*
0 ,

где 𝐹0𝑢 = 𝐹0|𝜏0=𝜏0𝑢 * 𝜏0𝑢 - длительность теплового импульса.
б) Температурное поле оболочки в области подкрепляющих элементов.

Считается, что между оболочкой и шпангоутами существует идеальный тепловой контакт, гео-
метрические характеристики сечения подкрепляющих элементов малы по сравнению с радиусом
оболочки, процессом теплопередачи в окружном направлении по сравнению с распространением
тепла в осевом направлении можно пренебречь, шпангоуты имеют прямоугольное сечение.

При таких допущениях функцию распределения температуры можно найти из решения за-
дачи теплопроводности
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где 𝑡01 - функция распределения температуры по высоте ребра, ℎ01 и 𝑙 – толщина и высота сечения
шпангоута, 𝑎01 и 𝜆01 - коэффициенты температуро- и теплопроводности материала шпангоута, 𝛼0

1-
коэффициент теплоотдачи от подкрепляющего элемента в окружающую среду, 𝑥01 - криволинейная
пространственная координата, проходящая от нижнего основания сечения шпангоута к верхнему
и далее перпендикулярно подкрепляющему элементу в срединной поверхности оболочки. Асимп-
тотическое решение этой задачи для случая 𝐻 = 𝑎 = 𝜆 = 1, 𝛼0

1 = 𝛼0, построенное с помощью
преобразования Лапласа по времени, может быть записано в виде [3]:

𝑡1 =
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√
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2
√
𝜏
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𝑑𝜏

)︃

2. Определение термонапряженного состояния оболочки

Анализ представленных выше зависимостей показал, что ширина зоны влияния подкрепля-
ющих элементов на температурное поле оболочки имеет порядок высоты ребра и уменьшается
с уменьшением длительности теплового импульса и с увеличением интенсивности конвективного
теплообмена между конструкцией и окружающей среды. Поэтому возможно принятие допущения
о постоянстве температуры на длине оболочки.
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Во время действия импульсного теплового потока функция распределения температуры мо-
жет быть записана следующим образом:

𝑡 = 𝑄*𝜂
(︁𝜋
2
− |𝜙|

)︁
cos𝜙

∫︁ 𝜏

0

𝑞 (𝜉) 𝑑𝜉,

где 𝜏 = 𝜏0

𝑅

√︁
𝐸

𝜌(1−𝜇2)
, 𝑄* =

𝛼𝑡𝑅𝑞
0
𝑚𝑎𝑥

ℎ0𝑐0

√︁
1−𝜇2

𝜌0𝐸
,𝐸 - модуль упругости, 𝜇- коэффициент Пуассона, 𝛼𝑡-

коэффициент линейного температурного расширения. Далее, считается, что выполняются условия

𝐹0𝑢 < 10−2, 𝐹 *
0𝑢 < 0, 1.

Выполнение этих условий позволяет пренебречь процессом теплопроводности в срединной
поверхности оболочки и конвективным теплообменом между конструкцией и окружающей средой.
В случае интенсивного конвективного теплообмена (𝐵𝑖* > 10) температурное поле оболочки может
быть представлено в виде

𝑡 = 𝑄*
𝑢𝑒𝜃*(𝜏−𝜏𝑢) cos𝜙𝜂

(︁𝜋
2
− |𝜙|

)︁
,

𝑄*
𝑢 =

𝛼𝑡𝑅𝑞
0
𝑚𝑎𝑥

ℎ0𝑐0

√︃
1− 𝜇2

𝜌0𝐸

∫︁ 𝜏𝑢

0

𝑞 (𝜉) 𝑑𝜉, 𝑄* =
𝛼0𝑅

ℎ0𝑐0

√︃
1− 𝜇2

𝜌0𝐸
,

𝜏𝑢 = 𝜏 |𝜏0=𝜏0𝑢 |

Здесь принято, что 𝜙 = 0 на образующей, где тепловой поток падает на оболочку перпен-
дикулярно ее поверхности. Основное уравнение теории цилиндрических оболочек в комплексной
форме может быть записано следующим образом [4]

∆4 ̃︀𝑇 +
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√︂
1− 𝜇2

12
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1− 𝜇2
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ℎ
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√︂
1− 𝜇2

12

(𝜖𝜙 − 𝜖𝑇 )

ℎ

𝑀𝑥𝜙 =𝑀𝑥𝜑 − 𝑖
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1− 𝜇2
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𝜖𝑥𝑝
2ℎ

, 𝜒𝑥 =
12

1− 𝜇2
(𝑀𝑥 − 𝜇𝑀𝜙) + 𝜒𝑇 ,

𝜒𝜙 =
12

1− 𝜇2
(𝑀𝜙 − 𝜇𝑀𝑥) + 𝜒, 𝜒𝑥𝜙 =

12

1− 𝜇
𝑀𝑥𝜙, 𝜖𝑇 =

∫︁ 0,5

−0,5

𝑡𝑑𝑧

𝜒𝑇 =
12

ℎ

∫︁ 0,5

−0,5

𝑡𝑧𝑑𝑧,

̃︀𝑞′𝑛 = 𝑞𝑛 + 𝑖
ℎ√︀

12 (1− 𝜇2)

(︃
𝜕
(︀ ̃︀𝑞𝑥 + 𝜇 ̃̄︀𝑞𝑥)︀

𝜕𝑥
+
𝜕
(︀̃︁𝑞𝜙 + 𝜇 ̃̄︀𝑞𝜑)︀

𝜕𝜙

)︃
≈ ̃︀𝑞𝑛,

̃︀𝑞𝑥 = 𝑞𝑥 + 𝑖𝑞𝑇𝑥 , 𝑡 = 𝛼𝑡𝑡
0, ̃︁𝑞𝜙 = 𝑞𝜙 + 𝑖𝑞𝑇𝜙 ,

𝑞𝑇𝑥 = −
√︂

1− 𝜇2

ℎ
(𝜒𝑇 +∆(𝜖𝑇 )) , 𝜒𝜙 = 𝑅𝜒0

𝜑,

𝜒𝑥 = 𝑅𝜒0
𝑥, 𝜒𝑥𝜙 = 𝑅𝜒0

𝑥𝜙, ̃̄︀𝑞𝑥 = 𝑞𝑥 − 𝑖𝑞𝑇𝑥 , ̃̄︁𝑞𝜙 = 𝑞𝜙 − 𝑖𝑞𝑇𝜙 ,

𝑞𝑛 =
𝑞0𝑛𝑅

𝐸ℎ0
(︀
1− 𝜇2

)︀
, 𝑞𝜙 =

𝑞0𝜙𝑅

𝐸ℎ0
(︀
1− 𝜇2

)︀
, 𝑞𝑥 =

𝑞0𝑥𝑅

𝐸ℎ0
(︀
1− 𝜇2

)︀
,
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𝑁𝑥 =
𝑁0
𝑥

𝐸ℎ0
(︀
1− 𝜇2

)︀
, 𝑁𝜑 =

𝑁0
𝜙

𝐸ℎ0
(︀
1− 𝜇2

)︀
, 𝑁𝑥𝜙 =

𝑁0
𝑥𝜙

𝐸ℎ0
(︀
1− 𝜇2

)︀
,

𝜖𝑥 =
𝑁𝑥

1− 𝜇2
− 𝜇

1− 𝜇2
𝑁𝜑 + 𝑡, 𝜖𝜑 =

𝑁𝜙
1− 𝜇2

− 𝜇

1− 𝜇2
𝑁𝑥 + 𝑡, 𝜖𝑥𝜑 =

2

1− 𝜇2
𝑁𝑥𝜙,

𝜖𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜖𝜑 =

𝜕𝑣

𝜕𝜙
+ 𝑤, 𝜖𝑥𝜙 =

𝜕𝑢

𝜕𝜙
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
, 𝑢 =

𝑢0

𝑅
,

𝑉 =
𝑉 0

𝑅
, 𝜔 =

𝜔0

𝑅
, 𝑏 =

4

√︂
3 (1− 𝜇2)

ℎ2

где 𝑤0-прогиб,𝑢0 и 𝑣0-тангенциальные перемещения, 𝑁0
𝑥 и 𝑁0

𝜙-нормальные усилия, 𝑁0
𝑥𝜙-

сдвигающее усилие,𝑀0
𝑥 и 𝑀0

𝜙-изгибающие моменты, 𝑀0
𝑥𝜙-крутящий момент, 𝜖𝑥,𝜖𝜙 и 𝜖𝜙𝑥 – ком-

поненты тангенциальной деформации, 𝜒0
𝑥, 𝜒

0
𝜙, 𝜒𝑥𝜙

0-компоненты изгибной, 𝑞0𝑥, 𝑞0𝜙, 𝑞0𝑛 – компоненты
силовой нагрузки. В данном случае (силовая нагрузка отсутствует, температура постоянна по
толщине и образующей) основное уравнение принимает вид

∆4𝑇 +
𝜕2𝑇

𝜕𝜙2
+ 𝑖2𝑏2

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
= −

(︀
1− 𝜇2

)︀(︂ 𝜕4𝑡
𝜕𝜙4

+
𝜕2𝑡

𝜕𝜑2

)︂
,

Комплексные усилия определяются через функцию 𝑇по формулам

̃︁𝑁𝜙 =
𝑖

2𝑏2
∆2 ̃︀𝑇 + ̃︀𝑞𝑛, ̃︁𝑁𝑥 = 𝑇 − ̃︁𝑁𝜙, 𝜕̃︂𝑁𝑥𝜙

𝜕𝜙
= − ̃︀𝑞𝑥 − 𝜕̃︁𝑁𝑥

𝜕𝑥
,

𝜕̃︂𝑁𝑥𝜙
𝜕𝑥

= −̃︁𝑞𝜙 − 𝑖

2𝑏2
𝜕 ̃︀𝑇
𝜕𝜑

− 𝜕 ̃︀𝑁
𝜕𝜑

Комплексные перемещения определяются через комплексные усилия с помощью соотношений
закона Гука

̃︀𝜖𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

̃︁𝑁𝑥
1− 𝜇2

− 𝜇

1− 𝜇2
̃︁𝑁𝜙 + 𝑖

√︂
12

1− 𝜇2
ℎ𝑀*

𝜑 + 𝑡,

̃︀𝜖𝜙 =
𝜕̃︀𝑣
𝜕𝜙

+ ̃︀𝑤 =
̃︁𝑁𝜙

1− 𝜇2
− 𝑀

1− 𝜇2
̃︁𝑁𝜙 + 𝑖

√︂
12

1− 𝜇2
ℎ𝑀*

𝑥 + 𝑡,

̃︁𝜖𝑥𝜙 =
𝜕̃︀𝑢
𝜕𝜙

+
𝜕̃︀𝑣
𝜕𝑥

=
2

1− 𝜇
̃︂𝑁𝑥𝜙 − 𝑖

√︂
12

1− 𝜇2
2ℎ𝑀*

𝑥𝜙,

где 𝑀*
𝜙,𝑀

*
𝑥 ,𝑀

*
𝑥𝜙-статическая система функций.

Задачу будем решать методом разделения переменных представляя все искомые функции в
виде рядов Фурье по угловой координате. Функцию распределения температуры аппроксимируем
формулой

𝑡 = 𝑡𝑚

(︂
1

𝜋
+

1

2
cos𝜙+ 0, 212 cos 2𝜙

)︂
, 𝑡𝑚 = 𝑡|𝜙=0

Далее для каждой гармоники из основного уравнения теории цилиндрических оболочек в
комплексной форме определяем функцию 𝑇 затем находим комплексные усилия и комплексные
перемещения (при этом принимаем 𝑀*

𝜙 = 𝑀*
𝑥 = 𝑀*

𝑥𝜙 = 0) и после отделения вещественных ча-
стей находим выражения для перемещений, куда входят неизвестные константы. Эти константы
определяем из граничных условий. Выражения, описывающие напряженно-деформированное со-
стояние защемленной по торцам 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑥1 цилиндрической оболочки во время импульсного
нагрева получены в виде:
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𝑁𝑥 = −𝑄* (︀1− 𝜇2
)︀(︂ 1

𝜋
+

1

2
cos𝜙+ 0, 212 cos 2𝜑

)︂∫︁ 𝜏

0

𝑞 (𝜉) 𝑑𝜉

𝑁𝜙 = −𝑄* (︀1− 𝜇2
)︀
(1 + 𝜇) ·

(︁
𝑒−𝑏𝑥 (cos 𝑏𝑥+ sin 𝑏𝑥) + 𝑒−𝑏(𝑥1−𝑥) (cos 𝑏 (𝑥1 − 𝑥)

+ sin 𝑏 (𝑥1 − 𝑥)) ·
(︂
1

𝜋
+

1

2
cos𝜙+ 0, 212 cos 2𝜙

)︂∫︁ 𝜏

0

𝑞 (𝜉) 𝑑𝜉

𝑁𝑥𝜙 = 0, 𝑢 = 0, 𝑣 = 0

𝑤 = 𝑄* (1 + 𝜇)

(︂
1

𝜋
+

1

2
cos𝜙+ 0, 212 cos 2𝜙

)︂
·

·
(︁
1− 𝑒−𝑏𝑥 (cos 𝑏𝑥+ sin 𝑏𝑥)− 𝑒−𝑏(𝑥1−𝑥) (cos 𝑏 (𝑥1 − 𝑥)

+ sin 𝑏 (𝑥1 − 𝑥))

∫︁ 𝜏

0

𝑞 (𝜉) 𝑑𝜉

𝑀𝑥 = −𝑄
*

ℎ

√︂
1− 𝜇2

12
·

· (1 + 𝜇)

(︂
1

𝜋
+

1

2
cos𝜙+ 0, 212 cos 2𝜙

)︂(︀(︀
𝑒−𝑏𝑥 (cos 𝑏𝑥− sin 𝑏𝑥)

+𝑒−𝑏(𝑥1−𝑥) (cos 𝑏 (𝑥1 − 𝑥)− sin 𝑏 (𝑥1 − 𝑥))
)︁∫︁ 𝜏

0

𝑞 (𝜉) 𝑑𝜉

𝑀𝜙 = 𝜇𝑀𝑥, 𝑀𝑥𝜙 = 0

Во время последующего остывания оболочки при интенсивном конвективном теплообмене
решение задачи может быть записано следующим образом

𝑁𝑥 = −𝑄*𝑒−𝜃(𝜏−𝜏𝑢)
(︀
1− 𝜇2

)︀(︂ 1

𝜋
+

1

2
cos𝜙+ 0, 212 cos 2𝜙

)︂
,

𝑁𝜙 = −𝑄𝑒−𝜃
*(𝜏−𝜏𝑢)

(︀
1− 𝜇2

)︀
·

· (1 + 𝜇)

(︂
1

𝜋
+

1

2
cos𝜙+ 0, 212 cos 2𝜙

)︂(︀
𝑒−𝑏𝑥 (cos 𝑏𝑥+ sin 𝑏𝑥)

+𝑒−𝑏(𝑥1−𝑥) (cos 𝑏 (𝑥1 − 𝑥) + sin 𝑏 (𝑥1 − 𝑥)) ,

𝑁𝑥𝜙 = 0, 𝑢 = 0, 𝑣 = 0,

𝜔 = 𝑄*
𝑢𝑒

−𝜃*(𝜏−𝜏𝑢) (1 + 𝜇)

(︂
1

𝜋
+

1

2
cos𝜙+ 0, 212 cos 2𝜙

)︂
·

·
(︁
1− 𝑒−𝑏𝑥 (cos 𝑏𝑥+ sin 𝑏𝑥)− 𝑒−𝑏(𝑥1−𝑥) (cos 𝑏 (𝑥1 − 𝑥)+

+ sin 𝑏 (𝑥1 − 𝑥)))

𝑀𝑥 = −𝑄
*
𝑢

ℎ

√︂
1− 𝜇2

12
𝑒−𝜃

*(𝜏−𝜏𝑢) (1 + 𝜇)

(︂
1

𝜋
+

1

2
cos𝜙+ 0, 212 cos 2𝜙

)︂
·

·
(︁
𝑒−𝑏𝑥 (cos 𝑏𝑥− sin 𝑏𝑥) + 𝑒−𝑏(𝑥1−𝑥) (cos 𝑏 (𝑥1 − 𝑥)−

− sin 𝑏 (𝑥1 − 𝑥)))

𝑀𝜙 = 𝜇𝑀𝑥, 𝑀𝑥𝜙 = 0

Заключение

При рассмотренном виде нагружения оболочка может потерять устойчивость от усилия 𝑁𝑥.
Сравнивая напряжения 𝜎 от этого усилия с критическим 𝜎кр, можно получить представление о ха-
рактере работы оболочки. Если 𝜎 < 𝜎кр, то оболочка будет работать в докритическом состоянии.
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В противном случае может произойти потеря устойчивости. Следует добавить, что геометриче-
ские характеристики оболочек, применяемых в конструкциях летательных аппаратов таковы, что
полученные выше зависимости обеспечивают необходимую для практических расчетов точность.
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