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Фотонная поверхность (ФП) определяется как замкнутая времениподобная гиперповерхность, такая, что
любая изотропная геодезическая, первоначально касающаяся ее пространственного сечения, остается на
ней навсегда. Поперечная улавливающая поверхность (ПУП) определяется так, что изотропные геоде-
зические могут покидать её пространственное сечение, но только в одном направлении - внутрь. Обе
поверхности являются важной характеристикой сильного гравитационного поля черных дыр, червоточин
и голых сингулярностей, связанных с ними свойстами визуализации. Мы анализируем ФП и ПУП на ряде
примеров с упором на их существование в статических пространствах, не обладающих сферической сим-
метрией, а также в стационарых пространствах. Исследуются решения, в которых классические фотонные
поверхности исчезают, но существуют ПУП и их обобщения. Рассматриваются аксиально-симметричные
метрики с вращением и с голыми сингулярностями, такими как решение Зипоя-Вурхиса.
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Введение

Фотонные сферы являются важной характеристикой ультракомпактных объектов, таких как
черные дыры (ЧД), сверхкомпактные звезды, кротовые норы и голые сингулярности. Они тесно
связаны с гравитационным линзированием [1] и гравитационной тенью [2]. В случае Шварцшильда,
изученом в оригинальной работе Вирбхадры и Эллиса [1], замкнутые круговые фотонные орбиты
расположены на расстоянии 𝑟 = 3𝑀 и образуют сферу в силу сферической симметрии. Понятие
фотонной сферы было далее обобщено на фотонные поверхности (ФП), которые не обязательно
являются сферически-симметричными. В [3] фотонные поверхности определяются как замкнутые
времениподобные гиперповерхность 𝑆 такие, что любая изотропная геодезическая, первоначально
касательная к 𝑆, будет оставаться на 𝑆. Основная теорема гласит, что фотонные поверхности яв-
ляются конформно-инвариантными и полностью омбилическими [4] (то есть такими, что вторая
фундаментальная форма пропорциональна индуцированной метрике). Фотонные поверхности бы-
ли найдены во множестве статических пространств, где они подчиняются нескольким теоремам
единственности [5, 6].

В общем случае стационарных аксиальносимметричных пространств фотонные поверхности
обычно разрушаются вращением. Световые лучи, распространяющиеся с постоянным значением
радиальной координаты Бойера-Линдквиста, заполняют некоторый объем в пространстве, извест-
ный как фотонный регион [7]. Другим обобщением фотонной сферы является свободно захватыва-
ющая поверхность, для которой был получен аналог неравенства Пенроуза. Другое полезное по-
нятие, предложенное в [8], - это поперечная улавливающая поверхность (ПУП), которое обобщает
ФП. Аналогично ФП, ПУП можно определить в геометрических терминах, используя неравен-
ства, определяющие вторую квадратичную форму гиперповерхностей. Такой подход применим и
в тех случаях, когда переменные в уравнениях геодезических не разделяются, как в пространствах
Вейля.

1. Геометрические характеристики фотонных гиперповерхностей

1.1. ПУП и ФП

Напомним основные понятия геометрии гиперповерхностей. Пусть 𝑀̂ - 4 - мерное простран-
ство. Рассмотрим трехмерную времениподобную гиперповерхность 𝑀 , представленную парамет-
рически 𝐹 (𝑀) :𝑀 → 𝑀̂ как

𝑥𝜇 = 𝑓𝜇(𝜎𝐴), 𝜇 = 0, ..., 3, 𝐴 = 0, ..., 2, (1)

где 𝜎𝐴 - локальные координаты на 𝑀 . Обозначим через 𝑓𝜇𝐴 = 𝜕𝑓𝜇/𝜕𝜎𝐴 линейно независимые
касательные векторы в каждой точке 𝐹 (𝑀). Индуцированная метрика 𝑔𝐴𝐵 и единичное простран-
ственноподобное нормальное векторное поле 𝑛𝜇 на 𝐹 (𝑀) определяются формулой

𝑔𝐴𝐵 = 𝑔𝜇𝜈𝑓
𝜇
𝐴𝑓

𝜈
𝐵 , 𝑔𝜇𝜈𝑓

𝜇
𝐴𝑛

𝜈 = 0, 𝑔𝜇𝜈𝑛
𝜇𝑛𝜈 = 1. (2)

Компоненты второй фундаментальной формы 𝐻𝐴𝐵 получаются из разложения Гаусса [4]:

𝐻𝐴𝐵 = 𝑔𝜇𝜈(∇̂𝑓𝐴𝑓
𝜇
𝐵)𝑛

𝜈 , (3)

где ∇̂ - ковариантная производная в 𝑀̂ . Рассмотрим изотропную геодезическую 𝛾 с касательным
вектором ˙̂𝛾𝜇(𝑠), направленным тангенциально к 𝑀 в некоторой точке 𝐹 (𝑝) на 𝐹 (𝑀),

¨̂𝛾𝜇(𝑠) + Γ̂𝜇𝜆𝜌
˙̂𝛾𝜆(𝑠) ˙̂𝛾𝜌(𝑠) = 0. (4)

Введем другую кривую 𝛾 из точки 𝑝 с касательным вектором 𝛾̇𝐴(𝑠), который предполагается
изотропной геодезической на гиперповерхности 𝑀 ,

𝛾𝐴(𝑠) + Γ𝐴𝐵𝐶 𝛾̇
𝐵(𝑠)𝛾̇𝐶(𝑠) = 0, (5)
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Предположим, что в начальный момент касательные векторы к геодезическим совпадают. Таким
образом, в точке 𝑝 мы можем выбрать ˙̂𝛾𝜇(0) = 𝑓𝜇𝐴𝛾̇

𝐴(0). Переписывая уравнения (5) для изотропной
геодезической 𝛾 в терминах четырехмерных величин, имеем

𝛾𝜇(𝑠) + Γ̂𝜇𝜆𝜌𝛾̇
𝜆(𝑠)𝛾̇𝜌(𝑠) = (𝐻𝐴𝐵 𝛾̇

𝐴(𝑠)𝛾̇𝐵(𝑠))𝑛𝜇. (6)

Существуют следующие основные возможности:
∙ Две траектории 𝛾 и 𝛾 согласуются локально, когда 𝐻𝐴𝐵 𝛾̇

𝐴(𝑠)𝛾̇𝐵(𝑠) = 0. Если для некото-
рой времениподобной поверхности это условие выполняется для любого изотропного касательного
вектора 𝜎̇𝐴 в 𝑀 :

𝐻𝐴𝐵𝜎̇
𝐴𝜎̇𝐵 = 0, (7)

мы получаем фотонную поверхность(ФП) [3]. Эквивалентно (7) можно переписать как утвержде-
ние о том, что поверхность полностью омбилическая [4]:

𝐻𝐴𝐵 = 𝐻𝑔𝐴𝐵 . (8)

∙ Траектории 𝛾 и 𝛾 не совпадают. Геодезические 𝛾 распространяются внутрь области, огра-
ниченной поверхностью 𝐹 (𝑀) тогда и только тогда, когда 𝐻𝐴𝐵 𝛾̇

𝐴(𝑠)𝛾̇𝐵(𝑆) > 0. Следовательно,
необходимым и достаточным условием для того, чтобы 𝑀 являлась поперечной улавливающей
поверхностью (ПУП) [8], является то, что она времениподобна и для каждой точки на 𝑀 выпол-
няется условие

𝐻𝐴𝐵𝜎̇
𝐴𝜎̇𝐵 ≥ 0, (9)

для любого изотропного касательного вектора 𝜎̇𝐴 в 𝑀 .

2. Стационарные аксиально-симметричные пространства

Пусть 𝑀̂ - 4-мерное аксиально-симметричное стационарное пространство, снабженное коор-
динатами типа Бойера-Линдквиста 𝑥𝜇 = (𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑), и определяемое следующим образом:

𝑑𝑠2 = −𝑒𝜆(𝑑𝑡− 𝜔𝑑𝜑)2 + 𝑒−𝜆(𝑒𝛼𝑑𝑟2 + 𝑒𝛽𝑑𝜃2 + 𝑒𝛾𝑑𝜑2), (10)

где 𝜔 = 𝜔(𝑟, 𝜃), 𝜆 = 𝜆(𝑟, 𝜃) и т. д. Рассмотрим гиперповерхность 𝑟 = 𝑟𝑇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Она временипо-
добна, и её нормаль определяется как

𝑛𝜇 = (0, 𝑒
1
2 (𝜆−𝛼), 0, 0). (11)

Из (9) получаем следующее условие ПУП:

1

2
𝑒−

1
2 (𝛼+𝜆)

(︁
(𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛽)𝑒

𝛽𝜃2 + (𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛾)𝑒
𝛾 𝜑̇2 + 𝑒2𝜆𝜕𝑟𝜆(𝑡− 𝜑̇𝜔)2 − 2𝑒2𝜆(𝑡− 𝜑̇𝜔)𝜑̇𝜕𝑟𝜔

)︁
≥ 0. (12)

Ясно, что не все компоненты во второй квадратичной форме независимы. Из условия, что вектор
𝜎̇𝐴 равен нулю, получаем:

− 𝑒2𝜆(𝑡− 𝜑̇𝜔)2 + (𝑒𝛽𝜃2 + 𝑒𝛾 𝜑̇2) = 0. (13)

В частности, отсюда получаем ограничение на азимутальное движение:

𝜑̇2 ≤ 𝑒2𝜆−𝛾(𝑡− 𝜑̇𝜔)2. (14)

∙ Предположим теперь, что 𝜕𝑟𝜔 = 0, тогда легко показать, что должно выполняться условие

1

2
𝑒−

1
2 (𝛼+𝜆)

(︁
(2𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛽)𝑒

𝛽𝜃2 + (2𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛾)𝑒
𝛾 𝜑̇2
)︁
≥ 0, (15)

для любых 𝜑̇ и 𝜃. Необходимые и достаточные условия для ПУП, таким образом, следующие:

2𝜕𝑟𝜆 ≥ 𝜕𝑟𝛽, 2𝜕𝑟𝜆 ≥ 𝜎𝜕𝑟𝛾. (16)
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∙ Если 𝜕𝑟𝜔 ̸= 0, введём новую переменную 𝜉:

𝜉2 =
𝑒𝛾−2𝜆𝜑̇2

(𝑡− 𝜑̇𝜔)2
≤ 1, 𝜛 = 𝑒𝜆−𝛾/2𝜕𝑟𝜔 (17)

и исключим 𝜃:
(𝜕𝑟𝛽 − 𝜕𝑟𝛾)𝜉

2 − 2𝜛𝜉 + (2𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛽) ≥ 0. (18)

Как показанно в [8] это эквивалентно выполнению любого из трех условий:

(𝑖) 2𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛾 ≥ |2𝜛| > 2(𝜕𝑟𝛽 − 𝜕𝑟𝛾) > 0, (19)

(𝑖𝑖) (𝜕𝑟𝛽 − 𝜕𝑟𝛾)(2𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛽) ≥ 𝜛2, 𝜕𝑟𝛽 > 𝜕𝑟𝛾, (20)

(𝑖𝑖𝑖) 2𝜕𝑟𝜆− |2𝜛| ≥ 𝜕𝑟𝛾 ≥ 𝜕𝑟𝛽. (21)

Иногда удобнее использовать эквивалентный набор условий ПУП:

(𝑖*) (2𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛾)
2 ≥ 4𝜛2 > 4(𝜕𝑟𝛽 − 𝜕𝑟𝛾)

2, 𝜕𝑟𝛽 > 𝜕𝑟𝛾, 2𝜕𝑟𝜆 > 𝜕𝑟𝛾, (22)

(𝑖𝑖*) (𝜕𝑟𝛽 − 𝜕𝑟𝛾)(2𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛽) ≥ 𝜛2, 𝜕𝑟𝛽 > 𝜕𝑟𝛾 (23)

(𝑖𝑖𝑖*) (2𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛾)
2 ≥ 4𝜛2, 𝜕𝑟𝛽 ≤ 𝜕𝑟𝛾, 2𝜕𝑟𝜆 > 𝜕𝑟𝛾. (24)

3. Анализ поперечных улавливающих поверхностей

3.1. Статические пространства: решение Зипоя-Вурхиса

Метрика Зипоя-Вурхиса в координатах типа Бойера-Линдквиста (10) имеет вид [9]:

𝜆 = 𝛿 log

(︂
1− 2𝑚

𝑟

)︂
, 𝛾 = log

(︀
(𝑟2 − 2𝑚𝑟) sin2 𝜃

)︀
, 𝜔 = 0, (25)

𝛼 = (𝛿2 − 1) log
(︀
𝑟2 − 2𝑚𝑟

)︀
+ (1− 𝛿2) log

(︀
𝑟2 − 2𝑚𝑟 +𝑚2 sin2 𝜃

)︀
, (26)

𝛽 = 𝛿2 log
(︀
𝑟2 − 2𝑚𝑟

)︀
+ (1− 𝛿2) log

(︀
𝑟2 − 2𝑚𝑟 +𝑚2 sin2 𝜃

)︀
, (27)

где 𝛿 - параметр деформации. Для 𝛿 = 1 это сферически-симметричная черная дыра Шварцшиль-
да, для нецелого 0 < 𝛿 < 2 это голая сингулярность, для 𝛿 = 2 это решение с двумя центрами
(невращающееся версия решения Томимацу-Сато-2). Сначала определим горизонт и/или положе-
ния сингулярности:

𝑟1𝑠 = 0, 𝑟2𝑠 = 2𝑚, 𝑟3𝑠 = 𝑚(1− cos 𝜃), 𝑟4𝑠 = 𝑚(1 + cos 𝜃), (28)

где 𝑟2𝑠 представляет сингулярность, если 𝛿 ̸= 1 и горизонт, если 𝛿 = 1. Нам будет интересен регион
вне горизонта(сингулярности) 𝑟 > 2𝑚, где вектор 𝜕𝑟 пространственноподобен и, соответственно,
сечение 𝑟 = 𝑟𝑇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 является времениподобной поверхностью. Условия ПУП (16) гласят:

2𝑚 < 𝑟𝑇 ≤ 𝑚+ 2𝑚𝛿, 𝛿 >
1

2
, (29)

𝑟𝑇 (𝑟𝑇 − 2𝑚)(𝑚+ 2𝑚𝛿 − 𝑟𝑇 ) +𝑚2𝛿(2𝑚+ (𝑚− 𝑟𝑇 )𝛿))(1− 𝜉) ≥ 0, (30)

где 0 ≤ 𝜉 = cos2 𝜃 ≤ 1 и должно выполняться для любого 𝜃 на сфере или, по крайней мере, для
сферического пояса. В последнем случае поверхность не замкнута.

Ясно, что на полюсах 𝜉 = 1 второе соотношение выполняется автоматически, если первое
выполнено. Поэтому мы можем рассматривать только экваториальную плоскость с 𝜉 = 0. При
𝜉 = 0 второе соотношение (30) будет следующим

(𝑟𝑇 −𝑚)(𝑟𝑇 −𝑚𝛿)(2𝑚+𝑚𝛿 − 𝑟𝑇 ) ≥ 0. (31)
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Таблица 1
ФП и ПУП в пространстве Зипоя-Вурхиса

𝛿 1
2 < 𝛿 < 1 𝛿 = 1 1 < 𝛿 ≤ 2 𝛿 > 2

𝑟𝑇 2𝑚 < 𝑟𝑇 ≤ 𝑚+ 2𝑚𝛿 𝑟𝑃 = 3𝑚 2𝑚 < 𝑟𝑇 ≤ 2𝑚+𝑚𝛿 𝑚𝛿 ≤ 𝑟𝑇 ≤ 2𝑚+𝑚𝛿

Тип ПУП ФП ПУП ПУП

Существует несколько типов решений, приведенных в таблице (1). Интересно, что в случае
𝛿 > 2 область с ПУП отделена от особенности (рис. 1). В этих условиях кажется, что нулевые
геодезические, первоначально касательные к ПУП, не обязаны падать на сингулярность, что про-
тивоположно случаю Шварцшильда. Так как решение Зипоя-Вурхиса является геодезически неин-
тегрируемой системой [10], то явный анализ этого свойства не прост, поэтому стоит сравнить это с
решениями, обеспечивающими аналогичные свойства ФУП, но интегрируемыми. В случае 𝛿 ≤ 1/2

область ПУП исчезает, а сингулярность сильно оголена [11].
Можно рассмотреть также участок сферической поверхности 𝜉𝑐 < 𝜉 < 1 являющийся ПУП

для:

𝑟𝑇 < 𝑟𝑇 ′ =
𝑚

3

(︂
3 + 2𝛿 + 2

√︀
3 + 𝛿2(1 + 3𝜉𝑐) cos

(︂
𝜗+

2𝜋

3

)︂)︂
, (32)

𝜗 =
1

3
arccos

(︂
𝛿(𝛿2 − 9− 9(𝛿2 − 3)𝜉𝑐)

(3 + 𝛿2(1 + 3𝜉𝑐))3/2

)︂
, 𝛿 > 1. (33)

Набор таких поверхностей формирует некоторую область (рис. 1). Общая огибающая для этой
области определяется (33) и изображается пунктирной линией. Точный физический смысл такой
коллекции поверхностей пока не совсем ясен. С одной стороны, это может указывать на нали-
чие несферической замкнутой ПУП. Однако, согласно общей теореме [8], существуют некоторые
ограничения на топологию таких поверхностей, приводящие к тому, что они имеют сферическую
топологию в пространственном сечении. С другой стороны, такие незамкнутые ПУП могут быть
интересны как еще одна аналитическая характеристика сильного гравитационного поля. В част-
ности, свет, первоначально касающийся их, может оставлять область 𝑟 < 𝑟𝑇 , но только в опре-
деленном диапазоне углов и, соответственно, незамкнутые ПУП могут использоваться в теории
гравитационного линзирования [1, 11].

3.2. Стационарные пространства: метрика Керра-Ньюмана

Решение Керра-Ньюмана в координатах типа Бойера-Линдквиста имеет вид [12]:

𝜆 = log

(︂
𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝛽 + 𝑎2 cos2 𝜃

𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃

)︂
, 𝜔 = − 𝑎(2𝑚𝑟 − 𝛽) sin2 𝜃

𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝛽 + 𝑎2 cos2 𝜃
, (34)

𝛼 = log

(︂
𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝛽 + 𝑎2 cos2 𝜃

𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝛽 + 𝑎2

)︂
, 𝛽 = log

(︀
𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝛽 + 𝑎2 cos2 𝜃

)︀
, (35)

𝛾 = log
(︀
(𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝛽 + 𝑎2) sin2 𝜃

)︀
. (36)

Координаты 𝑡 и 𝑟 могут изменяться на всем R, а 𝜃 и 𝜑 - стандартные координаты на единичной
двумерной сфере. 𝑎 - параметр вращения, 𝛽 = 𝑒2 + 𝑔2 содержит электрический и магнитный
заряды.

Рассмотрим субэкстремальное решение Керра-Ньюмана с 𝛽 < 𝑚2 и 𝑎2 < 𝑚2−𝛽. Как и ранее,
определим горизонт, эргосферу и расположение сингулярности:

𝑟𝑠 = 0, 𝑟ℎ± = 𝑚±
√︀
𝑚2 − 𝛽 − 𝑎2, 𝑟𝑒± = 𝑚±

√︀
𝑚2 − 𝛽 − 𝑎2 cos2 𝜃. (37)

По техническим соображениям, нас будет интересовать область вне эргосферы черной дыры 𝑟 >

𝑟𝑒+, где поле 𝜕𝑟 пространственноподобно и, соответственно, сечение 𝑟 = 𝑟𝑇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 является
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(a). 𝛿 = 2 (b). 𝛿 = 5

Рис. 1. ПУП регион в решении Зипоя-Вурхиса в координатах (𝜃, 𝑟). Красная линия - сингулярность,
оранжевая линия - граница для региона ПУП, пунктирная линия - граница для региона с незамкнутыми
ПУП

времениподобной поверхностью. Мы можем рассматривать и случай внутри эргосферы. Можно
показать, что это приводит к изменению знаков всех не возведённых в квадрат неравенств в (𝑖*).

Прежде всего, мы находим, что условие (𝑖𝑖*) имеет вид

(2𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛽)(𝜕𝑟𝛽 − 𝜕𝑟𝛾)−𝜛2 = − 4𝑎2𝑟2 sin 𝜃

(𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2 + 𝛽)(𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃)2
≥ 0, (38)

и, следовательно, не может быть истинным за пределами горизонта событий 𝑟 > 𝑟ℎ+. Также легко
показать, что

(𝜕𝑟𝛽 − 𝜕𝑟𝛾) =
2𝑎2(𝑟 −𝑚) sin2 𝜃

(𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2 + 𝛽)(𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝛽 + 𝑎2 cos2 𝜃)
. (39)

Отсюда, 𝜕𝑟𝛽 > 𝜕𝑟𝛾 во внешней области 𝑟 > 𝑟𝑒+ и нам нужно исследовать условие (𝑖*). Неравенство
(2𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛾)

2 ≥ 4𝜛2 приводит к следующему:

(𝑟 −𝑚)2 +
4𝑚𝑟(𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2 + 𝛽)

𝑟2 + 𝑎2𝜉
− 4𝑟2(2𝑚𝑟 − 𝛽)(𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2 + 𝛽)

(𝑟2 + 𝑎2𝜉)2
≥ 0, (40)

где 𝜉 = cos2 𝜃. Вычисляя производную, можно показать, что левая часть монотонно возрастает
во внешней области (𝑟 > 𝑟ℎ+) субэкстремального пространства-времени (𝛽 < 𝑚2, 𝑎2 < 𝑚2 − 𝛽).
Неравенство (40) выполняется автоматически при 𝜉 = 1. Поэтому необходимое и достаточное
условие для всех 𝜉 сводится к случаю 𝜉 = 0, который дает:(︀

𝑟2 − 3𝑚𝑟 + 2𝛽
)︀2 ≥ 4𝑎2(𝑚𝑟 − 𝛽). (41)

Если это нарушено, то (40) будет выполняться для некоторого критического 𝜉𝑐. Мы должны до-
бавить так же условие, что левая часть неравенства (𝑖) положительна:

2𝜕𝑟𝜆− 𝜕𝑟𝛾 =
4(𝑟 −𝑚)

𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝛽 + 𝑎2𝜉
− 2(𝑟 −𝑚)

𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2 + 𝛽
− 4𝑟

𝑟2 + 𝑎2𝜉
> 0. (42)

Неравенство для 𝜉 = 1 и 𝜉 = 0 дает:

𝑎2(𝑟 +𝑚) + 𝑟(𝑟2 − 3𝑚𝑟 + 2𝛽) < 0, (𝑟2 − 3𝑚𝑟 + 2𝛽)− 2𝑎2(𝑚𝑟 − 𝛽)

(𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝛽)
< 0 (43)
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По крайней мере, в этом случае следующее неравенство должно выполняться 𝑟2 − 3𝑚𝑟 + 2𝛽 < 0.
В этом случае второе автоматически верно, если 𝑟 > 𝑟𝛽+ = 𝑚 +

√︀
𝑚2 − 𝛽. На эргосфере 𝑎2𝜉′ =

= 2𝑚𝑟 − 𝛽 − 𝑟2 (42) выполнено. Таким образом, требуется только одно условие:

𝑟3 − 3𝑚𝑟2 + (2𝛽 + 𝑎2)𝑟 + 𝑎2𝑚 < 0. (44)

Второе условие (𝑖*) дает:

(−𝑚𝑟2 + 𝛽𝑟 +𝑚𝑎2𝜉)2

(𝑟2 + 𝑎2𝜉)2
>

𝑎2(𝑟 −𝑚)2(1− 𝜉)

𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2 + 𝛽
. (45)

Для 𝜉 = 1, очевидно, оно выполняется. При 𝜉 = 0 неравенство сводится к следующему:

(𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝛽)((𝑚𝑟 − 𝛽)2 − 𝑎2(𝑟2 − 𝛽)) > 0. (46)

Это выполняется, если первый множитель положителен, 𝑟 > 𝑟𝛽+. Второй множитель положителен
в субэкстремальном случае, так как определитель соответствующего квадратного уравнения имеет
вид 𝐷 = 𝑎2𝛽(𝑎2 −𝑚2 + 𝛽) < 0. Ясно, что при 𝑟 < 𝑟𝛽+ часть ПУП входит в эргосферу, и вместо
𝜉 = 0 следует рассмотреть 𝑎2𝜉′ = 2𝑚𝑟 − 𝛽 − 𝑟2. Расчет показывает, что (45) выполняется и в этом
случае. Таким образом, это верно для всех 𝑟 > 𝑟𝑒+.

В результате условия существования ПУП были сведены к (41) и (44). Второе условие выре-
зает конечную часть первого решения:

𝑟ℎ+ < 𝑟𝑇 < 𝑟𝑚𝑎𝑥𝑇 , (47)

где

2𝑟𝑚𝑎𝑥𝑇 = 3𝑚+
√
𝐹 −

√︃
𝑣 − 𝐹 − 8𝑎2𝑚√

𝐹
, 3𝐹 = 𝑣 +

𝑣2 − 24𝑎2𝑢

𝑄1/3
+𝑄1/3, (48)

𝑄 = 216𝑎4𝑚2 + 𝑣3 − 36𝑎2𝑣𝑢+ 24
√
3𝑎2
√︀

(𝑚2 − 𝑎2 − 𝛽)(𝑣2𝛽 − 27𝑎2𝑚4), (49)

𝑣 = 9𝑚2 − 8𝛽, 𝑢 = 3𝑚2 − 2𝛽 (50)

Заметим, что внутри эргосферы 𝑟 < 𝑟𝑒+ неравенства (42) и (45) меняют знак, но продолжают
выполняться.

Регионы ПУП в субэкстремальной метрике Керра-Ньюмана показаны на рисунках (2). Пер-
вый (2a) идентичен случаю 𝛽 = 0, указанному в [8]. Во втором случае (2b) заметное появление
обширной области ПУП в окрестности экстремального значения. Сверхэкстремальная метрика
Керра-Ньюмана требует дополнительного изучения. Рассмотрим необходимые условия (41) и (44),
которые приводят к ситуации, изображенной на рисунке (2c). Кажется, что в сверхэкстремальном
режиме ПУП должны существовать. Заметим, что мы имеем дело с ситуацией, подобной метрике
Зипой-Вурхиса, где ПУП отслаивается от сингулярности.

Заключение

Мы проанализировали ФП и ПУП с упором на их существование в статических пространствах
без сферической симметрии, а также в стационарных пространствах. Мы исследовали решения,
в которых классические фотонные поверхности исчезают, включая аксиально-симметричные мет-
рики Керра-Ньюмана и решение Зипоя-Вурхиса.

Для решения Зипоя-Вурхиса было обнаружено, что в случае значения параметра деформа-
ции 𝛿 > 2 область с ПУП отделена от сингулярности. В этих условиях кажется, что изотропные
геодезические, первоначально касательные к ПУП, не обязаны падать на сингулярность, что про-
тивоположно случаю Шварцшильда. Так как решение Зипоя-Вурхиса представляет собой неинте-
грируемую систему [10], то явный анализ этого свойства не прост, поэтому мы сравнили ситуацию
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(a). 𝛽 = 0.2 (b). 𝛽 = 0.95. (c). 𝛽 = 0.95.

Рис. 2. ПУП в метрике Керра-Ньюмана как функция параметра вращения 𝑎. Синяя линия - 𝑟𝑚𝑎𝑥
𝑇 ,

оранжевая линия - горизонт 𝑟ℎ+.

с метриками, имеющими сходные свойства ПУП, но которые являются интегрируемыми. Мы обна-
ружили, что метрики с вращением, такие как решение Керра-Ньюмена, не обладают такими свой-
ствами в субэкстремальном режиме, но, по-видимому, имеют их в сверхэкстремальном случае, как
показывают численные расчеты. Возможно, имеет смысл рассмотреть сверхэкстремальный случай
подробнее. В случае 𝛿 ≤ 1/2 область TTS исчезает, а сингулярность сильно голая [11].
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