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Статья посвящена анализу слабых решений интегро-дифференциальных уравнений теплопроводности на
промежутках времени локализации процесса релаксации электрета при экстремальных воздействиях. По-
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Введение

В связи с созданием мощных излучателей повысилась актуальность проблемы взаимодей-
ствия интенсивных тепловых потоков с твердыми материалами. В различных процессах обработки
материалов концентрированными потоками энергии используется тепловое действие плазменного
потока, лазерного или электронного луча. Создаются условия скачкообразного изменения тем-
пературы поверхности твердого тела или среды, что граничит с ней (так называемый тепловой
удар) [1, 3]. Появилась потребность в использовании тонкослойных материалов, включающих мно-
гослойность исполнения. Они могут состоять из одного или нескольких слоев, которые могут быть
выполнены из различных материалов и иметь отличные как механические, так и теплофизические
характеристики. Наличие нескольких слоев позволяет существенно повысить механические свой-
ства (характеристики) при экстремальных действиях. Использование многослойных материалов
в целях обеспечения прочности, тепло, звукоизоляции – позволяет существенно увеличить проч-
ность изделия. Развитие прикладных современных вопросов применения уравнений скоростного
типа принадлежит Рядно А.А., Соболеву С.Л., Никитенко М.И., Карташову О.М. [4, 5].

1. Постановка задачи моделирования неравновесных процессов теплопроводности

Моделирование релаксационных процессов возможно при наличии релаксирующих компонен-
тов системы, которые накапливают со временем термические возмущения в материале. Математи-
ческая модель релаксационного теплопереноса с учетом тепловой памяти, которая математически
определена наличием функций релаксации теплового потока 𝛼𝜈 (𝐹𝑜) и внутренней энергии 𝛽𝜈 (𝐹𝑜)
в конституциональных уравнениях тепломассопереноса для материалов со сложной структурой, в
случае одномерного распространения тепла в материале, представляется в виде [3]:

𝜏0,𝜈
𝜕Θ𝜈 (𝑋,𝐹𝑜)

𝜕𝐹𝑜
+ 𝐹𝑜𝑟,𝜈

𝜕2Θ𝜈 (𝑋,𝐹𝑜)

𝜕𝐹𝑜2
+ 𝜏0,𝜈

∫︁ 𝐹𝑜*

0

𝛽𝜈(𝐹𝑜)
𝜕Θ𝜈 (𝑋,𝐹𝑜− 𝑠)

𝜕𝐹𝑜
𝑑𝑠 =

= 𝛼𝜈(0)
𝜕2Θ𝜈 (𝑋,𝐹𝑜)

𝜕𝑋2
+

∫︁ 𝐹𝑜*

0

𝛼𝜈(𝑠)
𝜕2Θ𝜈 (𝑋,𝐹𝑜− 𝑠)

𝜕𝑋2
𝑑𝑠+𝑊𝜈(𝑋,𝐹𝑜), 𝜈 = 1, 2..𝑚. (1)

где 𝜏0,𝜈 = 𝜏𝑟,𝜈/𝜏𝑒,𝜈 – критериальный множитель интегро-дифференциального уравнения(ИДУ),
указывающий меру нелокальности процесса, 𝜈 – номер слоя материала, 𝑚 – пограничный слой,
в котором несущественны релаксационные процессы, 𝑋 – безразмерная координата, вдоль кото-
рой распространяются тепловые возмущения в материале, Θ𝜈 (𝑋,𝐹𝑜) – функция, определяющая
температурное поле в многослойном материале, 𝐹𝑜* – безразмерное время локализации процесса.
Начальные условия:

Θ𝜈 (𝑋𝜈 , 0) = 𝑓1𝜈 (𝑋𝜈) ,

𝜕Θ𝜈 (𝑋𝜈 , 0)

𝜕𝐹𝑜
= 𝑓2𝜈 (𝑋𝜈) . (2)

Обобщенные граничные условия:

𝛼1

∫︁ 𝐹𝑜*

0

𝛼1(𝑠)
𝜕Θ𝜈 (0, 𝐹𝑜− 𝑠)

𝜕𝑋
𝑑𝑠+ 𝛼2Θ𝜈 (0, 𝐹𝑜) = 𝑓3𝜈 (𝑋𝜈) , 𝑋 ∈ 𝑆;

𝛼3

∫︁ 𝐹𝑜*

0

𝛼2(𝑠)
𝜕Θ𝜈 (1, 𝐹𝑜− 𝑠)

𝜕𝑋
𝑑𝑠+ 𝛼4Θ𝜈 (0, 𝐹𝑜) = 𝑓3𝜈 (𝑋𝜈) , 𝑋 ∈ 𝑆, (3)

где 𝑓𝑖𝜈 (𝑋𝜈) , 𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4 – полином-экспоненциальные функции. Граничные условия определе-
ны интегральным видом в связи со специальным видом граничных и релаксационных функций
𝛼𝜈 (𝐹𝑜) , 𝛽𝜈 (𝐹𝑜). Унифицированные условия на стыке между слоями материала:⎧⎨⎩

∫︀∞
0
𝛼𝜈(𝑠)

𝜕Θ𝜈(𝑋𝜈=1,𝐹𝑜)
𝜕𝑋𝜈

𝑑𝑠 = 𝛼𝜈+1𝑅𝜈,𝜈+1 [Θ𝜈 (0, 𝐹𝑜)−Θ𝜈 (1, 𝐹𝑜)] ,∫︀∞
0
𝛼𝜈+1(𝑠)

𝜕Θ𝜈(1,𝐹𝑜)
𝜕𝑋𝜈+1

𝑑𝑠− 𝜇𝜈,𝜈+1

∫︀∞
0
𝛼𝜈(𝑠)

𝜕Θ𝜈(0,𝐹𝑜)
𝜕𝑋𝜈+1

𝑑𝑠 = 𝑓5𝜈 (𝑋𝜈+1) .
(4)
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Уравнение (1) описывает моделирование высокоинтенсивных нестационарных тепловых процес-
сов, где учитывается конечная скорость распространения (инерция) тепла. ИДУ (1) сочетает в
себе свойства как классического уравнения теплопроводности, которое описывает диссипативный
способ передачи энергии, так и волнового уравнения (вторая производная по времени), кото-
рое описывает распространение незатухающих волн [6]. Пусть 𝐺 некоторая область, ограничен-
ная непрерывно-гладкой границей 𝑆, которая неподвижна и ограничивает область переменных
в 𝐺. Функция Θ𝜈 (𝑋,𝐹𝑜) в (1) непрерывна со своими частными производными первого поряд-
ка, существует также частично-непрерывную вторую производную в точке в замкнутой области{︀
𝑋 ∈ 𝐺;𝐹𝑜𝑟 ≥ 𝐹𝑜 > 0

}︀
, где 𝐺 = 𝐺 ∪ 𝑆 и удовлетворяет на границе граничным условиям (3).

Определение 1. Под неустойчивым(слабым) периодическим решением вырожденного урав-
нения (1) будем понимать такую функцию Θ

Γ−
+
, компоненты которой в момент времени 𝜖 = 𝐹𝑜𝑟

являются разрывными и обладают нестабильным возмущением значений; при чередовании ΘΓ−

– участков устойчивой области, до разрывной, и ΘΓ+
– участок срыва, образуют замкнутую

траекторию. На основе операционного исчисления получены унифицированные решения в виде
асимптотических линейных комбинаций функций релаксационного температурного поля в мате-
риале[1,2]. Основным затруднением при моделировании задач такого класса является переход от
изображений к оригиналу искомой функции [7, 8].

Теорема 1. Решение уравнения (1) при стремлении безразмерной переменной 𝐹𝑜 к времени
локализации процесса(отсутствие существенного влияния релаксационных функций на уста-
новление температурного поля в материале), функция Θ = Θ𝜈 (𝑋𝜈 , 𝐹𝑜) стремится к одной из
критических точек потенциала 𝑊 =𝑊𝜈(𝑋𝜈 , 𝐹𝑜), тогда 𝜕Θ𝜈(𝑋,𝐹𝑜)

𝜕𝐹𝑜 стремится к нулю.

Определение 2. Под обычным решением ИДУ (1)-(4) будем понимать функцию Θ =

Θ𝜈 (𝑋𝜈 , 𝐹𝑜), которая непрерывна и имеет производные до второго порядка включительно и удо-
влетворяет условиям (2)-(4). Для уравнения (1) малым параметром является время релаксации
теплового потока 𝐹𝑜 = 𝐹𝑜𝑟 и время релаксации внутренней энергии 𝐹𝑜 = 𝐹𝑜𝑒.

Определение 3. Под релаксационным решением ИДУ будем понимать функ-
цию Θ = Θ𝜈 (𝑋𝜈 , 𝐹𝑜, 𝜖) , которая непрерывна во всей области определения Ω =

{𝑋,𝐹𝑜 : 𝑋 ∈ 𝐺;𝐹𝑜𝑟 ≥ 𝐹𝑜 > 0} и имеет производные до второго порядка включительно, за
исключением лишь точек при 𝐹𝑜 = 𝐹𝑜𝑟 и 𝐹𝑜 = 𝐹𝑜𝑒. Последующие рассуждения моделиро-
вания неравновесных процессов теплопроводности при тепловых воздействиях на поверхность
многослойных материалов определены границами именно релаксационного решения (Опреде-
ление 3), которое представляет наибольший интерес, в связи с нелокальным распределением
температурного поля в материале в промежуток локализации релаксационных компонент.

2. Структурно-асимптотические решения

Представлен модифицированный метод асимптотического разложения, реализующий переход
к полю оригиналов и позволяющий представлять комплексы изображений в виде асимптотически-
приближенных рядов с заданною точностью [1]. Метод позволяет также асимптотически предста-
вить интеграл Дюамеля в приближенный ряд и получить оригинал в виде степенного ряда от
малого параметра.

Теорема 2. Пусть 𝑊 =𝑊𝜈(𝑋𝜈 , 𝐹𝑜) кусочно-непрерывная и локально ограниченная функция
при 𝐹𝑜𝑟 ≥ 𝐹𝑜 > 0 . Тогда решения (1)-(2) с унифицированными краевыми условиями (2)-(4)
имеют единственное решение на отрезке 𝐹𝑜𝑟 ≥ 𝐹𝑜 > 0.
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Определим решение задачи (1)-(2) в обобщенном виде в поле изображений:

Θ𝜈 (𝑋𝜈 , 𝜇, 𝜙, 𝐹𝑜) =

𝜈∑︁
𝑗=1

𝜈∑︁
𝑖=2

(︃ ∞∑︁
𝑛=0

Ω𝑖𝑛𝜈(𝜇, 𝜙)𝑓
(𝑛)
𝑖,𝜈 (𝐹𝑜)𝑝(𝑋)

)︃
+ (5)

+

∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑖,𝑣(𝑝𝑘)𝑄𝑖,𝑘,𝜈

𝜓(𝜙, 𝑝𝑘)
𝑒𝑝𝑘𝐹𝑜𝑝(𝑋) + 𝑍𝜈(𝑋,𝐹𝑜),

где 𝐷̇𝜈 =
∫︀∞
0
𝑓

′
𝜈(𝑡)𝑔𝜈(𝐹𝑜 − 𝜏) 𝑑𝜏 – интеграл Дюамеля. Применяя интегральное преобразование

по Лапласу, асимптотическое разложение по параметрам релаксации системы, в поле оригиналов
получено решение задачи (1)-(2) в структурном виде:

Θ𝜈 (𝑋𝜈 , 𝐹𝑜) =

2𝑚∑︁
𝑙=1

{︃ ∞∑︁
𝑛=1

Ω𝑛
[︀
𝜇𝜈𝑛,𝑟(𝑋𝜈), 𝜙𝑛

]︀
𝑔𝑛𝑙 (𝐹𝑜) + (6)

+

∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑙(𝑃𝑘)

𝜓(𝜙𝑛, 𝑃𝑘)
𝑄 [𝜇𝑛,𝑙,𝜈(𝑋𝜈)𝑃𝑘] 𝑒𝑥𝑝

(︀
−𝛾2𝑘𝐹𝑜

)︀}︃
+ 𝑧*(𝑋,𝐹𝑜),

где 𝑔𝑙(𝑃𝑘) – компоненты воздействия, характеризующие влияние неравномерного начального рас-
пределения температуры, распределение источников (стоков) тепла по сечению, параметры кон-
тактного термического сопротивления и учитывающие релаксацию теплового потока и внутренней
энергии. Рекуррентные соотношения имеют вид:

Ω𝑛
[︀
𝜇𝜈𝑛,𝑟(𝑋𝜈), 𝜙𝑛

]︀
=
𝜇𝑛,𝑙,𝜈(𝑋𝜈)

𝜙0
−

𝑛∑︁
𝑗=1

Ω𝑛−𝑗 [𝜇𝑛−𝑗,𝑙,𝜈(𝑋𝜈), 𝜙𝑛−𝑗 ]
𝜙𝑗
𝜙0
, (7)

𝑄 [𝜇𝑛,𝑙,𝜈(𝑋𝜈)𝑃𝑘] =

∞∑︁
𝑛=0

𝜇𝑛,𝑙,𝜈(𝑋𝜈)𝑃𝑘, 𝜓(𝜙𝑛, 𝑃𝑘) =

∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑛 * 𝑃𝑛𝑘 , 𝑃𝑘 = 𝛾2𝑘
𝑎0
𝑅2

0

, (8)

где 𝛾2𝑘 – корни трансцендентного уравнения .
Теорема 3. Функция Θ𝜈 (𝑋𝜈 , 𝐹𝑜) в (6) представима в виде полиномиального сходящегося ря-

дя с целыми степенями n, то есть структурное решение представимо в виде асимптотических
рядов с разложением по малому релаксационному параметру 𝜖 = 𝜖(𝐹𝑜𝑟, 𝐹𝑜𝑒).

Определение 4. Если при экстремальном воздействии на систему учитываются релакса-
ционные процессы в многослойном материале, которые характерны образованием областей ло-
кальной неустойчивости Ω+𝑒𝜈 , Ω+𝑟𝜈 и областей неустойчивости – гиперрелаксации Ω−𝑒𝜈 , Ω−𝑟𝜈

тогда решение (6) при наличии точек разрыва при 𝐹𝑜 = 𝐹𝑜𝑟,𝜈 , 𝐹𝑜 = 𝐹𝑜𝑒,𝜈 , непрерывно на про-
межутках Γ+𝑒𝜈 ,Γ−𝑒𝜈 = Γ+𝑟𝜈 = (𝐹𝑜𝑒,𝜈 , 𝐹𝑜𝑟,𝜈) ,Γ

−𝑟𝜈 = (𝐹𝑜𝑟,𝜈 , 𝐹𝑜
*
𝜈) , где 𝐹𝑜* – время локализации

процесса. Применяя Теорему 1. и Теорему 2. Решение (6) имеет вид:

Θ𝜈 (𝑋𝜈 , 𝜇, 𝜙, 𝐹𝑜) =

𝑚∑︁
𝜈=1

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︀
𝑖

∑︀
𝑗

∑︀
𝑘

(︂
𝑚

(𝑖)
𝑗𝑘𝑣𝑒𝑟𝑓𝑐

𝑋

2
√
𝐹𝑜𝑔

+
¯

𝑚
(𝑖)
𝑗𝑘𝑣Γ (𝑖+ 1/2)

)︂
+∑̄︀

𝑖

∑̄︀
𝑗

∑̄︀
𝑘

(9)

где 𝑔 = 1, 2, 3. 𝐹𝑜1 = 𝐹𝑜
𝜏0,𝜈

1+𝛼̄(𝐹𝑜𝑟,𝜈)
, 𝐹𝑜2 = 𝐹𝑜

𝜏0,𝜈
1+𝛼̄(𝐹𝑜𝑟,𝜈)

𝐹𝑜𝑟,𝜈 , 𝐹𝑜3 = 𝐹𝑜
𝜏0,𝜈

1+𝛼̄(𝐹𝑜𝑟,𝜈)
¯𝛽 (𝐹𝑜𝑒,𝜈)

Теорема 4. Если асимптотический ряд системы (5) включает в области определения
полином-экспоненциальные функции всех своих аргументов, тогда на промежутках 𝐹𝑜 ∈
(0, 𝐹𝑜𝑒,𝜈), 𝐹𝑜 ∈ (𝐹𝑜𝑒,𝜈 , 𝐹𝑜𝑟,𝜈) ряд (9) – сходится.

Метод тройного асимптотического разложения (асимптотическое разложение решения в поле
изображений, асимптотическое разложение граничных функций (3), асимптотическое разложе-
ние экспонент-полиномиальных слагаемых) позволяет получить оригинал решения задачи (1)-(2)
в виде степенного ряда от малого параметра 𝜖. Таким образом унифицирован асимптотически-
структурный метод получения оригинала (9) задачи (1)-(4).
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Выводы

Разработана математическая модель неравновесных процессов теплопроводности при тепло-
вых воздействиях на поверхность многослойных материалов. Определены границы существования
разрушительных воздействий нелокального процесса, выявлены границы релаксационного воздей-
ствия функций теплового потока и внутренней энергии. На основе операционного метода преоб-
разования по Лапласу предложены структурные решения задачи нестационарной теплопроводно-
сти гиперболического и интегро-дифференциального типа для многослойных материалов, которые
позволяют учитывать факторы, вызывающие возмущение теплового поля на каждом из слоев.
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