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В работе строится точно интегрируемая релятивистcкая модель системы четырех фермионов в собственном

поле с векторным потенциалом со значениями в алгебре матриц 4 × 4, в соответствии с нелинейным

уравнением Дирака в размерности 1+3. Предлагаемый подход основан на методе многомерных матричных

подстановок. Рассматриваются общая схема построения точных решений нелинейного уравнения Дирака

и его возмущений вблизи точного решения. Обсуждаются общие аспекты построенной модели и ее связь

с теорией Янга-Миллса.
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Введение

В работах [1, 2] был предложен метод функциональных подстановок (МФП) для построения

нелинейных интегрируемых уравнений, обобщающий подстановки Коула-Хопфа, применимые к
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уравнениям типа Бюргерса. Метод функциональных подстановок применялся в основном для по-

строения решений уравнений в координатной размерности 1+1 [1–4] и к некоторым конечномерным

динамическим системам [5]. Однако этот метод может применяться и к уравнениям в многомер-

ных координатных пространствах [6]. В настоящей работе с помощью МФП в форме матричных

подстановок строится интегрируемая модель квантовых частиц. Модель описывается уравнением

Дирака [7] в размерности 1+3 в собственном поле с 4-векторным потенциалом, компоненты кото-

рого принимают значения в алгебре матриц 4 × 4, что указывает на возможную интерпретацию

в рамках теории Янга-Милса [8, 9]. Такая модель представляет собой редкий пример полезной, с

точки зрения физических приложений, модели в координатной размерности 1+3. Поскольку мо-

дель изначально формулируется в матричной форме на алгебре матриц 2× 2, для ее физической

интерпретации используется переход от матриц к би-спинорам, типичным для теории Дирака [7].

В работе приводится общий вывод уравнений и общий вид их решений.

1. Общая формулировка метода функциональных подстановок в многомерном вари-

анте

Следуя общей идеологии работ [1,2], рассмотрим следующую совокупность соотношений для

одной вспомогательной матричной функции 𝑇 (x) размерности 𝑁 , зависящей от координат x =

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) в 𝑛-мерном пространстве:

𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑇 = 𝐴𝛼(x)𝑇 , 𝛼 = 1, . . . , 𝑛. (1)

Эти соотношения в дальнейшем будем называть базовыми, а матричные функции 𝐴𝛼 будем назы-

вать базовыми функциями. Из условия непрерывности функции 𝑇 (x) следует, что функции 𝐴𝛼(x),

определенные соотношениями (1), связаны между собой так, что для них выполняются следующие

уравнения:
𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝐴𝛽 − 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝐴𝛼 +

[︁
𝐴𝛽 , 𝐴𝛼

]︁
= 0, 𝛼, 𝛽 = 1, . . . , 𝑛. (2)

Кроме этих очевидных следствий непрерывности функции 𝑇 (x) из совокупности базовых соот-

ношений следуют и рекуррентные соотношения для производных базовых функций 𝐴𝛼 любого

порядка. Именно по индукции доказывается, что функции 𝐴(𝑎1,𝑎2,...,𝑎𝑛)(x), определенные соотно-

шениями:
𝜕|a|𝑇

𝜕𝑥𝑎1
1 · · · 𝜕𝑥𝑎𝑛

1

= 𝐴(a)(x)𝑇 , (3)

являются дифференциальными полиномами только функций 𝐴𝛼, 𝛼 = 1, . . . , 𝑛. Здесь и далее

вводится мультииндекс a = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛), с целочисленными компонентами 𝑎𝑖 и обозначение:

|a| = 𝑎1 + 𝑎2 + · · ·+ 𝑎𝑛. Действительно, имеем:

𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑇 [a] = 𝐴(a+1𝛼)𝑇 =

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝐴(a) +𝐴(a)𝐴𝛼

)︂
𝑇 , 𝛼 = 1, . . . , 𝑛,

где

1𝛼 = (0, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝛼−1

, 1, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑛−𝛼

).

Отсюда следует набор рекуррентных соотношений:

𝐴(a+1𝛼) =
𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝐴(a) +𝐴(a)𝐴𝛼, 𝛼, 𝛽 = 1, . . . , 𝑛. (4)

2. Вспомогательные уравнения для задачи 𝑛-волн

Простым примером использования описанной схемы являются нелинейные уравнения, ко-

торые можно получить, отталкиваясь от системы вспомогательных уравнений в координатной
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размерности 1+2 следующего вида:

𝑇𝑡 = 𝑃𝑇𝑥, 𝑇𝑡 = �̂�𝑇𝑦. (5)

Будем предполагать, что матрицы 𝑃 и �̂� невырождены и коммутируют между собой: [𝑃 , �̂�] = 0, а

также имеют элементы, независящие от 𝑥, 𝑦, 𝑡. Условие коммутативности необходимо для совмест-

ности системы (5). Базовые соотношения переобозначим. Именно, будем полагать:

𝑇𝑥 = 𝐴𝑇, 𝑇𝑦 = �̂�𝑇 , 𝑇𝑡 = 𝐶𝑇. (6)

Здесь матрицы 𝐴, �̂� и 𝐶 размерности𝑁 представляют собой базовые функции схемы. Связь между

этими матрицами в силу выполнения базовых соотношений имеет такой вид:

𝐴𝑡 − 𝐶𝑥 + [𝐴,𝐶] = 0, �̂�𝑡 − 𝐶𝑥 + [�̂�, 𝐶] = 0, 𝐴𝑦 − �̂�𝑥 + [𝐴, �̂�] = 0.

Используя базовые соотношения, приводим уравнения (5) к следующему виду:

𝐶 = 𝑃𝐴, 𝐶 = �̂��̂�. (7)

Из этих соотношений сразу следует, что базовые функции 𝐴, �̂� и 𝐶 удовлетворяют по отдельности

следующим уравнениям:

𝐴𝑡 − 𝑃𝐴𝑥 + [𝐴,𝑃 ]𝐴 = 0, 𝐶𝑡 − 𝑃𝐶𝑥 + 𝐶2 − 𝑃𝐶𝑃−1𝐶 = 0,

�̂�𝑡 − �̂��̂�𝑦 + [�̂�, �̂�]�̂� = 0, 𝐶𝑡 − �̂�𝐶𝑦 + 𝐶2 − �̂�𝐶�̂�−1𝐶 = 0, (8)

𝑃−1𝐶𝑦 − �̂�−1𝐶𝑥 + [𝑃−1𝐶, �̂�−1𝐶] = 0.

Объединяя часть уравнений этой совокупности, в частности, получаем многомерное уравнение:

𝐶𝑡 − 𝑝𝑃𝐶𝑥 − 𝑞�̂�𝐶𝑦 + 𝐶2 − 𝑝𝑃𝐶𝑃−1𝐶 − 𝑞�̂�𝐶�̂�−1𝐶 = 0, (9)

где 𝑝 и 𝑞 – два любых вещественных числа, связанных между собой условием: 𝑝 + 𝑞 = 1. Эта

система может рассматриваться как известная система 𝑁2-волн с квадратичной нелинейностью в

размерности 1+2. Решения этой системы могут быть получены с помощью подстановки:

𝐶 = 𝑇𝑡𝑇
−1,

где 𝑇 – любое решение системы (5).

3. Задача 𝑀-волн в 𝑛-мерном пространстве

Рассмотренная система имеет естественное обобщение в размерности 1 + 𝑛:

𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑇 = 𝑃𝛼

𝜕

𝜕𝑡
𝑇 , 𝛼 = 1, . . . , 𝑛. (10)

Как и в предыдущем примере, будем предполагать, что матрицы 𝑃𝛼 невырождены, коммутируют

между собой: [𝑃𝛼, �̂�𝛽 ] = 0, и имеют элементы, независящие от x = (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Условие

взаимной коммутативности матриц 𝑃𝛼 необходимо для совместности системы (10).

Используя базовые соотношения, приводим уравнения (10) к следующему виду:

𝐶 = 𝑃−1
𝛼 𝐴𝛼, 𝛼 = 1, . . . , 𝑛. (11)

где для удобства введено обозначение: 𝐶 = 𝐴0. Из этих соотношений сразу следует, что базовые

функции 𝐴𝑗 удовлетворят по отдельности следующим уравнениям:

𝜕

𝜕𝑡
𝐴𝛼 − 𝑃−1

𝛼

𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝐴𝛼 + [𝐴𝛼, 𝑃

−1
𝛼 ]𝐴𝛼 = 0,

𝜕

𝜕𝑡
𝐶 − 𝑃−1

𝛼

𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝐶 + 𝐶2 − 𝑃−1

𝛼 𝐶𝑃𝛼𝐶 = 0, 𝛼 = 1, . . . , 𝑛. (12)
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Умножая каждое из уравнений второй части системы (12) на числа 𝑄𝛼 такие, что:
𝑛∑︀

𝛼=1
𝑄𝛼 = 1 и

складывая результаты, получаем многомерное уравнение:

𝜕

𝜕𝑡
𝐶 −

𝑛∑︁
𝛼=1

𝑄𝛼𝑃
−1
𝛼

𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝐶 + 𝐶2 −

𝑛∑︁
𝛼=1

𝑄𝛼𝑃
−1
𝛼 𝐶𝑃𝛼𝐶 = 0. (13)

Эта система может рассматриваться как известная система 𝑁2-волн в многомерном пространстве

размерности 1 + 𝑛 с квадратичной нелинейностью. Решения этой системы могут быть получены с

помощью подстановки:

𝐶 = 𝑇𝑡𝑇
−1,

где 𝑇 – любое решение системы (10).

Построение решений этой системы сводится к следующим вычислениям. Пусть n𝑚, 𝑚 =

= 1, . . . , 𝑁 набор собственных векторов матриц 𝑃𝛼, имеющих собственные числа 𝑝
(𝑚)
𝛼 , 𝛼 =

= 1, . . . , 𝑛; 𝑚 = 1, . . . , 𝑁 . Тогда общее решение системы (10) имеет такой вид:

𝑇 =

∫︁
𝐶

𝑁∑︁
𝑚=1

𝑅𝑚(𝜆)𝑉𝑚 exp
(︁
𝜆
(︁ 𝑛∑︁

𝛼=1

𝑝(𝑚)
𝛼 𝑥𝛼 + 𝑡

)︁)︁
𝑑𝜆,

где интеграл берется по произвольному контуру в комплексной плоскости, 𝑅𝑚(𝜆) – произвольные

функции спектрального параметра 𝜆, а постоянные матрицы 𝑉𝛼 имеют такой вид:

𝑉𝑚 = (0, . . . ,0⏟  ⏞  
𝑚−1

,n𝑚,0, . . . ,0⏟  ⏞  
𝑛−𝑚

)

т.е. является матрицей, единственным ненулевым столбцом которой является столбец с номером

𝑚, совпадающий с собственным вектором матриц 𝑃𝛼.

4. Нелинейное уравнение Дирака

Важным примером использования предложенной общей схемы является возможность скон-

струировать интегрируемое с помощью подстановок нелинейное уравнение Дирака в размерности

1+3, имеющее также квадратичную нелинейность. Исследование этого уравнения и его решений

и будет основной задачей данной статьи.

Для вывода уравнения типа Дирака рассмотрим вспомогательное уравнение первого порядка

в размерности 1+3 следующего вида:

𝜕

𝜕𝑡
𝑇 =

3∑︁
𝛼=1

�̂�𝛼
𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑇 + �̂�𝑇 . (14)

Здесь 𝑇 – матрицы 2× 2, а �̂�𝜇 – матрицы Паули:

�̂�1 =

(︃
0 1

1 0

)︃
, �̂�2 =

(︃
0 −𝑖
𝑖 0

)︃
, �̂�3 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
, �̂�0 =

(︃
1 0

0 1

)︃
= ̂︀𝐼. (15)

Используя базовые соотношения:

𝑇𝑡 = 𝐴0𝑇 ,
𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑇 = 𝐴𝛼𝑇 , 𝛼 = 1, 2, 3, (16)

приходим к следующему матричному уравнению:

𝐶 = 𝐴0 =

3∑︁
𝛼=1

�̂�𝛼𝐴𝛼 + �̂�. (17)
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Условия совместности схемы в данном случае можно записать так:

𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝐴𝛽 − 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝐴𝛼 +

[︁
𝐴𝛽 , 𝐴𝛼

]︁
= 0, 𝛼, 𝛽 = 1, . . . , 3,

𝜕

𝜕𝑡
𝐴𝛽 − 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝐶 +

[︁
𝐴𝛽 , 𝐶

]︁
= 0, 𝛽 = 1, . . . , 3, (18)

Сворачивая обе системы (18) по индексу 𝛽, предварительно умножив их, соответственно, на �̂�𝛽 , и

используя (17), приходим к следующей системе для матриц 𝐶 и 𝐴𝛽 , 𝛽 = 1, 2, 3:

𝜕

𝜕𝑡
𝐴𝛼 −

3∑︁
𝛽=1

�̂�𝛽
𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝐴𝛼 +𝐴𝛼𝐶 −

3∑︁
𝛽=1

�̂�𝛽𝐴𝛼𝐴𝛽 − 𝜕

𝜕𝑥𝛼
�̂� = 0, 𝛽 = 1, . . . , 3,

𝜕

𝜕𝑡
𝐶 −

3∑︁
𝛽=1

�̂�𝛽
𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝐶 + 𝐶2 −

3∑︁
𝛽=1

�̂�𝛽𝐶𝐴𝛽 − 𝜕

𝜕𝑡
�̂� = 0. (19)

Для простоты далее будем рассматривать ситуации, когда �̂� = const. Отметим, что при любом

таком выборе матриц �̂�, они в явном виде в структуре уравнений (19) не проявляются. Поэтому

они являются свободными параметрами этих уравнений. Покажем теперь, что уравнения (19)

можно рассматривать как нелинейные уравнения Дирака.

5. Переход к спинорной форме записи

Матричные уравнения (19) можно представить в векторном виде (см. Приложение), если

каждую из матриц 𝐶 и 𝐴𝛼 представить в виде одного вектора, составленного из их столбцов по

правилу. Запишем матрицу 𝐶 в виде двух столбцов:

𝐶 =
(︁
c1, c2

)︁
, c1 =

(︃
𝑐11

𝑐21

)︃
, c2 =

(︃
𝑐12

𝑐22

)︃
. (20)

Введем следующий би-спинор Ψ0, имеющий вид:

Ψ0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐11

𝑐21

𝑐1,2

𝑐22

⎞⎟⎟⎟⎠ =

(︃
𝜓0
1

𝜓0
2

)︃
, (21)

где 𝜓1 = c1 и 𝜓2 = c2 – спиноры. Тогда, согласно правилам тензорного произведения (см. Прило-

жение), первое уравнение системы (19) можно записать в следующем виде:

𝑆0
𝜕

𝜕𝑡
Ψ0 +

3∑︁
𝛼=1

𝑆𝛼
𝜕

𝜕𝑥𝛼
Ψ0 + �̂�Ψ0 = 0, (22)

где:

𝑆0 =
(︁̂︀𝐼⨂︁̂︀𝐼)︁, 𝑆𝛼 = −

(︁
�̂�𝛼
⨂︁̂︀𝐼)︁ = −

(︃
�̂�𝛼 0̂

0̂ �̂�𝛼

)︃
, 𝛼 = 1, 2, 3.

а матрица �̂� вычисляется по следующему правилу тензорного произведения (см. Приложение)

матриц:

�̂� = ̂︀𝐼⨂︁𝐴0 −
3∑︁

𝛼=1

(︁
�̂�𝛼
⨂︁̂︀𝐼)︁(︁̂︀𝐼⨂︁𝐴𝛼

)︁
=

3∑︁
𝑗=0

𝑆𝑗
̂︀𝒜𝑗 ,

Здесь введены обозначения:

̂︀𝒜𝛼 =
(︁̂︀𝐼⨂︁𝐴𝛼

)︁
=

(︃
𝑎𝛼11
̂︀𝐼 𝑎𝛼21

̂︀𝐼
𝑎𝛼12
̂︀𝐼 𝑎𝛼22

̂︀𝐼
)︃
, ̂︀𝒜0 =

(︁̂︀𝐼⨂︁𝐶
)︁
=

(︃
𝑐11̂︀𝐼 𝑐21̂︀𝐼
𝑐12̂︀𝐼 𝑐22̂︀𝐼

)︃
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По виду матрицы �̂� ее можно интерпретировать (с точностью до размерного множителя) энергию

взаимодействия заряженной частицы с векторным потенциалом обобщенного электромагнитного

поля с векторным потенциалом, представленным 4-вектором с компонентами в виде матриц𝐴𝑗 , 𝑗 =

= 0, 1, 2, 3.

Умножая уравнение (22) на четырехрядную матрицу ̂︀𝛾0:
̂︀𝛾0 =

(︃
0̂ ̂︀𝐼
−̂︀𝐼 0̂

)︃
,

приходим к уравнению, совпадающему с уравнением Дирака с точностью до размерных множи-

телей функций, входящих в запись этого уравнения:

3∑︁
𝑗=0

̂︀𝛾𝑗 (︂ 𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ ̂︀𝒜𝑗

)︂
Ψ0 = 0, (23)

где введены обозначения: ̂︀𝛾𝛼 = ̂︀𝛾0𝑆𝛼, 𝛼 = 1, 2, 3. (24)

Определенным отличием данного уравнения от классического является то, что матрица ̂︀𝛾0 совпа-
дает с классической матрицей Дирака ̂︀𝛾5, а не с классической матрицей Дирака:

̂︀𝛾0 =

(︃ ̂︀𝐼 0̂

0̂ −̂︀𝐼
)︃

.

По аналогии с матрицей 𝐶 = 𝐴0 введем спинорное представление и матриц 𝐴𝛼. Именно,

полагая:

𝐴𝛼 =
(︁
a𝛼1 ,a

𝛼
2

)︁
, a𝜇1 =

(︃
𝑎𝛼11
𝑎𝛼21

)︃
, a𝛼2 =

(︃
𝑎𝛼12
𝑎𝛼22

)︃
, (25)

введем следующие би-спиноры Ψ𝛼:

Ψ𝛼 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎𝛼11
𝑎𝛼21
𝑎𝛼12
𝑎𝛼22

⎞⎟⎟⎟⎠ =

(︃
𝜓𝛼
1

𝜓𝛼
2

)︃
. (26)

Опять с помощью правил тензорного произведения находим, что уравнения, которым удовлетво-

ряют спиноры Ψ𝛼 имеют уравнения Дирака следующего вида:

3∑︁
𝑗=0

̂︀𝛾𝑗 (︂ 𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ ̂︀𝒜𝑗

)︂
Ψ𝛼 = 0, 𝛼 = 1, 2, 3, (27)

где матрицы ̂︀𝒜𝑗 имеют тот же вид (24), что и в уравнении для би-спинора Ψ0.

К этим соотношениям записанным в спинорном виде необходимо добавить и соотношение

(17), также представленное в спинорном виде:

Ψ0 =

3∑︁
𝛼=1

𝑆𝛼Ψ𝛼 +M, (28)

где

M =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜇11

𝜇21

𝜇12

𝜇22

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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Отсюда следует, что би-спиноры Ψ𝑗 , 𝑗 = 01, 2, 3 – линейно зависимы.

Аналогично, в спинорном виде можно представить и уравнение (14). Полагаем:

𝑇 =
(︁
t1, t2

)︁
, t1 =

(︃
𝑡11

𝑡21

)︃
, t2 =

(︃
𝑡12

𝑡22

)︃
, (29)

вводим би-cпинор:

Φ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑡11

𝑡21

𝑡12

𝑡22

⎞⎟⎟⎟⎠ =

(︃
t1

t2

)︃
,

который теперь удовлетворяет уравнению:

3∑︁
𝜈=0

̂︀𝛾𝜈 𝜕

𝜕𝑥𝜈
Φ+ ̂︀𝛾0�̂�0Φ = 0, (30)

что соответствует линейному уравнению Дирака для заряженной частицы с массой, определяемой

матрицей:

�̂�0 = (�̂�
⨁︁̂︀𝐼).

Также можно преобразовать в спинорную форму и базовые соотношения (16). Они будут

выглядеть таким образом:
𝜕

𝜕𝑥𝑗
Φ = ̂︀ℬ𝑗Φ, 𝑗 = 0, 1, 2, 3, (31)

где ̂︀ℬ𝑗 =
(︁
𝐴𝑗

⨂︀ ̂︀𝐼)︁ – матрицы 4× 4, отличные от матриц ̂︀𝒜𝑗 . В силу выполнения базовых соотно-

шений в спинорной форме (31), выполняются соотношения:

𝜕

𝜕𝑥𝑘
̂︀ℬ𝑗 −

𝜕

𝜕𝑥𝑗
̂︀ℬ𝑘 + [ ̂︀ℬ𝑗 , ̂︀ℬ𝑘] = 0, 𝑗, 𝑘 = 0, 1, 2, 3. (32)

6. Интерпретация

Уравнения Дирака (22) и (23) описывают динамику трех заряженных частиц (в силу линейной

зависимости би-спиноров частиц) со спином 1/2 (фермионов) в совокупном поле, созданном самими

частицами, потенциал которого описывается матрицами ̂︀𝒜𝑗 . Компоненты векторного 4-потенциала̂︀A =
(︁ ̂︀𝒜0, ̂︀𝒜1, ̂︀𝒜2, ̂︀𝒜3

)︁
, в свою очередь, определяются би-спинорами Ψ𝑗 в соответствии с формулами

(26) и (21). То, что компоненты векторного потенциала, созданного частицами поля, выражаются

через матрицы, говорит о том, что данное поле следует рассматривать как калибровочное поле

типа Янга-Миллса со значениями в алгебре матриц второго порядка 𝑆𝐿[2]. Тензор напряженности

этого поля со значениями в той же подалгебре матриц 4× 4 имеет вид:

ℱ𝑗𝑘 =
𝜕

𝜕𝑥𝑘
̂︀𝒜𝑗 −

𝜕

𝜕𝑥𝑗
̂︀𝒜𝑘 + [ ̂︀𝒜𝑗 , ̂︀𝒜𝑘].

Для проверки того, является ли такое поле в точности полем Янга-Миллса, необходимо еще уста-

новить то, каким уравнениям удовлетворяет напряженность этого поля в силу выполнения вспо-

могательного уравнения (14). Решение этого вопроса выходит за рамки данной статьи. Заметим

только, что напряженность этого поля, вообще говоря, отлична от нуля, хотя напряженность по-

ля с компонентами ̂︀ℬ𝑗 равна нулю в силу соотношений (32). Таким образом, полученная модель

представляет собой специфический случай самосогласованной модели взаимодействия четырех

фермионов с собственным полем, подобным полю Янга-Миллса.

Полученную систему можно также использовать в качестве основного состояния системы

четырех фермионов, а квантовые состояния в ней можно описывать с помощью теории возмущений

вблизи этого основного состояния (см., например, [10]). В этом случае кроме самой нелинейной

модели следует рассмотреть и уравнения для ее возмущений первого порядка.
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Уравнения для возмущений удобно строить, исходя из их первичной матричной формы, а

затем перейти уже к спинорной записи этих уравнений. Имеем:

𝜕

𝜕𝑡
𝛿𝐴𝛼 −

3∑︁
𝛽=1

�̂�𝛽
𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝛿𝐴𝛼 + 𝛿𝐴𝛼𝐶 +𝐴𝛼𝛿𝐶 −

3∑︁
𝛽=1

�̂�𝛽

(︁
𝛿𝐴𝛼𝐴𝛽 +𝐴𝛼𝛿𝐴𝛽

)︁
= 0, 𝛽 = 1, . . . , 3,

𝜕

𝜕𝑡
𝛿𝐶 −

3∑︁
𝛽=1

�̂�𝛽
𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝛿𝐶 + 𝛿𝐶𝐶 + 𝐶𝛿𝐶 −

3∑︁
𝛽=1

�̂�𝛽

(︁
𝛿𝐶𝐴𝛽 + 𝐶𝛿𝐴𝛽

)︁
= 0. (33)

Переходя к спинорной записи, получаем:

𝜕

𝜕𝑡
𝜉𝛼 −

3∑︁
𝛽=1

𝑆𝛽
𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝜉𝛼 + ̂︀𝒜0𝜉𝛼 + ̂︀ℬ𝛼𝜉0 −

3∑︁
𝛽=1

�̂�𝛽

(︁ ̂︀𝒜𝛽𝜉𝛼 + ̂︀ℬ𝛼𝜉𝛽

)︁
= 0, 𝛽 = 1, . . . , 3,

𝜕

𝜕𝑡
𝜉0 −

3∑︁
𝛽=1

𝑆𝛽
𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝜉0 + ( ̂︀𝒜0 + ̂︀ℬ0)𝜉0 −

3∑︁
𝛽=1

𝑆𝛽

(︁ ̂︀𝒜𝛽𝜉0 + ̂︀ℬ0𝜉𝛽

)︁
= 0. (34)

Здесь:

𝜉𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛿𝑎𝑗11
𝛿𝑎𝑗21
𝛿𝑎𝑗12
𝛿𝑎𝑗22

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑗 = 0, 1, 2, 3.

7. Построение решений для нелинейного уравнения Дирака

Вычислим решения вспомогательного уравнения в форме (30). Будем искать решение в сле-

дующей форме:

Φ = u exp
(︁
𝑖

3∑︁
𝑗=0

𝑝𝑗𝑥𝑗

)︁
,

где u – постоянный спинор, а p = (𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) – параметры решения, представляющие по сути

компоненты вектора энергии-импульса частицы, описывающейся уравнением Дирака (30). В этом

случае (30) переходит в задачу на собственные числа и вектора:

3∑︁
𝑗=0

̂︀𝛾𝑗u− 𝑖̂︀𝛾0�̂�0u = 0.

Эту систему можно представить в следующей форме:(︃
3∑︁

𝛼=1

𝑝𝛼𝑆𝛼 + 𝑖�̂�0

)︃
u = 𝑝0u.

Последняя система представляет собой задачу на собственные числа и вектора матрицы:

�̂� =

(︃
3∑︁

𝛼=1

𝑝𝛼𝑆𝛼 + 𝑖�̂�0

)︃
.

Обозначим через 𝐸𝑎 = 𝐸𝑎(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3|�̂�), 𝑎 = 1, 2, 3, 4 собственные числа матрицы �̂� , которым

соответствуют собственные вектора u𝑎(�̂�):

�̂�u𝑎 = 𝐸𝑎(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3|�̂�)u𝑎, 𝑎 = 1, 2, 3, 4.

Тогда общее решение для функции 𝑇 можно представить в таком виде:

𝑇 =

∫︁ 4∑︁
𝑎=1

𝑈𝑎(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3)u𝑎(�̂�) exp

(︃
𝑖

3∑︁
𝛼=1

𝑝𝛼𝑥𝛼 + 𝑖𝐸𝑎

(︁
𝑝1, 𝑝2, 𝑝3|�̂�

)︁
𝑡

)︃
𝑑𝑝1𝑑𝑝2𝑑𝑝3. (35)



Об интегрируемом нелинейном уравнении Дирака в размерности 1+3 27

Здесь 𝑈𝑎(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), 𝑎 = 1, 2, 3, 4 – произвольные функции 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3). Решения для спиноров

Ψ𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, 3 при этом вычисляются с помощью подстановок (16) и преобразования компонент

матриц 𝐶 и 𝐴𝛼 в спинорную форму (20) и (25).

Полученные решения позволяют построить теперь и точные решения для возмущений. Для

этого достаточно воспользоваться базовыми соотношениями (1), связывающими функции 𝐴𝑗 , 𝑗 =

= 0, 1, 2, 3 с матрицей 𝑇 . Возмущения первого порядка вблизи решения нелинейного уравнения

Дирака, соответствующего матрицам 𝑇 (0) и 𝐴
(0)
𝑗 для этих соотношений, выглядят следующим

образом:

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝛿𝑇 (0) = 𝛿𝐴𝑗𝑇

(0) +𝐴
(0)
𝑗 𝛿𝑇 .

Отсюда находим, что возмущения матриц 𝛿𝐴𝑗 выражаются через возмущения матрицы 𝑇 (0), ее

саму и 𝐴
(0)
𝑗 следующим образом:

𝛿𝐴𝑗 =

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝛿𝑇 −𝐴

(0)
𝑗 𝛿𝑇

)︂(︁
𝑇 (0)

)︁−1

. (36)

Используя преобразование к спинорному виду можем получить возмущения для би-спиноров

𝜉𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, 3, которые удовлетворяют уравнениям (34). Возмущения матрицы 𝑇 находятся непо-

средственно из общего решения (35), в котором возмущения могут быть связаны с произвольными

функциями 𝑈𝑎(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) и матрицей �̂�, входящей во вспомогательное уравнение для 𝑇 , от кото-

рого не зависит явный вид уравнений (27) и (23). Таким образом, решение (36) полностью решает

задачу о возмущениях вблизи того или иного точного решения уравнений Дирака и может быть

использовано для задач квантовой динамики.

Заключение

В работе с помощью метода матричных функциональных подстановок сконструированы пол-

ностью интегрируемые нелинейные уравнения в размерности 1+3, которые могут быть использо-

ваны в качестве моделей квантовых релятивистских частиц, описывающихся нелинейными урав-

нениями Дирака. Нелинейность модели может рассматриваться с двух точек зрения. Первая со-

стоит в том, что уравнения представляют собой самосогласованную модель четырех частиц в

собственном поле типа электромагнитного поля, но со значениями компонент 4-потенциала в ал-

гебре матриц 4 × 4. Вторая интерпретация связана с исследованием возмущений вблизи одного

точного решения нелинейной задачи, что дает описание частиц в заданном поле, также подобном

теории Янга-Миллса. Обе интерпретации требуют более детальной физической проработки, кото-

рая выходит за пределы данной статьи. Важным элементом интерпретации построенных моделей

является использование перехода от матриц 2 × 2 к би-спинорам. Это позволяет привести урав-

нения к стандартному виду теории частиц Дирака в поле с 4-потенциалом, который принимает

значения в алгебре матриц 4× 4. Поэтому такая модель может оказаться полезной для описания

релятивистских частиц со спином 1/2.

Кроме этого, в статье построены точные решения выведенных уравнений как для самосогла-

сованной модели, так и для возмущений вблизи одного точного решения. Таким образом, построен-

ная модель допускает полное исследование решений и их возможной связи с реальными теориями

элементарных частиц.

Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки РФ (номер проек-

та 16.2773.2017/4.6), фондом РФФИ (проект 16-42-732119 р_офи_м) и за счет средств субси-

дии, выделенной в рамках государственной поддержки Казанского (Приволжского) федерально-

го университета в целях повышения его конкурентоспособности среди ведущих мировых научно-

образовательных центров.
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Приложение

Матричное уравнение:

𝐴�̂��̂� + 𝐶�̂��̂� = 𝐹 . (37)

относительно матрицы �̂� =
(︁
x1, . . .x𝑁

)︁
размерности 𝑁 × 𝑁 , где x𝑖 – столбцы матрицы �̂� с

номером 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , может быть представлено в виде векторного уравнения относительно вектора

размерности 𝑑 = 𝑁2:

X =

⎛⎜⎜⎜⎝
x1

x2

· · ·
x𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠ .

В этом уравнении𝐴, �̂�, 𝐶, �̂� и 𝐹 известные матрицы той же размерности 𝑛×𝑛. Введем обозначения:

(︁̂︀𝐼⨁︁ �̂�
)︁
=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐵11

̂︀𝐼 𝐵21
̂︀𝐼 · · · 𝐵𝑁1

̂︀𝐼
𝐵12

̂︀𝐼 𝐵22
̂︀𝐼 · · · 𝐵𝑁2

̂︀𝐼
· · · · · · · · · · · ·
𝐵1𝑁

̂︀𝐼 𝐵2𝑁
̂︀𝐼 · · · 𝐵𝑁𝑁

̂︀𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
(︁̂︀𝐼⨁︁ �̂�

)︁
=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐷11

̂︀𝐼 𝐷21
̂︀𝐼 · · · 𝐷𝑁1

̂︀𝐼
𝐷12

̂︀𝐼 𝐷22
̂︀𝐼 · · · 𝐷𝑁2

̂︀𝐼
· · · · · · · · · · · ·

𝐷1𝑁
̂︀𝐼 𝐷2𝑁

̂︀𝐼 · · · 𝐷𝑁𝑁
̂︀𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
(︁
𝐴
⨁︁̂︀𝐼)︁ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴 0 · · · 0

0 𝐴 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 𝐴

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
(︁
𝐶
⨁︁̂︀𝐼)︁ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐶 0 · · · 0

0 𝐶 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 𝐶

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Здесь ̂︀𝐼 – единичная матрица размерности 𝑁 × 𝑁 . Тогда уравнение (37) эквивалентно системе

уравнений: (︁(︁
𝐴
⨁︁̂︀𝐼)︁(︁̂︀𝐼⨁︁ �̂�

)︁
+
(︁
𝐶
⨁︁̂︀𝐼)︁(︁̂︀𝐼⨁︁ �̂�

)︁)︁
X = F,

где:

F =

⎛⎜⎜⎜⎝
f1
f2
· · ·
f𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

а f1, f2, . . . , f𝑁 – столбцы матрицы 𝐹 .
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