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Обосновывается целесообразность использования контравариантных и ковариантных векторных про-

странств в механике. Для описания геометрических и кинематических векторных величин используются

контравариантные векторные пространства. Для описания динамических величин используются ковари-

антные векторные пространства. Алгебраическая операция скалярного умножения векторов разных про-

странств заменяется операцией тензорного свертывания. Операция свертывания базисных векторов про-

странств различной природы индуцирует построение взаимных базисов этих пространств. Использование

операции свертывание реализует аффинный формализм и не предполагает наличия евклидовой структу-

ры. Определяется операция внешнего произведения векторов разных пространств и строится пространство

бивекторов смешанного строения. Внешнее произведение базисных векторов определяет взаимную ориен-

тацию базисов. Дается корректное определение векторного умножения векторов пространств различной

природы. Использование алгебры внешнего умножения ковариантных и контравариантных векторов поз-

воляет строить поливекторы смешанного строения. Поток вектора рассматривается как свертывание ко-

вариантного 2-вектора физической величины с контравариантным 2-вектором площади.
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The expediency of the use of contravariant and covariant vector spaces in mechanics is proved. To describe

geometric and kinematic vector quantities, contravariant vector spaces are used. To describe dynamic quantities,
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replaced by the operation of tensor convolution. The operation of convolution of basic vectors of spaces of different

nature induces the construction of mutual bases of these spaces. Using the operation convolution implements

affine formalism and does not imply the presence of Euclidean structure. The operation of the outer product of

vectors of different spaces is determined and the space of bivectors of mixed structure is constructed. The outer

product of the basis vectors determines the mutual orientation of the bases. The correct definition of vector

multiplication of vectors of spaces of different nature is given. The use of the algebra of external multiplication

of covariant and contravariant vectors allows us to construct polyvectors of mixed structure. The vector flow is
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considered as a convolution of a covariant 2-vector of a physical quantity with a counter-invariant 2-vector of an

area.
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Введение

В отличие от математики в механике мы имеем дело, как с геометрическими, так и с динами-

ческими векторными величинами. Во многих случаях математическая структура соответствую-

щих векторных пространств одинакова или, как говорят, пространства эквивалентны с точностью

до изоморфизма. Такая формальная неразличимость пространств может приводить к физически

некорректным результатам.

Поясним сказанное простым примером. При векторном способе описания движения, работа

однородного силового поля F на перемещении s определяется выражением

𝐴 = F× S = 𝐹𝑆 cos𝛼 (1)

где 𝐹 , 𝑆 – абсолютные значения силы и перемещения, 𝛼 – угол между векторами F, S. Выражение

(1) корректно, поскольку данная векторная форма является прямым опытным исчислением и не

использует базисную структуру векторов.

Ситуация меняется при координатно-векторном способе задания движения, – формализма

более высокого уровня абстракции. Прямое использование определения скалярного произведения

в декартовой прямоугольной системе координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍 приводит нас к выражению

𝐴 = F× S = 𝐹𝑥∆𝑥+ 𝐹𝑦∆𝑦 + 𝐹𝑧∆𝑧, (2)

где ∆𝑥, ∆𝑦, ∆𝑧 – координаты вектора S, 𝐹𝑥, 𝐹𝑦, 𝐹𝑧 проекции вектора F на оси координат. Ана-

лиз выражения (2) выявляет его логическую некорректность. Действительно, вектор S является

элементом векторного пространства R3
𝑆 перемещения точки, вектор F – элементом векторного

пространства R3
𝐹 сил. Но скалярное произведение векторов разных пространств не имеет смысла,

даже если оба пространства евклидовы. Указание, что 𝐹𝑥, 𝐹𝑦, 𝐹𝑧 являются проекциями на оси ко-

ординат, может иметь наглядное геометрическое пояснение, но также не имеет удовлетворительной

формализации.

С другой стороны практическое использование формулы (2) ведет к вполне разумным резуль-

татам. Следовательно, необходима иная её математическая трактовка.

Аналогичная ситуация возникает в случае определения векторного произведения векторов

различной природы, а также потока вектора.

Отмеченные несоответствия формализации могут быть исправлены, если изначально посту-

лировать задание динамических и кинематических величин линейными пространствами двух раз-

личных классов, – ковариантных и контравариантных.

Использование ковариантных и контравариантных векторных пространств актуально при ис-

следовании движения элементарных частиц в электромагнитных полях ускорителей [1] и приборов

электронно-ионной оптики, поскольку фокусирующие свойства полей имеют аффинный характер

и не зависят от задания на них евклидовой структуры.

Построение основных отношений между классами ковариантных и контравариантных век-

торных определяет цель данной работы.
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1. Классы векторных пространств

Пусть V𝑛 – линейное пространство с базисом e1...e𝑛 и для любого элемента x ∈ V𝑛 имеет

место разложение

x = 𝑥1e1 + 𝑥2e2 + ...+ 𝑥𝑛e𝑛 = 𝑥𝑖e𝑖 (3)

В выражении (3) мы использовали тензорную запись, подразумевая суммирование по бук-

венному индексу, если он записан дважды, один раз вверху, другой внизу. Эту запись мы будем

использовать в дальнейшем, не всегда расписывая выражение в компонентах.

Элементы пространства V𝑛 мы назовем контравариантными векторами, если преобразова-

ние базисов пространства при их замене e1...e𝑛 ↔ e1′ ...e𝑛′ осуществляется по закону

e𝑖′ = 𝐴𝑖
𝑖′e𝑖, e𝑖 = 𝐴𝑖′

𝑖 e𝑖′ , 𝑖, 𝑖′ = 1, ..., 𝑛, (4)

где 𝐴𝑖
𝑖′ , 𝐴

𝑖′
𝑖 взаимно обратные матрицы, т.е. 𝐴𝑥

𝑖′𝐴
𝑘′
𝑥 = 𝛿𝑘

′

𝑖′ , 𝐴
𝑘
𝑥′𝐴𝑥′

𝑖 = 𝛿𝑘𝑖 .

Пусть V𝑛 – линейное пространство с базисом e1...e𝑛 и для любого элемента a ∈ V𝑛 имеет

место разложение в форме

a = 𝑎𝑖e
𝑖 (5)

Элементы пространства V𝑛 мы назовем ковариантными векторами, если преобразование

базисов пространства при их замене e1...e𝑛 ↔ e1
′
...e𝑛

′
осуществляется по закону

e𝑗
′
= 𝐴𝑗′

𝑗 e𝑗 , e𝑗 = 𝐴𝑗
𝑗′e

𝑗′ , 𝑗, 𝑗′ = 1, ..., 𝑛, (6)

где 𝐴𝑗
𝑗′ , 𝐴

𝑗′

𝑗 взаимно обратные матрицы, т.е. 𝐴𝑥
𝑗′𝐴

𝑘′
𝑥 = 𝛿𝑘

′

𝑗′ , 𝐴
𝑘
𝑥′𝐴𝑥′

𝑗 = 𝛿𝑘𝑗 .

Координаты 𝑥𝑖 контравариантного вектора x ∈ V𝑛 образуют одновалентный контравари-

антный тензор, а координаты 𝑎𝑖 ковариантного вектора a ∈ V𝑛 – одновалентный ковариантный

тензор [2]. Для тензоров 𝑥𝑖, 𝑎𝑗 может быть определена операция свертывания, результатом которой

является инвариант

𝑓 = 𝑥𝑖𝑎𝑖 = 𝑎1𝑥
1 + 𝑎2𝑥

2 + ...+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛, 𝑓 ∈ 𝑅. (7)

По аналогии, мы определим свертывания контравариантного вектора x ∈ V𝑛 с ковариантным

вектором a ∈ V𝑛, как операцию вида

𝑎1𝑥
1e1e1 + 𝑎2𝑥

2e2e2 + ...+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛e𝑛e𝑛 = 𝑎𝑖𝑥

𝑖e𝑖e𝑖.

Поскольку базисные вектора e𝑖 ∈ V𝑛, e
𝑗 ∈ V𝑛 подчинены тензорным законам преобразования

(4), (6), то их можно также рассматривать, соответственно, как контравариантный и ковариантный

одновалентный тензор и применить к ним операцию свертывания. Тогда, по определению, полагаем

e𝑗e𝑖 = 𝛿𝑗𝑖 . (8)

Заимствуя терминологию внешних форм [3], базисы пространств V𝑛, V
𝑛, при выполнении

условия (8) назовем взаимными, а сами пространства сопряженными. Подчеркнем, что сверты-

вание базисных векторов (8) не предполагает наличия евклидовой структуры пространств V𝑛,

V𝑛.

Таким образом, в отличие от известной теории [2, 3] скалярная функция (7) рассматривается

как результат свертывания элементов векторных пространств, но не как 1-форма на векторе. С

другой стороны, пространство ковариантных векторов V𝑛 изоморфно пространству линейных 1-

форм 𝑅𝑛, поэтому утверждения теории линейных форм могут быть отнесены к пространствам

V𝑛, V
𝑛, в частности, отношение взаимности базисов (8) взаимно однозначно. Кроме того, если на

одном из пространств V𝑛, V𝑛 определена евклидова структура, то условие взаимности базисов

индуцирует её на другом пространстве.
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Для выполненного нами построения пространства V𝑛, V𝑛 формально эквивалентны. Для

задач механики и физики, геометрические и кинематические векторные величины целесообразно

относить к пространству контравариантных элементов, а динамические и физические величины,

соответственно, к пространству ковариантных элементов.

Пример 1. Работа силы. Перемещение материальной точки S, как геометрическую величину,

будем задавать как элемент векторного пространства S ∈ V3, силу, F – динамическую величину

отнесем к пространству F ∈ V3 ковариантных векторов. Пусть e1e2e3 ∈ V3, e1e2e3 ∈ V3 и

e1...e𝑛 ∈ V𝑛 взаимные базисы этих пространств. Тогда, используя форму записи S = 𝑆𝑖e𝑖, F =

= 𝐹𝑗e
𝑗 , определяем работу силы F на перемещении S, как свертывание элементов сопряженных

пространств V3, V
3

𝐴 = F× S = 𝐹 𝑖𝑆𝑖e
𝑖e𝑖 = 𝐹 𝑖𝑆𝑖,

что в декартовых координатах соответствует форме записи (2).

Таким образом, скалярному произведению векторов в определении работы (1), в координатно-

векторном формализме соответствует операция свертывания элементов сопряженных линейных

пространств.

2. Внешнее произведение

Напомним основные свойства внешнего произведения векторов. Пусть V𝑛 векторное про-

странство с базисом e1...e𝑛 ∈ V𝑛, x = 𝑥𝑖e𝑖, y = 𝑦𝑗e𝑗 – его произвольные векторы. Внешним

произведением векторов [2] называется операция

x ∧ y = 0, 5
(︀
𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖

)︀
e𝑖 ∧ e𝑗 . (9)

Для базисных векторов справедливы определяющие алгебраические соотношения

e𝑖 ∧ e𝑗 = −e𝑗 ∧ e𝑖, e𝑖 ∧ e𝑖 = 0, 1 ∧ e𝑖 = e𝑖 ∧ 1 = e𝑖, 1 ∧ 1 = 1, (𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛).

Внешнее произведение (9) всех векторов пространства образует линейное пространство, эле-

менты которого называются бивекторами или 2-векторами

V𝑛 ∧V𝑛 ≡ V𝑛𝑛, dimV𝑛𝑛 = 𝐶2
𝑛.

Пусть теперь, перемножаются векторы трехмерного пространства, тогда можно считать

V3 ∧ V3 → V3, т.е. результат внешнего произведения есть вектор того же пространства. Такая

конструкция и определяет векторное произведение векторов пространства x, y ∈ V3:

x ∧ y = [xy] = z, z ∈ V3.

Операция внешнего произведения, конечно, может быть сформулирована и для пространства

ковариантных векторов, в частности, определен внешний квадрат

V𝑛 ∧V𝑛 = V𝑛𝑛, dimV𝑛𝑛 = 𝐶2
𝑛.

Не ограничиваясь известными конструкциями, мы введем операцию внешнего умножения эле-

ментов сопряженных пространствV𝑛,V
𝑛. Фиксируя базисы e1...e𝑛 ∈ V𝑛, e

1...e𝑛 ∈ V𝑛 и используя

представление (3), (5) для элементов пространств, пишем

a ∧ x = 0.5
(︀
𝑎𝑖𝑥

𝑗 − 𝑎𝑗𝑥
𝑖
)︀
e𝑖 ∧ e𝑗 , (10)

с условием кососимметричности

e𝑖 ∧ e𝑗 = −e𝑖 ∧ e𝑗 ⇒ e𝑖 ∧ e𝑖 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛.
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Таким образом, внешнее произведение пространств V𝑛, V𝑛 ковариантных и контравариант-

ных векторов дает линейное пространство смешанного строения

V𝑛 ∧V𝑛 = V𝑛
𝑛, dim Λ2V𝑛

𝑛 = 𝐶2
𝑛.

Поскольку V𝑛
𝑛 линейное пространство с базисом, для него определены отображения

V𝑛
𝑛 → V𝑛, V𝑛

𝑛 → V𝑛. (11)

Выбор конкретного отображения определяется из физического смысла векторного произве-

дения.

Пусть, теперь, перемножаются элементы трехмерных пространств V3 ∧ V3 = V3
3. Хотя ре-

зультирующее пространство трехмерно, отождествить его с каким либо из исходных пространств

нельзя, поскольку его элементы имеют смешанную структуру. После применения одного из отоб-

ражений (11), мы получим трехмерное пространство, не тождественное исходным пространствам.

Эта ситуация соответствует векторному произведению векторов различной природы

a ∧ x = [ax] = f , a ∈ V3, x ∈ V3,

при этом f ∈ V
′
3 или f ∈ 𝑉

′3 в зависимости от физического смысла векторного произведения.

Как и в случае свертывания элементов сопряженных пространств операция их внешнего про-

изведения не предполагает наличия евклидовой структуры исходных пространств. Как было от-

мечено выше, если такая структура определена на одном из исходных пространств, то условие

взаимности базисов (8) индуцирует её на другом пространстве. Если, кроме того, определено отоб-

ражение (11), то евклидова структура будет индуцирована и на векторах внешнего произведения.

Пример 2. Сила Лоренца. Скорость частицы v – кинематическую величину определяем как

элемент контравариантного векторного пространства v ∈ V3, индукцию магнитного поля B –

физическую величину отнесем к пространству ковариантных векторов B ∈ V3. Пусть e1e2e3 ∈ V3

и e1e2e3 ∈ V3 базисы этих пространств. Вводя операцию внешнего умножения базисных векторов

(10) определяем силу Лоренца F, действующую на частицу как внешнее произведение элементов

пространств

v = 𝑣𝑖e𝑖, B = 𝐵𝑖e
𝑖 ⇒ F = [vB] = 0.5

(︀
𝑣𝑖𝐵𝑗 − 𝑣𝑗𝐵𝑖

)︀
e𝑖 ∧ e𝑗 = 𝐹𝑘e

𝑘.

Поскольку сила – физическая величина, относим её к пространству ковариантных векторов F =

= 𝐹𝑘e
𝑘V3

𝐹 .

Таким образом, векторному умножению векторов различной природы, в координатно-

векторном формализме соответствует операция внешнего умножения векторов сопряженных про-

странств.

3. Поток вектора

Дальнейшим развитием рассматриваемой концепции является использование линейных

пространств контравариантных и ковариантных поливекторов. Рассмотрим использование 2-

вектороных пространств для определения потока вектора, величину имеющее многочисленное

применение в прикладных вопросах динамики.

При определении потока вектора, следует иметь ввиду, что этим термином могут обозначаться

разные, хотя и близкие по смыслу, величины [2-5].

Пусть V3, e1e2e3 – геометрическое векторное пространство, V3, e1e2e3 – сопряженное ему

пространство некоторой динамической величины. Определяя операцию внешнего произведения

базисных векторов e𝑖 ∧ e𝑗 , e
𝑘 ∧ e𝑙, построим 2-векторные пространства контравариантных и кова-

риантных элементов

V3 ∧V3 = V33, V3 ∧V3 = V33.
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Каждой паре векторов

x = 𝑥𝑖e𝑖, y = 𝑦𝑗e𝑗 ∈ V3 и a = 𝑎𝑘e
𝑘, b = 𝑏𝑙e

𝑙 ∈ V3

будут соответствовать 2-векторы

s = x ∧ y = 𝑠[𝑖𝑗]e𝑖 ∧ e𝑗 ∈ V33, h = a ∧ b = ℎ[𝑙𝑘]e
𝑙 ∧ e𝑘 ∈ V33, 𝑖 < 𝑗, 𝑘 < 𝑙,

где 𝑠[𝑖𝑗] = 𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖, ℎ[𝑘𝑙] = 𝑎𝑘𝑏𝑙 − 𝑎𝑙𝑏𝑘.

Определим операцию свертывания элементов пространствV3, V
3. Поскольку базисные эле-

менты обоих пространств можно рассматривать, как 2-валентные тензоры e𝑖∧e𝑗 = e𝑖𝑗 , e
𝑘∧e𝑙 = e𝑘𝑙,

для них может быть определена операция свертывания. Используя свойство (8) и алгебраические

соотношения (10), заключаем e𝑖 ∧ e𝑗e𝑖 ∧ e𝑗 = 1. После чего свертывание элементов пространств

будет выражаться инвариантом

ℎ (h, s) = ℎ[𝑖𝑗]𝑠
[𝑖𝑗]e𝑖 ∧ e𝑗e𝑖 ∧ e𝑗 = ℎ[𝑖𝑗]𝑠

[𝑖𝑗]. (12)

Векторы x, y, a, b входят в формулу (12) равноправным образом. Если фиксировать векторы

x, y ∈ V3, то выражение (12) можно рассматривать как определение внешней 2-формы на этих

векторах [3] 𝜔2 (x,y) = 𝜔2 (h,x,y).

Пусть V3 – геометрическое векторное пространство, V3 – однородное векторное поле фи-

зической величины. Поскольку в геометрической интерпретации бивектор s – направленный па-

раллелограмм, построенный на векторах x, y, то (12), в той же интерпретации, выражает поток

2-вектора h через параллелограмм s. Поскольку dimV33 = 3, то можно определить отображе-

ние V33 → V3 и рассматривать h как вектор исходного пространства V3. Аналогично можно

определить отображение V33 → V3, и рассматривать s как вектор, определяющий направленный

параллелограмм. Тогда поток вектора h через s (12) выразится в форме

ℎ (h, s) = ℎ𝑘𝑠
𝑘e𝑘 ∧ e𝑘. (13)

При этом условие сопряженности базисов обеспечивает согласование ориентаций образованных

пространствV3, V3.

Если исходные пространства евклидовы, то (13) выражает поток вектора h через площадь s.

Заключение

При построении координатно-векторных моделей динамических и физических процессов гео-

метрические и кинематические векторные величины целесообразно представлять элементами кон-

травариантных векторных пространств, а динамические и физические векторные величины, отно-

сить к пространствам ковариантных векторов. Определение алгебраических операций свертыва-

ния и внешнего умножения между элементами обоих пространств позволяет корректно определять

различные операции между векторами различных типов в механике и физике, на основе их аф-

финных свойств.

Перспективным является использование, ковариантных и контравариантных пространств в

теории поля для определения дифференциальных операторов и построении фазовых пространств

частиц движущихся в электромагнитных полях.
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