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МНОГООБРАЗИЯ СФЕРИЧЕСКИ-СИММЕТРИЧНОЙ СИСТЕМЫ
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Исследуется пространственно-временное и конфигурационное пространства сферически-симметричной си-

стемы гравитационного и электромагнитного полей. Строятся действие и динамические величины для этой

системы полей. Вводятся дополнительные физические величины — полная масса и заряд. Оказывается,

что скобка Пуассона полной массы с функцией Гамильтона равна нулю в слабом смысле. Для перехода

в конфигурационное пространство, мы исключаем нединамическую степень свободы (функции хода) из

действия с помощью гамильтоновой связи. Это приводит к действию в конфигурационном пространстве

(минисуперпространстве) с соответствующей суперметрикой. Строится уравнение Эйнштейна-Гамильтона-

Якоби и исследуется структура его решения, совместного с законами сохранения полной массы и заряда.

Оказывается, что минисуперпространство является плоским, поэтому решениям уравнений Эйнштейна

соответствует пучок прямых в минисуперпространстве. Их пересечения со световым конусом минисупер-

пространства соответствуют горизонтам событий в пространстве-времени заряженной ЧД. Квантование

системы сводится к квантованию свободной частицы в трёхмерном псевдоевклидовом пространстве. На

основе уравнения Девитта и квантовых операторов массы и заряда, строится волновая функция полевой

конфигурации. В результате, мы получаем модель заряженной черной дыры с непрерывным спектром

масс.

Ключевые слова: сферически-симметричные конфигурации, минисуперпространство, оператор Гамильто-

на, операторы массы и заряда, условие совместности.
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We investigate the space-time and configuration manifolds of a spherically symmetric system of gravitational

and electromagnetic fields. For that, we construct the action and introduce dynamic quantities and relations

for the field system under consideration. Then, additional physical quantities - the total mass and charge are

introduced. We note, that the Poisson brackets of the total mass with the Hamiltonian function is zero in the

weak sense. In order to make the transition into the configuration space, we exclude the non-dynamic degree of

freedom from the action with the help of the Hamiltonian constraint. Herewith the Einstein-Hamilton-Jacobi

equation is constructed and the structure of its solution compatible with the laws of conservation of total mass

and charge is investigated. It turns out that the minisuperspace is flat, and therefore the solutions of the Einstein

equations correspond to a bundle of straight lines in the minisuperspace. Their intersection with the light cone of

minisuperspace corresponds to the horizons of events in the space-time of a charged black hole. The quantization

of the fields system under consideration is analogous to the quantization of a free particle in a three-dimensional
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pseudo-Euclidean space. Using the Dewitt equations and the eigenvalue equations for the mass and charge

operators, we construct a wave function of the field configuration. As a result, we obtain the model of a charged

black hole with a continuous mass and charge spectra.

Keywords: spherical-symmetric configurations, minisuperspace, Hamilton operator, mass and charge operators,

compatibility condition.
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Введение

В ОТО для пространства-времени (ПВ) с метрикой в 3+1-расщепленной форме (c=1):

𝑑𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥
𝜇𝑑𝑥𝜈 = −𝑁2𝑑𝑡2 + 𝛾𝑖𝑘(𝑑𝑥

𝑖 +𝑁 𝑖𝑑𝑡)(𝑑𝑥𝑘 +𝑁𝑘𝑑𝑡),

где 𝑁 и 𝑁𝑖 — функции хода и сдвига, лагранжиан Гильберта-Эйнштейна в каноническом подходе

приводится к следующему виду:

𝐿 =
√
−𝑔𝑅 = 𝑁

√
𝛾(𝐾𝑖𝑗𝐾

𝑖𝑗 −𝐾2 +𝑅(3))−

−𝜕0(
√
𝛾𝐾) + 2𝜕𝑖

√
𝛾(𝐾𝑁 𝑖 + 𝛾𝑖𝑗𝜕𝑗𝑁).

Здесь𝐾𝑖𝑗 = (ℒ𝑁⃗𝛾𝑖𝑘−𝜕0𝛾𝑖𝑗)/2 – тензор внешней кривизны 3-поверхности постоянного координатно-

го времени 𝑡 c метрикой 𝛾𝑖𝑗 ; 𝑅
(3) – скалярная кривизна этой 3-поверхности, 𝐾 = 𝛾𝑖𝑗𝐾𝑖𝑗 , 𝑁⃗ = 𝑁 𝑖𝜕𝑖,

ℒ𝑁⃗ – производная Ли относительно вектора 𝑁⃗ . Вводя импульсы, сопряженные 𝛾𝑖𝑗 ,

𝑃 𝑖𝑗 =
𝜕𝐿

𝜕𝛾𝑖𝑗,0
= −√

𝛾(𝐾𝑖𝑗 − 𝛾𝑖𝑗𝐾)

приходим к гамильтониану

ℋ = 𝑃 𝑖𝑗𝛾𝑖𝑗,0 − 𝐿 = 𝑁𝑇 +𝑁𝑖𝑇
𝑖 ,

где величины

𝑇 =
1

2
√
𝛾
(2𝑃𝑖𝑗𝑃

𝑖𝑗 − 𝑃 2)−√
𝛾𝑅(3) , 𝑇 𝑖 = 2𝑃 𝑖𝑗;𝑗

образуют гамильтонову и импульсную вторичные связи: 𝑇 = 0 , 𝑇 𝑖 = 0 .

Исследование задачи Коши для гравитационного поля так же, как канонического формализма

ОТО, показывает, что вся динамическая информация о гравитационном поле содержится в связях.

После замены 𝑃𝑖𝑗 = 𝛿𝑆/𝛿𝛾𝑖𝑗 они приводят к уравнениям Эйнштейна-Гамильтона-Якоби (ЭГЯ) [1]

для гравитационного поля

𝐺𝑖𝑗𝑘𝑙
𝛿𝑆

𝛿𝛾𝑖𝑗

𝛿𝑆

𝛿𝛾𝑘𝑙
−√

𝛾𝑅(3)𝑆 = 0

и условий инвариантности функционала 𝑆 относительно преобразований координат на 3-

поверхности 𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (︂
𝛿𝑆

𝛿𝛾𝑖𝑗

)︂
;𝑗

= 0 .

Здесь

𝐺𝑖𝑗𝑘𝑙 =
1

2
√
𝛾
(𝛾𝑖𝑘𝛾𝑗𝑙 + 𝛾𝑖𝑙𝛾𝑗𝑘 − 𝛾𝑖𝑗𝛾𝑘𝑙)

— суперметрика конфигурационного пространства всех 3-метрик 𝛾𝑖𝑗 .
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При квантовании, в соответствие с дираковским подходом, связи становятся условиями на

вектор состояния: 𝑇 𝑖|Ψ >= 0 , 𝑇 |Ψ >= 0. После замены 𝑃𝑖𝑗 = −𝑖𝛿/𝛿𝛾𝑖𝑗 импульсная связь приво-
дит к соотношению инвариантности вектора состояния относительно преобразования координат

на 3-поверхности: (︂
𝛿

𝛿𝛾𝑖𝑗
|Ψ >

)︂
;𝑗

= 0 .

При этом, гамильтонова связь приводит к уравнению Уилера-Девитта [2]{︂
𝐺𝑖𝑗𝑘𝑙

𝛿

𝛿𝛾𝑖𝑗

𝛿

𝛿𝛾𝑘𝑙
−√

𝛾𝑅(3)

}︂
Ψ >= 0 .

Подробности и ссылки смотрите, например, в [3].

Легко видеть, что как классические, так и квантовые аспекты поведения гравитационного

поля определяется метрикой суперпространства так, что суперпространство является ареной дей-

ствия классической и квантовой геометродинамики. Отметим, что суперпространственный подход

может быть обобщён на случай конфигураций гравитационного поля с материальным источни-

ком [4]. Изучая геометрию общего суперпространства можно получить важную информацию о

классических и квантовых проявлениях рассматриваемой динамической системы.

Однако, исследование суперпространства в общем случае сталкивается с непреодолимыми ма-

тематическими трудностями. Поэтому широко используются редуцированные модели, среди кото-

рых сферически-симметричные (СС) конфигурации являются популярными и простейшими мо-

делями, используемыми для изучения проблем квантовой гравитации в более простой постановке.

Общий геометродинамический подход к СС гравитационному полю чёрной дыры (ЧД) был развит

в работе [5], случай конфигурации электромагнитного и гравитационного полей, описывающий за-

ряженные ЧД, рассмотрен в [6, 7]. Уже здесь возникают ряд проблем, среди которых упомянём

лишь вопрос о спектре масс ЧД. Так, выше указанные работы, приводят к ЧД с непрерывным

спектром масс. Формальный алгебраический подход [8, 9] даёт тот же результат. С другой сторо-

ны, начиная с работ Бекенштейна [10], утверждается, что ЧД имеют дискретный спектр масс, что

связывается с идеей квантования площади горизонта ЧД. В дальнейшем, эти идеи развивались во

многих работах (см., например, [11–13]).

Здесь мы ограничиваемся изучением некоторых классических и квантовых аспектов геомет-

родинамики СС полевых систем. Работа посвящена исследованию свойств классического минису-

перпространства СС конфигураций электромагнитного и гравитационного полей и поиску соот-

ветствия между пространством-временем и минисуперпространством рассматриваемой системы на

элементарном уровне, с последующим переходом к квантованию. Здесь мы рассматриваем класс

СС конфигураций с диагональными ПВ метриками, сократив класс допустимых преобразований

до временных преобразований в T-области или радиальных – в R-областях. Рассматриваемая мо-

дель основана на наблюдении, что классические СС конфигурации электромагнитного и гравита-

ционного полей, являющиеся стационарными с точки зрения внешнего наблюдателя, имеют опре-

деленные области ПВ с динамическим поведением. Это означает, что в этих областях существует

эволюция геометрии ПВ во времени, которая отвечает за квантово-механические свойства рас-

сматриваемой модели ЧД [7,14].

Оказывается, что конфигурационное пространство, данной динамической системы, является

плоским, поэтому решениям уравнений Эйнштейна соответствует семейство прямых в минисупер-

пространстве. Для заряженных ЧД они начинаются на сингулярной прямой в области минисупер-

пространства, отвечающей внутренней R-области с центральной сингулярностью 𝑅 = 0. Их пере-

сечение со световым конусом в минисуперпространстве соответствуют горизонтам событий в ПВ,

при этом внутренность конуса соответствует T-области. Далее они движутся вне светового конуса

минисуперпространства, уходя на бесконечность, что соответствует пространственной эволюции

полей во внешней R-области. Для экстремальной ЧД, соответствующая прямая, указанного семей-

ства, касается конуса. Для суперэкстремальных заряженных объектов, соответствующие прямые
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проходит мимо конуса, соединяя центральную сингулярность с бесконечностью, что соответству-

ет решениям с открытой сингулярностью. Всё это указывает нам на связь между геометриями

минисуперпространства и пространства-времени СС конфигураций.

Работа начинается с классического описания СС конфигурации гравитационного и электро-

магнитного полей. Строится действие и обсуждается структура классического ПВ системы, опре-

деляются T- и R-области. Вводятся динамические величины и соотношения между ними. Строятся

законы сохранения для дополнительных физических величин: полной массы и заряда. Заметим,

что скобки Пуассона указанной массы с функцией Гамильтона равны нулю в слабом смысле. Да-

лее, после исключения нединамической переменной, осуществляется переход в конфигурационное

пространство системы. Показывается, что исключение нединамической степени свободы, как из ис-

ходных уравнений движений, так из исходной функции Лагранжа приводят к одим и тем же дина-

мическим уравнениям. Задача нахождения решений уравнений Эйнштейна сводится к построению

решения уравнения Гамильтона-Якоби для геодезических в минисуперпространстве, совместного

с законами сохранения полной массы и заряда. При этом, искомые метрические функции выра-

жаются через натуральный параметр, соответствующей геодезической в минисуперпространстве.

Квантование СС системы гравитационного и электромагнитного полей аналогично кванто-

ванию свободной частицы в трёхмерном псевдоевклидовом пространстве. Используя уравнения

Девитта и уравнения для собственных значений операторов массы и заряда, строится волновая

функция рассматриваемой полевой конфигурации. Из условий совместности этих уравнений по-

лучаем анзац, с помощью которого находится решение для T-области. Оказывается, что переход

в R-область сводится к простому аналитическому продолжению волновой функции из T-области

в R-область. В результате, приходим к модели заряженной ЧД с непрерывным спектром масс и

зарядов.

1. Классическое описание сферически-симметричной конфигурации гравитационного
и электромагнитного полей

1.1. Сферически-симметричное пространство-время

Рассмотрим метрику сферически-симметричного ПВ 𝑀 (4) в 2+2-расщепленной форме

𝑑𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥
𝜇𝑑𝑥𝜈 = 𝛾𝑎𝑏𝑑𝑥

𝑎𝑑𝑥𝑏 −𝑅2𝑑𝜎2 , (1)

𝑑𝜎2 = 𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝛼2 . (2)

Здесь 𝑅 = 𝑅(𝑥𝑎), 𝛾𝑎𝑏 = 𝛾𝑎𝑏(𝑥
𝑎) — двухмерный метрический тензор,

√
−𝑔 =

√
−𝛾𝑅2 sin 𝜃, где

𝑔 = det |𝑔𝜇𝜈 |, 𝛾 = det |𝛾𝑎𝑏|, 𝜇, 𝜈 = 0, 1, 2, 3 ; 𝑎, 𝑏 = 0, 1.

Полное действие для гравитационного и электромагнитного полей имеет вид

𝑆𝑡𝑜𝑡 = 𝑆𝑔 + 𝑆𝑓 = − 1

16𝜋𝑐

∫︁
𝑀(4)

(︂
𝑐4

𝜅
(4)𝑅+ 𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈

)︂√
−𝑔𝑑4𝑥 . (3)

Здесь (4)𝑅 — скалярная кривизна 𝑀 (4) относительно 𝑔𝜇𝜈 . При 2+2 расщеплении 𝑀 (4) она вы-

ражается через масштабный фактор 𝑅(𝑥𝑎) и скалярную кривизну (2)𝑅 двухмерных радиально-

временных подпространств 𝑀 (2) ⊂𝑀 (4) с метрикой 𝛾𝑎𝑏:

(4)𝑅 = (2)𝑅− 4

𝑅
∆𝑅− 2

𝑅2
(∇𝑅)2 − 2

𝑅2
, (4)

где ∆𝑅 = ∇𝑎∇𝑎𝑅 = 𝛾𝑎𝑏𝑅 ; 𝑎; 𝑏, (∇𝑅)2 = 𝛾𝑎𝑏𝑅, 𝑎𝑅, 𝑏, ∇𝑎 ≡ ; 𝑎 и 𝜕𝑎 = 𝜕/𝜕𝑥𝑎 ≡ , 𝑎 – ковариантная и

частная производные по 𝑥𝑎 на сечениях 𝜃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Тензор электромагнитного поля 𝐹𝜇𝜈 = 𝐴𝜈,𝜇 − 𝐴𝜇,𝜈 для рассматриваемого 𝑀 (4) переходит в

двухмерный радиально-временной тензор

𝐹𝑎𝑏 = 𝐸𝜖𝑎𝑏 =
𝐸√
−𝛾

𝑒𝑎𝑏 , (5)
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где 𝐴𝜇 = {𝐴𝑎, 0, 0} — векторный потенциал электромагнитного поля, 𝐸 = 𝐹01 = 𝐴1, 0 −𝐴0,1. Здесь

𝑒𝑎𝑏 = −𝑒𝑏𝑎 = (−𝛾)1/2 𝜖𝑎𝑏 , 𝑒𝑎𝑏 = −(−𝛾)−1/2 𝜖𝑎𝑏 , (6)

– двухмерный антисимметричный единичный тензор, 𝜖𝑎𝑏 – символ Леви-Чивитты на𝑀 (2), причем

𝜖𝑎𝑏 = −𝜖𝑏𝑎 , 𝜖01 = 𝜖01 = 1. Инвариант 𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 в действии (3) теперь можно переписать следующим

образом

𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 = 𝐹 𝑎𝑏𝐹𝑎𝑏 =
2

𝛾
(𝐹01)

2
=

2

𝛾
𝐸2 . (7)

Для СС пространства, учитывая (1), (4) и (7), после интегрирования по углам и отбрасывания

поверхностного слагаемого, действие (3) можно представить в виде

𝑆𝑡𝑜𝑡 = − 1

4𝑐

∫︁
𝑀(2)

{︂
𝑐4

𝜅

√
−𝛾
(︁
𝑅2 (2)𝑅+ 2(∇𝑅)2 − 2

)︁
− 2√

−𝛾
𝑅2𝐸2

}︂
𝑑2𝑥 , (8)

Редуцированное действие инвариантно относительно координатных 𝑥𝑎 = 𝑥𝑎(𝑥́𝑏) и калибровочных

𝐴𝑎 = 𝐴𝑎 + 𝑓,𝑎 преобразований.

Оказывается, что в СС пространстве существует выделенная конгруэнция мировых линий,

касательные к которым пропорциональны вектору Кодамы [15]:

𝐾⃗ = 𝐾𝑎𝜕𝑎 = −𝑒𝑎𝑏𝑅, 𝑏𝜕𝑎 . (9)

Легко видеть, что 𝐾⃗𝑅 = 𝐾𝑎𝑅, 𝑎 = 0 и, кроме того, вектор Кодамы удовлетворяет уравнению

непрерывности

𝐾𝑎
; 𝑎 =

1√
−𝛾

𝜕

𝜕𝑥𝑎
(︀√

−𝛾 𝐾𝑎
)︀
= 0 , или ℒ𝐾⃗

(2)Ω = 0 , (10)

где (2)Ω =
√
−𝛾𝑑𝑥0∧𝑑𝑥1 – 2-форма объёма на𝑀 (2), ℒ𝐾⃗ – производная Ли относительно 𝐾⃗. Уравне-

ние неразрывности (10) векторного поля 𝐾⃗ порождает диффеоморфизмы 𝑀 (2), подобные потоку

несжимаемой жидкости. Они порождают группу унимодулярных преобразований, сохраняющих

двухмерный объём, так что 𝜂⃗ является вектором унимодулярной симметрии [16]. Для пространств

со свободным гравитационным полем, а также для пространств электровакуума, вектор Кодамы

совпадает с вектором Киллинга: 𝐾⃗ = 𝜉, что соответствует обобщенной теореме Биркгоффа [17].

Отметим, что информация о структуре 𝑀 (2) содержится в квадрате вектора Кодамы

(𝐾⃗)2 = 𝛾𝑎𝑏𝐾𝑎𝐾𝑏 = −(∇𝑅)2 = −𝛾𝑎𝑏𝑅,𝑎𝑅,𝑏 . (11)

Изотропные поверхности 𝑅(𝑟, 𝑥0) = 𝑅1,2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, для которых (𝐾⃗)2 = −(∇𝑅)2 = 0, определяют

горизонты ЧД и разбивают пространство𝑀 (2) на области. В координатах кривизн для заряженной

ЧД можно выделить три области:

𝑀 (2) = 𝐷𝑅𝑖𝑛 ∪𝐷𝑇 ∪𝐷𝑅𝑜𝑢𝑡 ,

где ⎧⎪⎨⎪⎩
𝐷𝑅𝑖𝑛 : 𝑅 < 𝑅1 , (𝐾⃗)2 > 0 — внутренняя R-область ;

𝐷𝑇 : 𝑅1 < 𝑅 < 𝑅2 , (𝐾⃗)2 < 0 — Т-область ;

𝐷𝑅𝑜𝑢𝑡 : 𝑅 > 𝑅2 , (𝐾⃗)2 > 0 — внешняя R-область .

(12)

Отметим, что в случае максимального аналитического расширения для заряженных ЧД мы имеем

бесконечную совокупность локальных областей (карт) (см. например [18]).

Поверхности 𝑅(𝑥0, 𝑥1) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 в R-областях — времениподобные, а в T-области — простран-

ственноподобные. Поэтому, в T-области удобно использовать замену 𝑅(𝑥0, 𝑥1) = 𝑐𝑇 (𝑥0, 𝑥1). Допу-

стимым преобразованием координат метрика (1) приводится к диагональному виду

𝑑𝑠2 = 𝑓(𝑥0, 𝑥1)(𝑑𝑥0)2 − ℎ(𝑥0, 𝑥1)(𝑑𝑥1)2 −𝑅2(𝑥0, 𝑥1)𝑑𝜎2 , (13)
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Учитывая формулу

(2)𝑅
√︀
𝑓ℎ =

(︂
𝑓,1√
𝑓ℎ

)︂
,1

−
(︂
ℎ,0√
𝑓ℎ

)︂
,0

, (14)

перепишем действие (8) в виде

𝑆𝑡𝑜𝑡 =
1

2𝑐

∫︁
𝑀(2)

{︂
1√
𝑓ℎ

[︂
𝑐4

𝜅

(︁
𝑅,1 (𝑓𝑅),1 −𝑅,0 (ℎ𝑅),0

)︁
+𝑅2𝐸2

]︂
+
𝑐4

𝜅

√︀
ℎ𝑓

}︂
𝑑2𝑥 , (15)

где 𝑅,0 = 𝜕𝑅/𝜕𝑥0, 𝑅,1 = 𝜕𝑅/𝜕𝑥1.

В T-области можно выбрать такую ортогональную систему координат {𝑥0, 𝑥1}, в которой век-
тор Киллинга 𝜉 пропорционален пространственноподобному координатному вектору 𝜕/𝜕𝑥1. Тогда

𝑥0 — времениподобная эволюционная координата, от которой зависят все величины 𝑓, ℎ, 𝑅 и мет-

рика имеет вид

𝑑𝑠2𝑇 = 𝑓(𝑥0)(𝑑𝑥0)2 − ℎ(𝑥0)(𝑑𝑥1)2 −𝑅2(𝑥0)𝑑𝜎2 . (16)

Здесь (𝐾⃗)2 = −𝑓−1(𝑥0) (𝑅,0)
2
< 0, что, с учётом сигнатурного условия 𝛾 = −𝑓(𝑥0)ℎ(𝑥0) < 0,

даёт 𝑓(𝑥0) > 0 и ℎ(𝑥0) > 0. B R-области 𝑥0 — пространственноподобная координата и указанные

функции меняют знак, 𝑓(𝑥0) < 0, ℎ(𝑥0) < 0.

Граница T-области определяется условием (𝐾⃗)2 = −𝑓−1 (𝑅,0)
2

= 0. Отсюда вытекает, что

на горизонте 𝑓(𝑥0) → ∞. Поскольку, по предположению, геометрия гладкая, то элемент объё-

ма: 𝑑Ω(4) = 𝑅2
√
𝑓ℎ sin 𝜃𝑑𝑥0𝑑𝑥1𝑑𝜃𝑑𝛼 должен быть регулярным. Отсюда следует, что на горизонте

ℎ(𝑥0) → 0. Из уравнений Эйнштейна вытекает, что функция ℎ(𝑥0) в окрестности горизонта мо-

нотонная, поэтому, на горизонте она меняет знак. Из сигнатурного условия 𝛾 = −𝑓(𝑥0)ℎ(𝑥0) < 0

следует, что и 𝑓(𝑥0) меняет знак на горизонте. Таким образом, координаты {𝑥0, 𝑥1} меняют свой
смысл при переходе через горизонт.

1.2. Действие и лагранжиан для СС конфигурации гравитационного и электромаг-
нитных полей

Согласно вышесказанному, действие (15) можно разбить на два слагаемых 𝑆 = 𝑆𝑇 + 𝑆𝑅 ,

где 𝑆𝑇 и 𝑆𝑅 — действия для гравитационного поля в R- и Т-областях. Интегрируя в Т-области

по пространственноподобной координате 𝑥 в пределах от 𝑥1 до 𝑥2, и обозначая 𝑙 = 𝑥2 − 𝑥1, для

действия 𝑆𝑇 получаем

𝑆𝑇 =
𝑙

2𝑐

∫︁ {︂
1√
ℎ𝑓

[︂
𝑅2𝐸2 − 𝑐4

𝜅
𝑅,0 (ℎ𝑅),0

]︂
+
𝑐4

𝜅

√︀
ℎ𝑓

}︂
𝑑𝑥0 . (17)

где 𝐸 = 𝐴1, 0 = 𝜑,0.

В R-области, действие имеет аналогичный вид, причём эволюционная координата 𝑥0 про-

странственноподобная и 𝑓(𝑥0) < 0, ℎ(𝑥0) < 0. Метрика (16) допускает координатные преобразова-

ния 𝑥0 = 𝑥0(𝑥0) и 𝑥1 = 𝑎𝑥1, где 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. При этом 𝑓 = 𝑓(𝜕𝑥0/𝜕𝑥0)2 и ℎ́ = 𝑎2ℎ.

Далее, удобно перейти к новым переменным 𝑁 и 𝜉 с помощью соотношений

𝑓 =
𝑁2

ℎ
, ℎ =

𝜉

𝑅
, (18)

где 𝜉 > 0 или 𝜉 < 0 в T- или R-областях; на горизонте 𝜉 = 0. Тогда, метрика (16) принимает вид

𝑑𝑠2𝑇 =
1

ℎ
(𝑁𝑑𝑥0)2 − ℎ(𝑑𝑥1)2 −𝑅2𝑑𝜎2 =

𝑅

𝜉

(︀
𝑁𝑑𝑥0

)︀2 − 𝜉

𝑅
(𝑑𝑥1)2 −𝑅2𝑑𝜎2 . (19)

В итоге
√
ℎ𝑓 = 𝑁 , и действие (17) можно переписать следующим образом

𝑆𝑇 =

∫︁
𝑢∈𝑀(2)

𝑇

𝐿𝑇 𝑑𝑥
0 , (20)
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где

𝐿𝑇 =
𝑙

2𝑐

{︂
T

𝑁
+𝑁𝑈

}︂
, (21)

— функция Лагранжа редуцированной системы с кинетической и потенциальной частями

T = −𝑐
4

𝜅
𝜉,0𝑅,0 +𝑅2𝜑,0

2 . 𝑈 =
𝑐4

𝜅
. (22)

1.3. Динамические величины и соотношения

Полная система Лагранжа-Эйлера для функции Лагранжа (21) состоит из связи

𝛿𝐿𝑇
𝛿𝑁

=
𝜕𝐿𝑇
𝜕𝑁

=
𝑙

2𝑐

{︂
− T

𝑁2
+ 𝑈

}︂
= 0 , (23)

и динамических уравнений

𝛿𝐿𝑇
𝛿𝑞𝐴

=
𝜕𝐿𝑇
𝜕𝑞𝐴

− 𝜕

𝜕𝑥0

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝐴

)︂
=

𝑙

2𝑐

𝜕 (𝑁𝑈)

𝜕𝑞𝐴
− 𝑙

2𝑐

𝜕

𝜕𝑞𝐴

(︂
T

𝑁

)︂
= 0 , (24)

где введены такие обозначения для полевых переменных: 𝑞1 = 𝜉 , 𝑞2 = 𝑅 , 𝑞3 = 𝜑 (𝐴,𝐵 = 1, 2, 3).

Связь (23) приводит к следующему выражению для нединамической переменной

𝑁 = 𝑁(𝜉,0, 𝑅,0, 𝜑,0) =

√︂
T

𝑈
=

√
𝜅

𝑐2

√
T . (25)

Подставляя 𝑁 и 𝑈 = 𝑐4/𝜅 в (24), находим

𝛿𝐿

𝛿𝑞𝐴
=
𝜇

2

(︂
𝜕

𝜕𝑞𝐴

(︁√
T
)︁
− 𝜕

𝜕𝑥0
𝜕

𝜕𝑞𝐴

(︁√
T
)︁)︂

= 0 , (26)

где

𝜇 =
𝑐𝑙√
𝜅
. (27)

Полученные уравнения движения в ПВ содержат теперь только динамические величины.

Рассмотрим канонические уравнения. Из лагранжиана (21) следует первичная связь

𝑃𝑁 =
𝜕𝐿𝑇
𝜕𝑁,0

= 0 . (28)

Остальные производные по скоростям дают импульсы:

𝑃𝜉 =
𝜕𝐿𝑇
𝜕𝜉,0

= − 𝑐3𝑙

2𝜅𝑁
𝑅,0 ,

𝑃𝑅 =
𝜕𝐿𝑇
𝜕𝑅,0

= − 𝑐3𝑙

2𝜅𝑁
𝜉,0 , (29)

𝑃𝜑 =
𝜕𝐿𝑇
𝜕𝜑,0

=
𝑙

𝑐𝑁
𝑅2𝜑,0 .

Функция Гамильтона системы

𝐻 = 𝑃𝜉𝜉,0 + 𝑃𝑅𝑅,0 + 𝑃𝜑𝜑,0 − 𝐿𝑇 (30)

приводит к вторичной, гамильтоновой связи

𝐻(𝑅; 𝜉,0, 𝑅,0, 𝜑,0) =
𝑙

2𝑐

{︂
T

𝑁
− 𝑐4

𝜅
𝑁

}︂
= −𝑁 𝜕𝐿𝑇

𝜕𝑁
∼ 0 , (31)

𝐻(𝑅;𝑃𝜉, 𝑃𝑅, 𝑃𝜑) =
𝑁𝑐

2𝑙

{︂
−4𝜅

𝑐4
𝑃𝜉𝑃𝑅 +

1

𝑅2
𝑃 2
𝜑 − 𝜇2

}︂
∼ 0 , (32)
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Символ ” ∼ 0” означает, что функция Гамильтона обращается в нуль на решениях уравнений

движений, то есть в слабом смысле (в смысле Дирака). Вытекающие из (32) канонические соот-

ношения

𝜉,0 =
𝜕𝐻

𝜕𝑃𝜉
= −2𝜅𝑁

𝑙𝑐3
𝑃𝑅, 𝑃̇𝜉 = −𝜕𝐻

𝜕𝜉
= 0 , (33)

𝑅,0 =
𝜕𝐻

𝜕𝑃𝑅
= −2𝜅𝑁

𝑙𝑐3
𝑃𝜉, 𝑃̇𝑅 = −𝜕𝐻

𝜕𝑅
=
𝑁𝑐

𝑙𝑅3
𝑃 2
𝜑 , (34)

𝜑,0 =
𝜕𝐻

𝜕𝑃𝜑
=
𝑁𝑐

𝑙𝑅2
𝑃𝜑, 𝑃̇𝜑 = −𝜕𝐻

𝜕𝜑
= 0 (35)

– это уравнения Эйнштейна для рассматриваемой СС конфигурации в канонической форме.

1.4. Дополнительные классические динамические величины

Кроме канонических динамических величин для рассматриваемой конфигурации гравитаци-

онного и электромагнитного полей существуют дополнительные динамические величины.

1. Зарядовая функция. Уравнения Максвелла для СС электромагнитного поля, вытекающие

из действий (3) или (8) приводят к соотношениям

(
√
−𝛾𝑅2𝐹 𝑎𝑏),𝑏 =

(︀
𝑅2𝐸𝑒𝑎𝑏

)︀
,𝑏
= −

(︂
𝑅2

√
−𝛾

𝐸

)︂
,𝑏

𝜖𝑎𝑏 = 0 ,

𝑑

(︂
𝑅2

𝑁
𝐸

)︂
= 0 . (36)

Отсюда следует закон сохранения
𝑅2

𝑁
𝐸 = 𝑄 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 . (37)

Учитывая третье соотношение в (29), получаем

𝐸 = 𝜑,0 = 𝑁
𝑄

𝑅2
=
𝑐𝑁

𝑙𝑅2
𝑃𝜑 . (38)

Естественно определить следующую функцию полевых переменных 𝑁,𝑅 и скорости 𝜑,0:

𝑄(𝑁,𝑅, 𝜑,0) =
𝑅2

𝑁
𝜑,0 =

𝑐

𝑙
𝑃𝜑 . (39)

Эта функция для электромагнитного поля сохраняется и равна заряду конфигурации внутри об-

ласти радиуса 𝑅. В дальнейшем мы будем называть её зарядовой функцией.

2. Массовая функция вакуумного СС гравитационного поля определяется соотношением [16,

19,20]:

𝑀𝑓 (𝛾𝑎𝑏, 𝑅) =
𝑐2

2𝜅
𝑅
(︀
1 + 𝛾𝑎𝑏𝑅,𝑎𝑅,𝑏

)︀
(40)

и в R-области связана с полевой энергий сферической области радиуса 𝑅. На бесконечности она

равняется массе, которая фигурирует в ньютоновском пределе 𝜙 = −𝜅𝑚/𝑅. Её значение для

вакуумного СС гравитационного поля постоянно: 𝑀𝑓 = 𝑚 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. В T-области она сохраняется

и для метрики (19) принимает вид

𝑀𝑓 =
𝑐2

2𝜅

(︂
𝑅+

1

𝑁2
𝜉𝑅,0

2

)︂
. (41)

Однако, в случае СС системы гравитационного и электромагнитного полей массовая функ-

ция уже не сохраняется. Чтобы ввести аналог массовой функции для всей конфигурации надо

учесть вклад электромагнитной массы в полную массу данной сферической области ПВ. Для
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этого рассмотрим общее уравнение, которому подчиняется массовая функция в случае наличия

вещества [16,20]:

𝑑𝑀𝑓 =
4𝜋

𝑐2
𝑅2
(︀
𝑇 𝑎
𝑎 𝑑𝑅−𝑅, 𝑎𝑇

𝑎
𝑏 𝑑𝑥

𝑏
)︀
, (42)

где 𝑇 𝑎𝑏 — радиально-временные компоненты тензора энергии-импульса (ТЭИ).

В случае электромагнитного поля

𝑇𝜇𝜈 =
1

4𝜋
(−𝐹𝜇𝜌𝐹 𝜌

𝜈 +
1

4
𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽𝑔𝜇𝜈) (43)

для радиально-временных компонент ТЭИ СС конфигурации находим

𝑇𝑎𝑏 =
1

4𝜋
(−𝐹𝑎𝑐𝐹 𝑐

𝑏 +
1

4
𝐹𝑐𝑑𝐹

𝑐𝑑 𝛾𝑎𝑏) =
𝐸2

8𝜋𝑁2
𝛾𝑎𝑏 . (44)

Отсюда, учитывая (38), получаем

𝑇 𝑎𝑏 =
𝑄2

8𝜋𝑅4
𝛿𝑎𝑏 , 𝑇 𝑎𝑎 =

𝑄2

4𝜋𝑅4
. (45)

Подставляя эти соотношения в (42), приходим к уравнению

𝑑𝑀𝑡𝑜𝑡 = 𝑑

(︂
𝑀𝑓 +

𝑄2

2𝑐2𝑅

)︂
= 0 . (46)

Откуда следует, что величина, определяемая формулой

𝑀𝑡𝑜𝑡 =𝑀𝑓 +
𝑄2

2𝑐2𝑅
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , (47)

является инвариантом, не зависящем от координат {𝑥0, 𝑥1}. Она имеет смысл полной полевой

массы сферической области радиуса 𝑅 рассматриваемой конфигурации с учётом вклада электро-

магнитного поля. Заметим, что закон сохранения (46) имеет ту же дифференциальную структуру,

что и закон сохранения (36). Это указывает на их геометрическую природу.

Полученное соотношение можно переписать в виде

𝑀𝑡𝑜𝑡𝑐
2 =𝑀𝑓𝑐

2 +
𝑄2

2𝑅
=𝑀𝑓𝑐

2 +
1

2
𝑄𝜑 . (48)

Эта формула описывает вклады гравитационного и электромагнитного полей в полную полевую

энергию сферической области радиуса 𝑅. Интересно отметить, что вклад электромагнитной энер-

гии аналогичен собственной электростатической энергии однородно заряженной тонкой оболочки

радиуса 𝑅 и заряда 𝑄 в плоском пространстве. Подставляя (41) и (39) в (47), получаем следующие

представления полной массы

𝑀𝑡𝑜𝑡 =
𝑐2

2𝜅

[︂
𝑅+

1

𝑁2

(︂
𝜉𝑅,0

2 +
𝜅𝑅3𝜑,0

2

𝑐4

)︂]︂
. (49)

Полная массовая функция позволяет найти радиусы горизонтов 𝑅ℎ𝑜𝑟 для данных массы𝑀𝑡𝑜𝑡 = 𝑚

и заряда 𝑄 заряженной ЧД. Действительно, поскольку на горизонте 𝜉 = 0, из (49) получаем

𝑐2

2𝜅

{︂
𝑅ℎ𝑜𝑟 +

𝜅

𝑐4
𝑄2

𝑅ℎ𝑜𝑟

}︂
= 𝑚, (50)

откуда следует

𝑅ℎ𝑜𝑟1,2 =
1

𝑐2

{︁
𝜅𝑚±

√︀
𝜅2𝑚2 − 𝜅𝑄2

}︁
, (𝜅𝑚2 ≥ 𝑄2). (51)

В заключение этого пункта, выпишем выражения для полной массы через импульсы

𝑀𝑡𝑜𝑡(𝜉,𝑅;𝑃𝜉, 𝑃𝜑) =
1

2𝑙2

[︂
𝑙2𝑐2

𝜅
𝑅+

4𝜅

𝑐4
𝜉𝑃 2

𝜉 +
1

𝑅
𝑃 2
𝜑

]︂
, (52)

и скобки Пуассона между дополнительными динамическими величинами и функцией Гамильтона:

{𝐻,𝑀𝑡𝑜𝑡} =
2𝜅

𝑙2𝑐4
𝑃𝜉𝐻 ∼ 0 , {𝐻,𝑄} = 0 , {𝑀𝑡𝑜𝑡, 𝑄} = 0 . (53)

Таким образом, полная масса сохраняется в силу гамильтоновой связи 𝐻 ∼ 0, то есть на

решениях (в слабом смысле). В то время, как для заряда имеем сильный закон сохранения.
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1.5. Конфигурационное пространство СС системы гравитационного и электромагнит-
ных полей и его геометрия

С точки зрения классической механики метрические коэффициенты и потенциал электриче-

ского поля в полученном лагранжиане (21) выполняют роль обобщённых координат (координаты

минисуперпространства Уилера-Девитта) 𝑞𝑎 = {𝜉,𝑅, 𝜑}. Однако, метрическая переменная 𝑁 вхо-

дит в лагранжиан без производной по времени, что связано с тем, что метрика допускает произ-

вольную параметризацию времени 𝑥0 = 𝑥0(𝑥0). Поэтому 𝑁 является нединамической переменной

и входит в лагранжиан, как множитель Лагранжа. Оказывается, что пользуясь уравнением (25),

можно исключить эту переменную из 𝑆. В итоге, исходное действие преобразуется к новому дей-

ствию в конфигурационном пространстве, при этом время устраняется из рассмотрения.

Действительно, подставляя значение 𝑁 из (25) в (21), получаем новую функцию Лагранжа

𝐿R = 𝐿𝑇 |𝐻=0 = 𝜇
√
T . (54)

При этом, исходное действие (20), определённое в Т-области ПВ, переходит в действие 𝑆R для

кривой 𝛾, определённой в минисуперпространстве R:

𝑆R =

∫︁
𝛾∈R

𝐿R𝑑𝑥
0 = 𝜇

∫︁
𝛾∈R

√
T𝑑𝑥0 = 𝜇

∫︁
𝛾∈R

𝑑Ω , (55)

где

𝑑Ω2 = Ω𝐴𝐵𝑑𝑞
𝐴𝑑𝑞𝐵 = T(𝑑𝑥0)2 = −𝑐

4

𝜅
𝑑𝜉𝑑𝑅+𝑅2𝑑𝜑2 > 0 , (56)

– метрика минисуперпространства R в координатах 𝑞1 = 𝜉 , 𝑞2 = 𝑅 , 𝑞3 = 𝜑 (𝐴,𝐵 = 1, 2, 3) (общее

рассмотрение см. в [21]).

Легко видеть, что, хотя вариационная задача для нового действия не эквивалентна исходной,

уравнения Лагранжа-Эйлера для новой функции Лагранжа 𝐿R = 𝜇
√
T эквивалентны уравнениям

(26), вытекающим из уравнений Лагранжа-Эйлера (24) для исходной функции Лагранжа (21),

при подстановки туда 𝑁 (отличие состоит в несущественном общем множителе 1/2 в (26)). Таким

образом, исключение 𝑁 или из исходных уравнений движений (24), или из исходной функции

Лагранжа (21) приводят к одинаковым динамическим уравнениям.

Для детерминанта метрического тензора Ω𝐴𝐵 получаем

det ‖Ω𝐴𝐵‖ = − 𝑐8

4𝜅2
𝑅2 < 0 , (57)

что определяет элемент объёма, задающий натуральную меру в псевдоевклидовом пространстве:

𝑑𝑉 =
√︀

−det ‖Ω𝐴𝐵‖𝑑𝑞1𝑑𝑞2𝑑𝑞3 =
𝑐4

2𝜅
𝑅𝑑𝜉𝑑𝑅𝑑𝜑 . (58)

Мы видим, что новый функционал 𝑆R представляет собой действие для геодезической в

конфигурационном пространстве. Как следует из предыдущего, полученные отсюда уравнения

геодезической вместе с уравнением для N (25) эквивалентны исходной системе пространственно-

временных уравнений Эйнштейна вместе с уравнением для электростатического поля. Оказыва-

ется, что компоненты канонического импульсы (29), определённые для исходного лагранжиана

(21) совпадают с компонентами импульса релятивистской частицы массы 𝜇 и скорости 𝑑𝑞𝑎/𝑑Ω =

{𝑑𝜉/𝑑Ω, 𝑑𝑅/𝑑Ω, 𝑑𝜑/𝑑Ω}, движущейся по геодезической в минисуперпространстве с метрикой (56).
Действительно, рассмотрим, для примера, компоненту импульса 𝑃𝜉 исходной динамической систе-

мы. Из (29), учитывая (25), (56) и (27), последовательно находим

𝑃𝜉 = − 𝑐3𝑙

2𝜅𝑁

𝑑𝑅

𝑑𝑥0
= − 𝑐5𝑙

2𝜅
√
𝜅
√
T

𝑑𝑅

𝑑𝑥0
= −𝜇𝑐

4

2𝜅

𝑑𝑅

𝑑Ω
. (59)



38 В.Д. Гладуш, М. Г. Головко

Наконец, из (56) вытекает Ω𝜉𝑅 = −𝑐4/2𝜅, что даёт

𝑃𝜉 = 𝜇Ω𝜉𝑅
𝑑𝑅

𝑑Ω
. (60)

Аналогичные формулы вытекают и для остальных компонент. В итоге, общую формулу для им-

пульсов конфигурации можно записать в стандартном виде

𝑃𝑎 = 𝜇Ω𝑎𝑏
𝑑𝑞𝑎

𝑑Ω
, (61)

что совпадают с компонентами импульса релятивистской частицы массы 𝜇. Указанные импульсы,

в силу гамильтоновой связи (32) или, в силу обычного геометрического условия нормировки 3-

скорости в минисуперпространстве, подчиняются условию Ω𝐴𝐵𝑃𝐴𝑃𝐵 = 𝜇2. Отмеченный переход

к минисуперпространству, как и метрика суперпространства, не зависят от преобразования 𝑁 =

𝑁̃𝑓(𝑅, 𝜉, 𝜑).

Оказывается, что для рассматриваемого минисуперпространства с метрикой (56), тензор кри-

визны равен нулю. Поэтому существуют преобразования полевых функций, например,

𝜉 =
𝜅

𝑐4

(︂
𝑐𝜏 − 𝑥− 𝑦2

𝑐𝜏 + 𝑥

)︂
, 𝜑 =

𝑦

𝑐𝜏 + 𝑥
, 𝑅 = 𝑐𝜏 + 𝑥 , (62)

приводящие метрику (56) к лоренцевому виду

𝑑Ω̃2 = −𝑐2𝑑𝜏2 + 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 . (63)

В дальнейшем будем считать 𝜏 времениподобной переменной. Выпишем здесь также обратные

преобразования

𝜏 =
1

2𝑐

[︂
𝑐4

𝜅
𝜉 +

(︀
1 + 𝜑2

)︀
𝑅

]︂
, 𝑥 =

1

2

[︂
−𝑐

4

𝜅
𝜉 +

(︀
1− 𝜑2

)︀
𝑅

]︂
, 𝑦 = 𝑅𝜑 . (64)

В новых координатах лагранжиан СС конфигурации гравитационного и электромагнитного полей

(21) и связь приобретают форму

𝐿 = 𝑙
2𝑐

{︁
1
𝑁

(︀
−𝑐2𝜏2,0 + 𝑥2,0 + 𝑦2,0

)︀
+ 𝑐4

𝜅 𝑁
}︁
, (65)

𝑐2𝜏2,0 − 𝑥2,0 − 𝑦2,0 +
𝑐4

𝜅 𝑁
2 = 0 . (66)

Итак, уравнения геодезического движения частицы в трёхмерном псевдоевклидовом про-

странстве с метрикой (63), которым соответствуют прямые линии в минисуперпространстве, с

учётом связи (66), эквивалентны уравнениям Эйнштейна, вытекающие из (65). Заметим, что мет-

рика (63), лагранжиан (65) и связь (66), инварианты относительно группы преобразований 𝑂(1, 2).

1.6. Классическое решение в минисуперпространстве

Подставляя соотношения

𝑃𝜉 =
𝜕𝑆

𝜕𝜉
, 𝑃𝑅 =

𝜕𝑆

𝜕𝑅
, 𝑃𝜑 =

𝜕𝑆

𝜕𝜑
(67)

в гамильтонову связь (32) и массовую функцию (52), приходим к уравнению Эйнштейна-

Гамильтона-Якоби

− 4𝜅

𝑐4
𝜕𝑆

𝜕𝜉

𝜕𝑆

𝜕𝑅
+

1

𝑅2

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝜑

)︂2

= 𝜇2 (68)

и уравнению для массы конфигурации

𝑀𝑡𝑜𝑡 =
1

2𝑙2

[︃
𝑙2𝑐2

𝜅
𝑅+

4𝜅

𝑐4
𝜉

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝜉

)︂2

+
1

𝑅

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝜑

)︂2
]︃
= 𝑚. (69)



Пространственно-временное и конфигурационное многообразия сферически-симметричной системы
гравитационного и электромагнитного полей 39

Уравнение (68) можно интерпретировать, как уравнение Гамильтона-Якоби для свободной ча-

стицы с массой 𝜇 = 𝑙𝑐/
√
𝜅, движущейся по геодезической в конфигурационном пространстве с

метрикой (56).

Совместность системы дифференциальных уравнений (68) и (69) вытекает из совместности

уравнений для гамильтоновой связи 𝐻 = 0 и массы𝑀 = 𝑚, что сводится к равенству нулю скобки

Пуассона (53) на решениях уравнения движения, то есть в слабом смысле. Подчеркнем, что для

нахождения траекторий в конфигурационном пространстве не требуется фиксация калибровки.

Из канонических уравнений (33-35) следует, что система имеет два интеграла движения 𝑃𝜉 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑃𝜑 = (𝑙/𝑐)𝑄 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, поэтому ищем решения уравнения (68) в виде

𝑆 =
𝑙

𝑐
𝑄𝜑+ 𝑃𝜉𝜉 + 𝜎(𝑅) . (70)

Функцию 𝜎(𝑅) находим с помощью (68), что приводит к решению

𝑆 =
𝑙

𝑐
𝑄𝜑+ 𝑃𝜉𝜉 −

𝑙2𝑐6

4𝜅2𝑃𝜉

(︂
𝜅𝑄2

𝑐4𝑅
+𝑅

)︂
. (71)

Отсюда, дифференцируя 𝑆 по 𝑄 и 𝑃𝜉 и приравнивая постоянным 𝜉0 и 𝜑0, находим траектории

𝜕𝑆

𝜕𝑄
=
𝑙

𝑐
𝜑− 𝑙2𝑐2

2𝜅𝑃𝜉

𝑄

𝑅
=
𝑙

𝑐
𝜑0 , (72)

𝜕𝑆

𝜕𝑃𝜉
= 𝜉 +

𝑙2𝑐6

4𝜅2𝑃 2
𝜉

(︂
𝜅𝑄2

𝑐4𝑅
+𝑅

)︂
= 𝜉0 . (73)

С помощью калибровочного преобразования потенциала постоянную 𝜑0 обращаем в нуль.

Уравнение для массы конфигурации (69) даёт

4𝜅

𝑐4
𝜉𝑃 2

𝜉 +
𝑙2𝑐2

𝜅

(︂
𝜅𝑄2

𝑐4𝑅
+𝑅

)︂
= 2𝑚𝑙2 . (74)

Совместное решение уравнений траектории (73) и массы (74), возможны только при следующей

связи между массой ЧД и импульсом 𝑃𝜉:

𝑃𝜉 = ±𝑙𝑐2
√︂

𝑚

2𝜅𝜉0
. (75)

В результате, уравнения траекторий в минисуперпространстве принимают вид

𝜑(𝑅) = 𝑐

√︂
𝜉0

2𝜅𝑚

𝑄

𝑅
, 𝜉(𝑅) =

𝑐2

2𝜅𝑚
𝜉0𝑅𝐹𝑇 (𝑚,𝑄,𝑅) , (76)

где

𝐹𝑇 (𝑚,𝑄,𝑅) = −1 +
2𝜅𝑚

𝑐2𝑅
− 𝜅𝑄2

𝑐4𝑅2
. (77)

Здесь в качестве эволюционного параметра используется масштабный фактор 𝑅 (в T-области:

𝑅 = 𝑐𝑇 ). Таким образом, для искомой метрической функции в (19), находим

ℎ =
𝑐2𝜉0
2𝜅𝑚

𝐹𝑇 (𝑇,𝑚, 𝑞) , 𝐹𝑇 (𝑇,𝑚, 𝑞) = −1 +
2𝜅𝑚

𝑐3𝑇
− 𝜅𝑞2

𝑐6𝑇 2
> 0 − в T-области ; (78)

ℎ = − 𝑐2𝜉0
2𝜅𝑚

𝐹𝑅(𝑅,𝑚, 𝑞) , 𝐹𝑅(𝑅,𝑚, 𝑞) = 1− 2𝜅𝑚

𝑐2𝑅
+

𝜅𝑞2

𝑐4𝑅2
> 0 − в R-областях. (79)

Эволюционный параметр 𝑇 можно выразить через инвариантный натуральный параметр Ω

геодезической в минисуперпространстве, соответствующей классическому ПВ решению. Действи-

тельно, приравнивая правые части соотношений (59) и (75), находим

𝑐3

𝜅

𝑑𝑅

𝑑Ω
= ∓

√︂
2𝑚

𝜉0
. (80)
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Отсюда, опуская постоянную интегрирования и ограничиваясь нижним знаком, получаем выра-

жение метрической функции 𝑅 через натуральный параметр Ω:

𝑅 = 𝑐𝑇 =
𝜅

𝑐3

√︂
2𝑚

𝜉0
Ω . (81)

Мы видим, что функция 𝑅 ("площадная координата") пропорциональна натуральному параметру

Ω и, таким образом, является инвариантным параметром (как и следовало ожидать), через кото-

рый можно выразить решение, не конкретизирую калибровку 𝑁 . Подставляя это соотношение в

(78)-(79) мы можем найти искомое выражение метрических функций через натуральный параметр

(81), соответствующей геодезической.

Чтобы получить ПВ форму метрики, рассматриваемой конфигурации, воспользуемся первым

из канонических уравнений (34). Подставляя в него импульс (75), находим

𝑅,0 = −2𝜅𝑁

𝑙𝑐3
𝑃𝜉 =

𝑁

𝑐

√︂
2𝜅𝑚

𝜉0
. (82)

Отсюда вытекает

𝑁𝑑𝑥0 =

√︂
𝜉0𝑐2

2𝜅𝑚
𝑑𝑅 . (83)

Подставляя это соотношение в метрику (19) и, учитывая (78) и соотношение 𝑅 = 𝑐𝑇 , получаем

инвариантную форму метрики, которая совпадает со стандартной метрикой Рейсснера-Нордстрема

в T-области координат кривизны:

𝑑𝑠2 =
𝑐2𝑑𝑇 2

𝐹𝑇 (𝑇,𝑚, 𝑞)
− 𝐹𝑇 (𝑇,𝑚, 𝑞)𝑑𝑟

2 − 𝑐2𝑇 2𝑑𝜎. (84)

Здесь мы ввели новую радиальную координату

𝑟 = 𝑐

√︂
𝜉0

2𝜅𝑚
𝑥1.

Рассмотрим теперь структуру траекторий в конфигурационном пространстве. Область до-

пустимых движений, соответствующей решению в T-области, определяется 𝜉 > 0, 𝑅 > 0 . В

лоренцевых координатах (64) эта область определяется неравенствами

− Ω̃2 = 𝑐2𝜏2 − 𝑥2 − 𝑦2 > 0 , 𝑅 = 𝑐𝜏 + 𝑥 > 0 , (85)

что соответствуют верхней внутренности конуса Ω̃2 = 0 (см. рис. 1). Решению в R-области, соот-

ветствуют движения вне светового конуса Ω̃2 = 0. Граница T-области 𝜉 = 0 совпадает со световым

конусом в конфигурационном пространстве Ω̃2 = −𝑐2𝜏2+𝑥2+𝑦2 = 0. В этих координатах решение

(76) описываются семейством прямых

𝑐𝜏(𝑅) =
1

2

[︂(︂
1− 𝑎

𝑅𝑔

)︂
𝑅+ 𝑎

]︂
, 𝑥(𝑅) =

1

2

[︂(︂
1 +

𝑎

𝑅𝑔

)︂
𝑅− 𝑎

]︂
, 𝑦 =

√︃
𝜉0
𝑅𝑔

𝑄, (86)

где введены обозначения

𝑅𝑔 =
2𝜅𝑚

𝑐2
, 𝑎 =

𝜉0𝑐
4

𝜅
. (87)

Отметим, что эволюция систем в конфигурационном пространстве во всех случаях происходит в

пространственноподобных направлениях 𝑑Ω̃2 = −𝑐2𝑑𝜏2 + 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 = (𝑎/𝑅𝑔)𝑑𝑅
2 > 0.

Исключая из первых двух уравнений (86) параметр 𝑅, получаем уравнение рассматриваемого

семейства прямых в минисуперпространстве

(𝑅𝑔 + 𝑎)
(︁
𝑐𝜏 − 𝑎

2

)︁
− (𝑅𝑔 − 𝑎)

(︁
𝑥+

𝑎

2

)︁
= 0 , 𝑦 =

√︃
𝜉0
𝑅𝑔

𝑄, (88)
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Рис. 1. Минисуперпространство сферически-симметричной конфигурации гравитационного и электро-

магнитных полей в координатах {𝑐𝜏, 𝑥, 𝑦} (64) и классические решения для заряженных ЧД с начальными

условиями (89). Параллельные прямые представляют семейство (88) траекторий движений, описывающих

эволюцию систем для различных зарядов 𝑄 ЧД. Отрезки прямых внутри конуса соответствуют T-области

ПВ, а их пересечение с поверхностью конуса — горизонтам событий 𝑅 = 𝑅ℎ𝑜𝑟1,2 (51). Внешняя область

конуса в секторе 𝑅 = 𝑐𝜏 + 𝑥 > 0 представляет R-область ПВ. Жирная пунктирная линия изображает

начальную прямую (89) при различных значениях 𝑄, соответствующую ПВ центральной сингулярности

𝑅 = 0.

образующих плоскость, проходящую через начальную прямую

𝑐𝜏 (0) =
𝑎

2
, 𝑥 (0) = −𝑎

2
, 𝑦(0) = 𝑦 =

√︃
𝜉0
𝑅𝑔

𝑄 , (89)

соответствующей центральной ПВ сингулярности 𝑅 = 𝑐𝜏 +𝑥 = 0. Угловые коэффициенты прямых

семейства не зависят от заряда 𝑄 и равны

𝑘 =
𝑅𝑔 − 𝑎

𝑅𝑔 + 𝑎
. (90)

Они лежат в пределах −1 < 𝑘 < 1, при 0 < 𝑅𝑔 < ∞. При 𝑄 = 0 движение происходит вдоль

прямой (88) c 𝑦 = 0. Наличие заряда приводит к сдвигу этой прямой на величину 𝑦(0) = 𝑄
√︀
𝜉0/𝑅𝑔

вдоль оси 𝑦.

Таким образом, эволюцию системы в конфигурационном пространстве, при заданных массе

𝑀 и заряда 𝑄, можно представить, как движение вдоль прямой семейства (88) (см. рис. 1), начи-

нающейся вне светового конуса Ω̃2 = 0 на линии (89) (центральная сингулярность). Далее, прямая

пересекают конус Ω̃2 = 0 при 𝑅 = 𝑅ℎ𝑜𝑟1 (51) (внутренний горизонт), попадает внутрь конуса,

пересекает его при 𝑅 = 𝑅ℎ𝑜𝑟2 (внешний горизонт) и уходят на бесконечность минисуперпростран-

ства. Множество точек горизонтов, пересечений прямых семейства (86) с конусом Ω̃2 = 0, образует

эллипс:
4

𝑎𝑅𝑔
𝑦2 +

16

(𝑎𝑔 +𝑅𝑔)
2

(︂
𝑥+

𝑎𝑔 −𝑅𝑔
4

)︂2

= 1 ,

лежащий в плоскости, образованной семейством прямых (88).
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Движению внутри светового конуса Ω̃2 = 0 минисуперпространства соответствуют решения

для T-область ПВ, движению вне светового конуса — решения для R-области (см. рис. 1). Для

экстремально заряженной ЧД, когда |𝑄| = 𝑚
√
𝜅, соответствующая прямая семейства (88) касается

конуса Ω̃2 = 0 в точке 𝑅ℎ𝑜𝑟 = 𝑚𝜅. Для суперэкстремальных зарядов |𝑄| > 𝑚
√
𝜅 эти прямые лежат

вне светового конуса Ω̃2 = 0.

2. Квантовое описание сферически-симметричной конфигурации гравитационного и
электромагнитного полей

Квантовое состояние рассматриваемой полевой конфигурации задаются волновой функцией

Ψ(𝑅, 𝜉, 𝜑) на минисуперпространстве с координатами {𝑅, 𝜉, 𝜑}. Соответствующие им операторы

импульса в координатном представлении имеют вид:

𝑃𝑅 = −𝑖~ 𝜕

𝜕𝑅
, 𝑃𝜉 = −𝑖~ 𝜕

𝜕𝜉
, 𝑃𝜑 = −𝑖~ 𝜕

𝜕𝜑
. (91)

Классической гамильтоновой связи 𝐻(𝑅;𝑃𝜉, 𝑃𝑅, 𝑃𝜑) = 0 (32), ограничивающей физическое состо-

яние конфигурации, сопоставляется квантовый аналог 𝐻̂Ψ = 0. В результате подстановки (91) в

(32) получаем оператор Гамильтона

𝐻̂ =
𝑁𝑐

2𝑙

{︂
4𝜅~2

𝑐4
𝜕2

𝜕𝑅𝜕𝜉
− ~2

𝑅2

𝜕2

𝜕𝜑2
− 𝜇2

}︂
, (92)

и соотношение 𝐻̂Ψ = 0 приводит к уравнению Девитта:(︂
4

𝜕2

𝜕𝑅𝜕𝜉
− 𝑐4

𝜅𝑅2

𝜕2

𝜕𝜑2

)︂
Ψ =

𝑐6𝑙2

𝜅2~2
Ψ . (93)

Заряду (39) и полной массе (52) сопоставляются операторы

𝑄̂ =
𝑐

𝑙
𝑃𝜑 = −𝑖 𝑐~

𝑙

𝜕

𝜕𝜑
, (94)

𝑀̂ =
1

2𝑙2

(︂
𝑙2𝑐2

𝜅
𝑅+

4𝜅

𝑐4
𝑃𝜉𝜉𝑃𝜉 +

1

𝑅
𝑃 2
𝜑

)︂
=

1

2𝑙2

(︂
𝑙2𝑐2

𝜅
𝑅− 4𝜅~2

𝑐4
𝜕

𝜕𝜉
𝜉
𝜕

𝜕𝜉
− ~2

𝑅

𝜕2

𝜕𝜑2

)︂
. (95)

Отметим, что для эрмитовости оператора полной массы, в конфигурационном пространстве с

элементом объёма (58), используется следующее упорядочивание операторов: 𝜉𝑃 2
𝜉 ⇒ 𝑃𝜉𝜉𝑃𝜉. Для

операторов (92), (94) и (95) выполняются коммутационные соотношения[︁
𝐻̂, 𝑀̂

]︁
= −2𝜅~2

𝑙2𝑐4
𝜕

𝜕𝜉
𝐻̂ ∼ 0 ,

[︁
𝐻̂, 𝑄̂

]︁
= 0 ,

[︁
𝑄̂, 𝑀̂

]︁
= 0 . (96)

Здесь первое соотношение коммутации означает, что физическое состояние Ψ может быть соб-

ственным состоянием оператора массы [7].

Мы будем строить состояния с определённой полной массой и зарядом, то есть состояния

соответствующие собственным функциям и собственным значениям операторов полной массы и

заряда:

𝑀̂Ψ𝑚 = 𝑚Ψ𝑚 , 𝑄̂Ψ𝑞 = 𝑞Ψ𝑞 . (97)

Эти уравнения, с учётом (95,94) и (91), могут быть переписаны следующим образом{︂
𝑐2𝑙2

𝜅
𝑅− 4𝜅~2

𝑐4
𝜕

𝜕𝜉
𝜉
𝜕

𝜕𝜉
− ~2

𝑅

𝜕2

𝜕𝜑2

}︂
Ψ𝑚 = 2𝑙2𝑚Ψ𝑚 . (98)

𝜕

𝜕𝜑
Ψ𝑞 =

𝑖𝑞𝑙

𝑐~
Ψ𝑞 . (99)



Пространственно-временное и конфигурационное многообразия сферически-симметричной системы
гравитационного и электромагнитного полей 43

Из соотношения (99) вытекает Ψ𝑞 = 𝐴𝑒𝑖(𝑞𝑙/𝑐~)𝜑. Поэтому, общие волновые функции операторов

Девитта и заряда также, как операторов полной массы и заряда, можно представить в виде

Ψ = 𝜓 (𝜉,𝑅) 𝑒𝑖(𝑞𝑙/𝑐~)𝜑 , Ψ𝑚 = 𝜓𝑚 (𝜉,𝑅) 𝑒𝑖(𝑞𝑙/𝑐~)𝜑 . (100)

Согласно (93) и (98), функции 𝜓 и 𝜓𝑚 удовлетворяют уравнениям(︂
4𝜕2

𝜕𝑅𝜕𝜉
+
𝑐2𝑞2𝑙2

𝜅~2
1

𝑅2

)︂
𝜓 =

𝑐6𝑙2

𝜅2~2
𝜓 , (101)

{︂
𝑙2𝑐2

𝜅
𝑅− 4𝜅~2

𝑐4
𝜕

𝜕𝜉
𝜉
𝜕

𝜕𝜉
+

1

𝑅

𝑞2𝑙2

𝑐2

}︂
𝜓𝑚 = 2𝑚𝑙2𝜓𝑚 . (102)

Введём планковские и безразмерные величины по формулам

𝑚2
𝑝𝑙 =

𝑐~
𝜅
, 𝑙2𝑝𝑙 =

~𝜅
𝑐3
, 𝑞𝑝𝑙 = 𝑚𝑝𝑙

√
𝜅 =

√
𝑐~ , (103)

𝜈 =
𝑚

𝑚𝑝𝑙
, 𝜎 =

𝑞

𝑞𝑝𝑙
, 𝑥 =

𝜉

𝑙𝑝𝑙
, 𝑦 =

𝑅

𝑙𝑝𝑙
, 𝜒 =

𝑙

𝑙𝑝𝑙
. (104)

В итоге, систему (101), (102) можно переписать в следующим безразмерном виде

𝜕2𝜓

𝜕𝑦𝜕𝑥
=
𝜒2

4

(︂
1− 𝜎2

𝑦2

)︂
𝜓 , (105)

𝜕2𝜓𝑚
𝜕𝑥2

= − 1

𝑥

𝜕𝜓𝑚
𝜕𝑥

+
𝜒2

4𝑥

(︂
𝑦 +

𝜎2

𝑦
− 2𝜈

)︂
𝜓𝑚 . (106)

Согласно (96), оператор полной массы 𝑀̂ слабо коммутирует с Гамильтонианом 𝑀̂ . Чтобы физи-

ческие состояния Ψ, удовлетворяющие уравнению Девитта (93), были также собственными функ-

циями оператора полной массы (98), система уравнений (105), (106) должна иметь общее решение

𝜓 = 𝜓𝑚. Условие совместности этой системы:

𝜕

𝜕𝑥

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝜕

𝜕𝑦

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
= 0 , (107)

приводит к уравнению (︂
1− 𝜎2

𝑦2

)︂
𝜕𝜓

𝜕𝑥
+

1

𝑥

(︂
𝑦 +

𝜎2

𝑦
− 2𝜈

)︂
𝜕𝜓

𝜕𝑦
= 0 . (108)

Его уравнение характеристик
𝑑𝑥

𝑥
=

−
(︀
𝑦2 − 𝜎2

)︀
𝑑𝑦

𝑦 (𝑦2 − 2𝜈𝑦 + 𝜎2)
(109)

имеет интеграл

𝑍 =
𝑥

𝑦

(︀
𝑦2 − 2𝜈𝑦 + 𝜎2

)︀
= 𝐶 . (110)

Тогда, общее решение уравнения (108) – это произвольная функция 𝜓 = 𝜓(𝑍) аргумента 𝑍. Под-

ставляя найденный анзац в уравнение Девитта (105), приходим к уравнению

𝑍
𝑑2𝜓

𝑑𝑍2
+
𝑑𝜓

𝑑𝑍
− 𝜒2

4
𝜓 = 0 . (111)

Его общее решение имеет вид

𝜓 = 𝐶1𝐽0(𝜒
√
−𝑍) + 𝐶2𝑌0(𝜒

√
−𝑍) , (112)

где 𝐽0 и 𝑌0 – функции Бесселя первого и второго рода нулевого порядка.

Возвращаясь к исходным переменным и учитывая 𝑅 = 𝑐𝑇 для Т-области, получаем

𝜓 = 𝐶1𝐽0

(︃
𝑙𝑐𝑇

𝑙2𝑝𝑙

√︀
ℎ𝐹𝑇 (𝑇,𝑚, 𝑞)

)︃
+ 𝐶2𝑌0

(︃
𝑙𝑐𝑇

𝑙2𝑝𝑙

√︀
ℎ𝐹𝑇 (𝑇,𝑚, 𝑞)

)︃
, (113)
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где функция 𝐹𝑇 (𝑇,𝑚, 𝑞) > 0 определена согласно (78). На горизонтах 𝐹𝑇 = 0, поэтому, для регу-

лярности полагаем 𝐶2 = 0.

Таким образом, для T-области получаем следующую волновую функцию конфигурации в

состоянии с данными массой 𝑚 и зарядом 𝑞 [22]:

Ψ𝑚,𝑞(ℎ, 𝑇, 𝜑) = 𝐶𝐽0

(︃
𝑙𝑐

𝑙2𝑝𝑙
𝑇
√︀
ℎ𝐹𝑇 (𝑇,𝑚, 𝑞)

)︃
𝑒𝑖(𝑞𝑙/𝑐~)𝜑 . (114)

Отметим, что ℎ и 𝑇 здесь положительные независимые величины. Для классического решение

Рейсснера-Нордстрема переменные 𝜉 = ℎ𝑅 и 𝑅 = 𝑐𝑇 входят в исходную метрику (19), причём в

T-области, величина ℎ определяется значением 𝑇 посредством функции 𝐹𝑇 (𝑇,𝑚, 𝑞) > 0, согласно

(78).

Поскольку для метрики (56) минисуперпространственные сигнатурные условия не нарушают-

ся, как в T-, так и R-областях ПВ, а эволюция системы в конфигурационном пространстве во всех

случаях происходит внутри направления 𝑑Ω2 > 0, то квантовые уравнения (105, 106), построенные

в минисуперпространстве, выполняются независимо от типа области ПВ. Поэтому волновая функ-

ция системы в R-области имеет вид аналогичный (114) и может быть выписана путём формальной

замены ℎ𝐹𝑇 (𝑇,𝑚, 𝑞) → −ℎ𝐹𝑅(𝑅,𝑚, 𝑞) (см. формулы (78, 79)):

Ψ𝑚,𝑞(ℎ,𝑅, 𝜑) = 𝐶𝐽0

(︃
𝑙

𝑙2𝑝𝑙
𝑅
√︀

−ℎ𝐹𝑅(𝑅,𝑚, 𝑞)

)︃
𝑒𝑖(𝑞𝑙/𝑐~)𝜑 . (115)

Здесь 𝑅 > 0 и ℎ — отрицательная величина. Поскольку 𝐹𝑅(𝑅,𝑚, 𝑞) > 0, то величина под ради-

калом положительна. В классическом случае величина ℎ определяется значением 𝑅 посредством

функции 𝐹𝑅(𝑅,𝑚, 𝑞), согласно (79). Волновую функцию (115) можно формально получить исходя

из метрики (19) и лагранжиана конфигурации (21) в R-области, где эволюционный параметр 𝑥0

является пространственноподобным. Поэтому решение (115) можно считать аналитическим про-

должением решения (114) через горизонты 𝐹𝑅(𝑅,𝑚, 𝑞) = 𝐹𝑇 (𝑇,𝑚, 𝑞) = 0.

Заметим, что коэффициент 𝑁 не входит в волновую функцию Ψ𝑚,𝑞(ℎ, 𝑇, 𝜑), которая опре-

деляет амплитуду вероятности конфигурации {ℎ, 𝑇, 𝜑;𝑚, 𝑞}, то есть точки {ℎ, 𝑇, 𝜑} минисупер-

пространства, для данных наблюдаемых 𝑚, 𝑞. Спектры массы и заряда ЧД в рассматриваемом

подходе получаются непрерывными.

Для сравнения приведём частный случай волновой функции, когда 𝑞 = 0:

Ψ𝑚(ℎ, 𝑇 ) = 𝐶𝐽0

(︃
𝑙𝑐

𝑙2𝑝𝑙
𝑇

√︃
ℎ

(︂
2𝜅𝑚

𝑐3𝑇
− 1

)︂ )︃
,

которая описывает T-область нейтральной ЧД с непрерывным спектром массы.

Заключение

Как было показано в пункте (1.5) конфигурационное пространство СС системы электромаг-

нитного и гравитационного полей является плоским, поэтому решениям уравнений Эйнштейна

соответствуют прямые линии в минисуперпространстве с метрикой (63). Это значительно упро-

щает дифференциально-геометрическую структуру решений уравнений ЭГЯ. Кроме этого, оказы-

вается, что искомые выражения для метрических функций можно выразить через натуральный

инвариантный параметр, соответствующей геодезической в минисуперпространстве. Вследствие

этого, классические решения для ПВ метрики можно построить без фиксации калибровки, для

произвольной функции смещения.

Решениями уравнения Девитта (93) являются плоские волны. Если потребовать, чтобы вол-

новая функция, удовлетворяющая уравнению Девитта, была собственной функцией оператора
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полной массы и заряда (97), то получаем волновую функцию (114) СС конфигурации электромаг-

нитного и гравитационного полей в состоянии с данными массой 𝑚 и зарядом 𝑞, которую можно

представить в виде некоторого волнового пакета.

Попутно заметим, что используемые дифференциальные уравнения определяют только ло-

кальную структуру пространства, тогда как глобальное строение нужно доопределять. Так, про-

странственную часть метрики (63) 𝑑𝑙2 = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 можно рассматривать, как метрику на плоском

двухмерном торе T
2: 𝑋1 = cos𝑥, 𝑋2 = sin𝑥, 𝑋3 = cos 𝑦, 𝑋4 = sin 𝑦, вложенном в четырёх-

мерное плоское пространство с декартовой метрикой 𝑑𝑙2 = (𝑑𝑋1)2 + (𝑑𝑋2)2 + (𝑑𝑋3)2 + (𝑑𝑋4)2 .

Таким образом, здесь на координаты 𝑥, 𝑦 налагаются условия 0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2𝜋, причём

точки отрезков прямых {0, 𝑦} и {2𝜋, 𝑦} (∀𝑦 : 0 ≤ 𝑦 ≤ 2𝜋), также, как отрезки прямых {𝑥, 0} и

{𝑥, 2𝜋} (∀𝑥 : 0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋) следует отождествить. Указанное вложение определяется с точностью до

преобразований 𝑂(1, 2).

Таким образом, вопрос о спектре масс не решается при локальном подходе, поскольку ха-

рактер спектра зависит от глобальных свойств геометрии ПВ и суперпространства, их строения в

целом, а также структуры фазового пространства системы. Поэтому, для получения дискретного

спектра, вводятся дополнительные дифференциально-геометрические и алгебраические (группо-

вые) структуры на пространственно-временном, конфигурационном или фазовом пространствах

(см., например, работу [23] и ссылки в ней).

Как правило дискретный спектр возникает при наличии потенциальной ямы или компактной

геометрии конфигурационного или фазового пространства, приводящих к финитным движениям.

Так, чтобы получить дискретный спектр, в работе [12] используются свойства евклидовой термо-

динамики ЧД и квантовой механики систем с периодической координатой фазового пространства,

Другая возможность связана с выбором немонотонного преобразования времени, что достигается

соответствующим преобразованием функции хода [24], и использовании периодического решения.

Использование такого рода замены переменной𝑁 , приводит к немонотонной зависимости собствен-

ного времени от координатного, что может привести к различным экзотическим обстоятельствам.

Ситуация существенно меняется при рассмотрении динамической картины образования ЧД,

в результате гравитационного коллапса вещества. Так, квантовая механика коллапсирующих кон-

фигураций на основе пылевых оболочек приводит к дискретному спектру [25–27]. Более сложные

пылевые конфигурации (см, например в [28]), также могут привести к дискретному спектру без

введения дополнительных структур.
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