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В работе рассматривается метод точного анализа космологической динамики на ранней инфляционной

стадии эволюции Вселенной Фридмана и на стадии повторного ускоренного расширения на основе исход-

ных модели с квинтэссенцией и двухкомпонентных киральных космологических моделей. Основу метода

составляет приведение уравнений динамики к виду, аналогичному для моделей с одним скалярным полем,

посредством конформных преобразований внутренней метрики пространства полей.

Ключевые слова: скалярное поле, киральные космологические модели, точные решения.

EXACT SOLUTIONS IN COSMOLOGY BASED ON NONLINIAR SIGMA-MODELS

Fomin I.V.𝑎,1

𝑎 Bauman Moscow State Technical University, 105005, Moscow, Russia
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Введение

Несмотря на то, что стандартные инфляционные сценарии, основанные на теории гравитации

Эйнштейна и постулировании существования некоторого скалярного поля, эволюция которого при-

водит к ускоренному расширению ранней Вселенной и образованию материи, успешно объясняют

объясняют происхождение крупномасштабной структуры, анизотропию реликтового излучения и

механизмы образования элементарных частиц [1–5], то есть дают последовательный метод объяс-

нения происхождения Вселенной и ее дальнейшей эволюции, существуют проблемы, выходящие

за рамки такого подхода, например, природа темной энергии и темной материи [7, 8] на стадии

повторного расширения Вселенной.

Как правило, рассматривается два подхода к объяснению природы темной энергии: первый

подход связан с введением различным типов скалярных полей [8], также, с увеличением числа

скалярных полей и определения взаимодействия между ними в рамках ОТО [9], второй подход
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основан на модификациях гравитации Эйнштейна [8,9]. Также, предлагаются различные способы

описания темной материи [11,12].

Согласно современным наблюдениям, динамика Вселенной находится в хорошем соответствии

с ΛCDM-моделью, которая включает космологическую постоянную, связанную с энергией вакуу-

ма, холодную темную материю и барионную компоненту [13].

В качестве другого источника ускоренного расширения Вселенной, в работах [9, 14, 15] рас-

сматривались нелинейные сигма-модели с потенциалом взаимодействия или киральные космоло-

гические модели с мультиплетом скалярных полей, специфика которых заключается в описании

взаимодействия между полями посредством внутреннего пространства целей (полей). В контек-

сте повторного ускоренного расширения во Вселенной с холодной темной материей (CDM) такие

модели получили название 𝜎CDM-моделей [14,15].

Целью данной работы является построение точных решений уравнений динамики для двух-

компонентных киральных космологических моделей на различных стадиях эволюции Вселенной

на основе теории гравитации Эйнштейна. В данном случае, мы будем рассматривать обобщенные

точные решения, подразумевающие описание как повторного ускоренного расширения, так и ис-

ходной инфляционной стадии, которую, в контексте использования нелинейных сигма-моделей,

назовем 𝜎-инфляцией.

Предложенный в работе метод точных решений уравнений космологической динамики ба-

зируется на том, что посредством простых конформных преобразований (растяжений и сжатий)

метрики пространства полей, с заданными соотношениями между скалярными полями, исходные

уравнения динамики приводятся к виду уравнений в моделях с одним полем.

Таким образом, появится возможность использовать методы генерирования точных решений в

моделях с одним скалярным полем [16] для получения точных решений в двухполевых киральных

космологических моделях.

1. Уравнения космологической динамики во Вселенной Фридмана

Вначале запишем действие, которое определяет динамику скалярного поля на стадии космо-

логической инфляции в системе единиц 8𝜋𝐺 = 𝑐 = 1

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝐹 (𝜑)𝑅− 1

2
𝜔(𝜑)𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)− 1

2
𝜉(𝜑)𝑅2

𝐺𝐵

]︂
, (1)

где 𝑅 – скаляр Риччи, 𝜑 – скалярное поле и 𝑉 (𝜑) – его потенциал, функция 𝜔(𝜑) определяет

взаимодействие поля и его кинетической энергии, 𝜉(𝜑) определяет взаимодействие скалярного поля

и скаляра Гаусса-Бонне 𝑅2
𝐺𝐵 = 𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎𝑅

𝜇𝜈𝜌𝜎 − 4𝑅𝜇𝜈𝑅
𝜇𝜈 +𝑅2.

Для случая однородной, изотропной, пространственно плоской вселенной Фридмана, геомет-

рия которой определяется метрикой Фридмана-Робертсона-Уокера

𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡)
(︀
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2

)︀
, (2)

получим уравнения динамики в следующем виде [25]

3𝐹𝐻2 + 3𝐻𝐹̇ − 𝜔

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑)− 12𝐻3𝜉 = 0, (3)

3𝐹𝐻2 + 2𝐻𝐹̇ + 2𝐹𝐻̇ + 𝐹 +
𝜔

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑)− 8𝐻3𝜉 − 8𝐻𝐻̇𝜉 − 4𝐻2𝜉 = 0, (4)

𝜔𝜑+ 3𝜔𝐻𝜑̇+
1

2
𝜑̇2𝜔′

𝜑 + 𝑉 ′
𝜑 − 6𝐻2𝐹 ′

𝜑 − 3𝐻̇𝐹 ′
𝜑 + 12𝐻4𝜉′𝜑 + 12𝐻2𝐻̇𝜉′𝜑 = 0, (5)

где точка означает производную по времени, параметр Хаббла 𝐻 = 𝑎̇/𝑎, 𝑉 ′
𝜑 = 𝑑𝑉/𝑑𝜑.

Из трех уравнений (3)–(5) только два являются независимыми, поэтому динамику Вселенной

на стадии инфляции можно рассматривать на основе системы из двух нелинейных дифференци-

альных уравнений для различных случаев взаимодействия скалярного поля и кривизны. Таким

образом, для анализа космологической динамики на ранней стадии эволюции Вселенной будем

использовать первые два уравнения (3)–(4).
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2. Киральные космологические модели

Запишем действие, определяющее динамику нелинейных сигма-моделей [9]

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑥4

√
−𝑔
(︂
𝑅

2
+

1

2
ℎ𝐴𝐵𝜕𝜇Ψ

𝐴𝜕𝜈Ψ
𝐵𝑔𝜇𝜈 − 𝑉 (𝜑, 𝜓)

)︂
, (6)

где 𝑉 (𝜑, 𝜓) – потенциал, 𝑔𝜇𝜈 – метрический тензор пространства Фридмана-Робертсона-Уокера,

ℎ𝑖𝑗 – метрический тензор пространства полей, Ψ
1 = 𝜑, Ψ2 = 𝜓.

Метрика пространства полей определяется следующим образом

𝑑𝑠2 = ℎ𝐴𝐵(Ψ
𝑘)𝑑Ψ𝐴𝑑Ψ𝐵 . (7)

Далее, запишем систему уравнений Эйнштейна и полевых уравнений в пространстве Фридмана-

Робертсона-Уокера [9]

3𝐻2 =
1

2
ℎ11𝜑̇

2 + ℎ12𝜑̇𝜓̇ +
1

2
ℎ22𝜓̇

2 + 𝑉 (𝜑, 𝜓)− 𝐾

𝑎𝑚
, (8)

− 𝐻̇ =
1

2
ℎ11𝜑̇

2 + ℎ12𝜑̇𝜓̇ +
1

2
ℎ22𝜓̇

2 − 𝐾

𝑎𝑚
, (9)

3𝐻
(︁
ℎ11𝜑̇+ ℎ12𝜓̇

)︁
+
𝜕

𝜕𝑡

(︁
ℎ11𝜑̇+ ℎ12𝜓̇

)︁
− 1

2

𝜕ℎ11
𝜕𝜑

𝜑̇2 − 𝜕ℎ12
𝜕𝜑

𝜑̇𝜓̇ − 1

2

𝜕ℎ22
𝜕𝜑

𝜓̇2 +
𝜕𝑉

𝜕𝜑
= 0, (10)

3𝐻
(︁
ℎ12𝜑̇+ ℎ22𝜓̇

)︁
+
𝜕

𝜕𝑡

(︁
ℎ12𝜑̇+ ℎ22𝜓̇

)︁
− 1

2

𝜕ℎ11
𝜕𝜓

𝜑̇2 − 𝜕ℎ12
𝜕𝜓

𝜑̇𝜓̇ − 1

2

𝜕ℎ22
𝜕𝜓

𝜓̇2 +
𝜕𝑉

𝜕𝜓
= 0. (11)

В уравнениях учитывается вклад темной энергии, которая, в общем случае, определяется по-

средством скалярного поля квинтэссенции 𝜑 с потенциалом 𝑉 (𝜑), также некоторой материи, кото-

рая моделируются баротропной жидкостью с уравнением состояния 𝑝𝑚 = [(𝑚−3)/3]𝜌𝑚, плотность

которой меняется по закону 𝜌𝑚 = 𝐾𝑎−𝑚, 𝐾 = 𝜌0𝑚, для барионной и холодной темной материи

𝑚 = 3 и плотность 𝜌0𝑚 рассматривается как сумма плотностей холодной темной материи и ба-

рионного вещества. Влиянием излучения на космологическую динамику пренебрегаем, поскольку

его плотность гораздо ниже плотностей темной энергии, темной и барионной материи.

В работе [9] было показано, что уравнения (8)–(9) можно привести к виду (для случая 𝑚 = 2,

для произвольного 𝑚 преобразования производятся аналогично)

𝑉 (𝜑, 𝜓) = 3𝐻2 + 𝐻̇ +
2𝐾

𝑎𝑚
, (12)

1

2
ℎ11𝜑̇

2 + ℎ12𝜑̇𝜓̇ +
1

2
ℎ22𝜓̇

2 = −𝐻̇ +
𝐾

𝑎𝑚
. (13)

В моделях с одним скалярным полем квинтэссенции уравнения динамики можно записать

следующим образом [17]

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 𝐻̇ +
2𝐾

𝑎𝑚
, (14)

1

2
𝜑̇2 = −𝐻̇ +

𝐾

𝑎𝑚
, (15)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+ 𝑉 ′
𝜑 = 0. (16)

Для тензора метрики пространства полей ℎ𝐴𝐵 с компонентами ℎ11 = 1, ℎ12 = ℎ21 = 0, ℎ22 = 0

уравнения динамики (8)–(11) сводятся к уравнениям (14)–(16). Единичный тензор ℎ𝐴𝐵 с компо-

нентами ℎ11 = 1, ℎ12 = ℎ21 = 1, ℎ22 = 1 соответствует моделям с перекрестным взаимодействием

между полями 𝜑 и 𝜓. В случае диагонального тензора с компонентами ℎ11 = 1, ℎ12 = ℎ21 = 0,

ℎ22 = 1 получим модели с двумя невзаимодействующими полями.
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Новый метод генерирования точных решений в киральных космологических моделях основан

на том, что, рассматривая единичный тензор ℎ𝐴𝐵 с компонентами, умноженными на некоторые

постоянные, то есть рассматривая простые конформные преобразования метрики пространства

полей, также, задавая соотношение между полями, можно привести уравнения (12)–(13) к ви-

ду (14)–(15). Далее, полученные решения подставляются в полевые уравнения (10)–(11), которые

определяют ограничения на константы рассматриваемых моделей.

3. Точные решения для 𝜎CDM-моделей и 𝜎-инфляции

Вначале рассмотрим космологическую модель, динамика которой определяется эффективной

космологической постоянной, появляющаяся как следствие взаимодействия скалярных полей 𝜑 и

𝜓.

Для этого рассмотрим тензор пространства полей следующего вида

ℎ𝐴𝐵 =

(︃
𝑛/2 1

1 2/𝑛

)︃
,

где 𝑛 – постоянный конформный множитель, со следующим соотношением между скалярными

полями

𝜓(𝑡) = −𝑛
2
𝜑(𝑡) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (17)

то есть суммарная кинетическая энергия скалярных полей 𝜑 и 𝜓 компенсируется (кинетические

энергии самих полей нулю не равны) и динамика Вселенной определяется эффективной космоло-

гической постоянной Λ𝑒𝑓𝑓 .

Из уравнений (8)–(11), для случая 𝑚 = 2, получим решения

𝐻(𝑡) =

√
𝐾

𝑎0
tanh

(︃√
𝐾

𝑎0
𝑡− 1

2

)︃
, (18)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 cosh

(︃√
𝐾

𝑎0
𝑡− 1

2

)︃
, (19)

𝑉 = Λ𝑒𝑓𝑓 =
3𝐾

𝑎20
. (20)

Таким образом, полученные решения соответствуют 𝜎-инфляции во Вселенной Фридмана с

ненулевой кривизной 𝐾 = 1.

Диагональный тензор пространства полей

Далее, рассмотрим диагональный тензор пространства полей, с нулевыми компонентами ℎ12 =

ℎ21 = 0, следующего вида

ℎ𝐴𝐵 =

(︃
𝑛/2 0

0 2/𝑛

)︃
с соотношением между полями

𝜓(𝑡) =
𝑛

2
𝜑(𝑡). (21)

В результате, получим уравнения динамики

𝑉 (𝜑, 𝜓) = 3𝐻2 + 𝐻̇ +
2𝐾

𝑎𝑚
, (22)

𝑛

2
𝜑̇2 = −𝐻̇ +

𝐾

𝑎𝑚
, (23)

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+
2

𝑛

𝜕𝑉

𝜕𝜑
= 0, (24)
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𝜓 + 3𝐻𝜓̇ +
𝑛

2

𝜕𝑉

𝜕𝜓
= 0. (25)

Также, из (24)–(25) и (21) получим уравнение

𝜑+ 3𝐻𝜑̇+
2

𝑛

𝜕𝑉

𝜕𝜑
= 𝜓 + 3𝐻𝜓̇ +

𝑛

2

𝜕𝑉

𝜕𝜓
= 0, (26)

следствием которого является связь между потенциалами

𝑉 (𝜓) =
𝑛

2
𝑉 (𝜑), 𝑉 (𝜑, 𝜓) =

(︁
1− 𝑛

2

)︁
𝑉 (𝜑) + 𝑉 (𝜓). (27)

Далее, рассмотрим космологические модели для случая 𝑛 = 1.

Осциллирующая Вселенная

Рассмотрим модель с масштабным фактором

𝑎(𝑡) = 𝐴(𝑚𝐴2−𝑚)1/𝑚 cos2/𝑚
(︂√

𝐾 +𝐵

𝐴
(𝑡+ 𝐶)

)︂
, (28)

где 𝐴, 𝐵 и 𝐶 – некоторые постоянные.

Из уравнений (22)–(23) получим

𝜑(𝑡) = ±

√︃
2(3𝐾 + 2𝐵)

𝑚(𝐾 +𝐵)
ln

⎡⎣1 + sin
(︁√

𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁
cos
(︁√

𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁
⎤⎦ , (29)

𝜓(𝑡) = ±

√︃
(3𝐾 + 2𝐵)

2𝑚(𝐾 +𝐵)
ln

⎡⎣1 + sin
(︁√

𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁
cos
(︁√

𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁
⎤⎦ , (30)

𝑉 (𝑡) =
12(𝐾 +𝐵) sin2

(︁√
𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁
− 2𝑚𝐵

𝑚2𝐴2 cos2
(︁√

𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁ . (31)

Далее, подставляя зависимость 𝑡 = 𝑡(𝜑) в выражение (31), запишем

𝑉 (𝜑) =
1

𝑚2𝐴2

[︃
(6𝐾 + 6𝐵 −𝑚𝐵) cosh

(︃√︂
2𝑚(𝐾 +𝐵)

3𝐾 + 2𝐵
𝜑

)︃
− (6𝐾 + 6𝐵 +𝑚𝐵)

]︃
, (32)

𝑉 (𝜓) =
1

2𝑚2𝐴2

[︃
(6𝐾 + 6𝐵 −𝑚𝐵) cosh

(︃√︂
8𝑚(𝐾 +𝐵)

3𝐾 + 2𝐵
𝜓

)︃
− (6𝐾 + 6𝐵 +𝑚𝐵)

]︃
. (33)

В общем случае, из уравнения (26) получим условие на константы

𝐾 =
2𝐵(2𝐴2𝑚−𝐵2𝑚− 12𝐴2 + 6𝐵2)

3(𝐵2𝑚+ 8𝐴2 − 6𝐵2)
(34)

и потенциал 𝑉 (𝜑, 𝜓) можно записать как

𝑉 (𝜑, 𝜓) =
1

2
𝑉 (𝜑) + 𝑉 (𝜓) (35)

𝑉 (𝜑, 𝜓) =
6𝐾 + 6𝐵 −𝑚𝐵

2𝑚2𝐴2

[︃
cosh

(︃√︂
2𝑚(𝐾 +𝐵)

3𝐾 + 2𝐵
𝜑

)︃
+ cosh

(︃√︂
8𝑚(𝐾 +𝐵)

3𝐾 + 2𝐵
𝜓

)︃]︃
−

−6𝐾 + 6𝐵 +𝑚𝐵

𝑚2𝐴2
. (36)
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Отметим, что в данном случае, в потенциале отсутствует слагаемое, определяющее взаимо-

действие между полями вида 𝑈(𝜑, 𝜓) [9], поскольку мы рассматриваем постоянный тензор про-

странства полей ℎ𝐴𝐵 . Рассматривая 𝑚 = 3 получим точные решения для 𝜎CDM-модели. Так-

же, полученные решения можно редуцировать к описанию стадии космологической 𝜎-инфляции в

плоской Вселенной Фридмана для 𝐾 = 0.

Теперь, в качестве частного случая, рассмотрим модель с эффективной космологической по-

стоянной 𝑉 = Λ𝑒𝑓𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Исходя из (31), (36) и условия 6𝐾 + 6𝐵 −𝑚𝐵 = 0 получим

𝑉 =
6−𝑚

3𝑚𝐾
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐵 =

6𝐾

𝑚− 6
, 𝐴 =

3

4

√︀
𝐾2 + 4𝐾. (37)

Из уравнения (26) заключаем, что условие 𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 выполняется только для случая 𝑚 = 2,

то есть 𝑉 = 2
3𝐾 , 𝐵 = − 3

2𝐾, что соответствует 𝜎-инфляции во Вселенной Фридмана с ненулевой

кривизной на малых временах.

В качестве другого примера космологической динамики осциллирующей Вселенной рассмот-

рим

𝑎(𝑡) = 𝐴(𝑚𝐴2−𝑚)1/𝑚 sin2/𝑚
(︂√

𝐾 +𝐵

𝐴
(𝑡+ 𝐶)

)︂
, (38)

𝜑(𝑡) = ±

√︃
2(3𝐾 + 2𝐵)

𝑚(𝐾 +𝐵)
ln

⎡⎣ sin
(︁√

𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁
1 + cos

(︁√
𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁
⎤⎦ , (39)

𝜓(𝑡) = ±

√︃
(3𝐾 + 2𝐵)

2𝑚(𝐾 +𝐵)
ln

⎡⎣ sin
(︁√

𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁
1 + cos

(︁√
𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁
⎤⎦ , (40)

𝑉 (𝑡) =
12(𝐾 +𝐵) cos2

(︁√
𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁
− 2𝑚𝐵

𝑚2𝐴2 sin2
(︁√

𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁ , (41)

с тем же потенциалами и константами (32)–(37), что и в предыдущей модели.

Космологические модели с ускоренным расширением Вселенной

Задавая масштабный фактор следующим образом

𝑎(𝑡) = 𝐴(𝑚𝐴2−𝑚)1/𝑚 sinh2/𝑚
(︂√

𝐾 +𝐵

𝐴
(𝑡+ 𝐶)

)︂
, (42)

получим точные решения

𝜑(𝑡) = ±

√︃
2(3𝐾 + 2𝐵)

𝑚(𝐾 +𝐵)

[︃
± ln

(︁
𝑒

√
𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+𝐶) + 1

)︁
∓ ln

(︁
𝑒

√
𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+𝐶) − 1

)︁]︃
, (43)

𝑉 (𝑡) =
12(𝐾 +𝐵) cosh2

(︁√
𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁
− 2𝑚𝐵

𝑚2𝐴2 sinh2
(︁√

𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁ , (44)

𝑉 (𝜑) =
1

𝑚2𝐴2

[︃
(6𝐾 + 6𝐵 −𝑚𝐵) cosh

(︃√︂
2𝑚(𝐾 +𝐵)

3𝐾 + 2𝐵
𝜑

)︃
+ (6𝐾 + 6𝐵 +𝑚𝐵)

]︃
, (45)

𝑉 (𝜓) =
1

2𝑚2𝐴2

[︃
(6𝐾 + 6𝐵 −𝑚𝐵) cosh

(︃√︂
8𝑚(𝐾 +𝐵)

3𝐾 + 2𝐵
𝜓

)︃
+ (6𝐾 + 6𝐵 +𝑚𝐵)

]︃
. (46)
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Для𝑚 = 2 получим эффективную космологическую постоянную 𝑉 = − 2
3𝐾 и соответствующее

соотношение 𝐵 = − 3
2𝐾.

Также, рассмотрим модель с масштабным фактором

𝑎(𝑡) = 𝐴(𝑚𝐴2−𝑚)1/𝑚 cosh2/𝑚
(︂√

𝐾 +𝐵

𝐴
(𝑡+ 𝐶)

)︂
, (47)

𝜑(𝑡) = ±2

√︃
−2(3𝐾 + 2𝐵)

𝑚(𝐾 +𝐵)
arctan

[︁
𝑒

√
𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+𝐶)

]︁
, (48)

𝜓(𝑡) = ±

√︃
−2(3𝐾 + 2𝐵)

𝑚(𝐾 +𝐵)
arctan

[︁
𝑒

√
𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+𝐶)

]︁
, (49)

𝑉 (𝑡) =
12(𝐾 +𝐵) sinh2

(︁√
𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁
− 2𝑚(𝐾 −𝐵)

𝑚2𝐴2 cosh2
(︁√

𝐾+𝐵
𝐴 (𝑡+ 𝐶)

)︁ . (50)

После подстановки зависимости 𝑡 = 𝑡(𝜑) в выражение (50) и тригонометрических преобразо-

ваний получим

𝑉 (𝜑) =
1

𝑚2𝐴2

[︃
(6𝐾 + 6𝐵 −𝑚𝐵 +𝑚𝐾) cosh

(︃√︃
𝑚(𝐾 +𝐵)

2(𝐾 + 2𝐵)
𝜑

)︃
+ (6𝐾 + 6𝐵 +𝑚𝐵 −𝑚𝐾)

]︃
, (51)

𝑉 (𝜓) =
1

2𝑚2𝐴2

[︃
(6𝐾 + 6𝐵 −𝑚𝐵 +𝑚𝐾) cosh

(︃√︃
2𝑚(𝐾 +𝐵)

(𝐾 + 2𝐵)
𝜓

)︃
+ (6𝐾 + 6𝐵 +𝑚𝐵 −𝑚𝐾)

]︃
. (52)

В общем случае, из уравнений (24)–(25) получим условие на константы

𝐾 =
2𝐵(2𝐴2𝑚−𝐵2𝑚− 12𝐴2 + 6𝐵2)

4𝐴2𝑚+ 3𝐵2𝑚+ 24𝐴2 − 18𝐵2
(53)

с потенциалом вида (35).

Исходя из (31) и условия 6𝐾 + 6𝐵 −𝑚𝐵 +𝑚𝐾 = 0 получим

𝑉 =
24(𝑚− 6)

(𝑚+ 6)2
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐵 =

𝐾(𝑚+ 6)

(𝑚− 6)
(54)

Из уравнений (24)–(25) заключаем, что условие 𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 выполняется только для случая𝑚 = 6/5,

для которого 𝑉 = − 50
27𝐾 , 𝐵 = − 3

2𝐾, то есть для экзотической материи, с уравнением состояния

𝑝𝑚 = − 3
5𝜌𝑚 в плоской Вселенной Фридмана.

Также отметим, что, учитывая ненулевую энергию вакуума, потенциалы можно записать как

𝑉 → 𝑉 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Степенное расширение Вселенной

Теперь рассмотрим модель с произвольным значением 𝑛 и масштабным фактором

𝑎(𝑡) = 𝐴𝑡𝑛, (55)

где 𝐴 – некоторая положительная постоянная.

Для случая 𝑛 = 2/𝑚, из уравнений (22)–(23) получим

𝜑(𝑡) =
√
𝐴𝐾𝑚+ 2 ln 𝑡, (56)

𝜓(𝑡) =
1

𝑚

√
𝐴𝐾𝑚+ 2 ln 𝑡, (57)
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𝑉 (𝑡) =
2

𝑚2

(︀
𝐴𝐾𝑚2 −𝑚+ 6

)︀
𝑡−2, (58)

𝑉 (𝜑) =
2

𝑚2

(︀
𝐴𝐾𝑚2 −𝑚+ 6

)︀
exp

(︂
− 2𝜑√

𝐴𝐾𝑚+ 2

)︂
, (59)

𝑉 (𝜓) =
1

𝑚3

(︀
𝐴𝐾𝑚2 −𝑚+ 6

)︀
exp

(︂
− 2𝑚𝜓√

𝐴𝐾𝑚+ 2

)︂
, (60)

𝑉 (𝜑, 𝜓) =
(︁
1− 𝑛

2

)︁
𝑉 (𝜑) + 𝑉 (𝜓) =

(︂
1− 1

𝑚

)︂
𝑉 (𝜑) + 𝑉 (𝜓) =

2

𝑚2

(︀
𝐴𝐾𝑚2 −𝑚+ 6

)︀ [︂(︂
1− 1

𝑚

)︂
exp

(︂
− 2𝜑√

𝐴𝐾𝑚+ 2

)︂
+

1

2𝑚
exp

(︂
− 2𝑚𝜓√

𝐴𝐾𝑚+ 2

)︂]︂
. (61)

Из уравнения (26) получим

𝐾 =
2(𝑚− 6)

𝐴𝑚(5𝑚− 6)
. (62)

Потенциал равен нулю 𝑉 = 0 для двух случаев: 𝑚 = 2 с масштабным фактором 𝑎(𝑡) ∝ 𝑡 и

для 𝑚 = 6 с масштабным фактором 𝑎(𝑡) ∝ 𝑡1/3, ускоренное расширение Вселенной происходит при

𝑚 < 2, то есть для моделей 𝜎-инфляции с ненулевым потенциалом и 𝐾 ̸= 0.

В данном случае, конформный множитель 𝑛 связан как уравнением состояния материи, так

и с темпом расширения Вселенной.

Заключение

В настоящей работе были получены обобщенные точные решения для киральных космологи-

ческих моделей с различной динамикой на основе редукции уравнений космологической динамики

к уравнениям для моделей с одним скалярным полем.

Полученные решения можно рассматривать как в контексте повторного ускоренного расши-

рения Вселенной, так и для описания ранней инфляционной стадии. Унифицированное описание

двух стадий ускоренного расширения Вселенной основывалось на параметрах 𝐾 и 𝑚, которые

имеют различные значение и смысл на стадии инфляции и стадии повторного ускоренного расши-

рения.

Перспективой дальнейших исследований в данном направлении является обобщение рассмот-

ренных космологических моделей на случай модификаций теории гравитации Эйнштейна на ос-

нове методов предложенных в работах [13,17,18].
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