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Введение

Общепринятым подходом к описанию динамики физических систем является исследование

зависимости динамических переменных от координат пространства-времени. Мы обращаем внима-

ние на то, что наряду с указанным подходам было открыто и развивается многими авторами [1–10]

другое специальное направление в фундаментальной теоретической физике, которое заключает-

ся в том, что описание динамики физических процессов происходит не только в координатном

1E-mail: ov.baburova@mpgu.edu
2E-mail: portnovyura@yandex.ru
3E-mail: bn.frolov@mpgu.edu
4E-mail: shamrova_viktori@mail.ru



О геодезических в пространстве параметров группы вращений 19

пространстве (и не только в импульсном пространстве), а также в пространстве параметров

симметрии той группы Ли, которая описывает данный физический процесс.

Если ограничиться только пространственно-временными симметриями, описываемыми груп-

пой Пуанкаре, то стандартное координатное описание эквивалентно описанию зависимости ди-

намических переменных от координат пространства-времени (что эквивалентно зависимости от

параметров подгруппы трансляций), в то время как при новом нестандартном описании учиты-

вается также зависимость динамических переменных от параметров подгруппы 4-вращений, что

увеличивает число динамических степеней свободы физической системы. Впервые данная идея,

по-видимому, была высказана в работе [1], автор которой руководствовался целью уравнять дина-

мические роли массы и спина. При объединенном учете пространственно-временных и внутренних

степеней свободы системы следует учитывать возможную зависимость динамических переменных

также от параметров соответствующих групп внутренних симметрий [2].

В данной работе мы приводим пример, связанный с анализом пространства параметров груп-

пы вращений, который говорит о том, что указанный выше нестандартный подход действительно

может иметь отношение к адекватному описанию физической системы.

Рис. 1. Взаимное расположение углов

1. Пространство параметров группы вращений

Группа вращений 𝑆𝑂(3) как многообразие – это компактное топологическое пространство, об-

разованное множеством точек, каждая из которых является вращением 𝑔 в евклидовом простран-

стве 𝑅3 [11]. Параметризируем пространство углами Эйлера, для этого возьмем неподвижную

относительно далеких звезд систему координат 𝐾, и неподвижную относительно тела штрихо-

ванную систему координат 𝐾 ′ (см. рис. 1). Тогда углом 𝜙 поворота тела вокруг оси 𝑂𝑍 ′ (угол

собственного вращения) является угол между осью 𝑂𝑋 ′ и линией пересечения плоскостей 𝑋 ′𝑂𝑌 ′

и 𝑋𝑂𝑌 (линией узлов). Углом 𝜓 поворота тела вокруг оси 𝑂𝑍 (угол прецессии) является угол

между осью 𝑂𝑋 и линией узлов. Углом 𝜃 поворота тела вокруг линии узлов (угол нутации) яв-

ляется угол между осями 𝑂𝑍 и 𝑂𝑍 ′. При параметризации углами Эйлера вращение может быть
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представлено как композиция трех поворотов:

𝑅𝑧(𝜓) =

⎛⎜⎝ cos𝜓 − sin𝜓 0

sin𝜓 cos𝜓 0

0 0 1

⎞⎟⎠ ,

𝑅𝑥(𝜃) =

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 cos 𝜃 − sin 𝜃

0 sin 𝜃 cos 𝜃

⎞⎟⎠ ,

𝑅𝑧(𝜙) =

⎛⎜⎝ cos𝜙 − sin𝜙 0

sin𝜙 cos𝜙 0

0 0 1

⎞⎟⎠ .

Кривая на многообразии группы вращений – это непрерывная совокупность поворотов 𝑅(𝜆) во-

круг одного и того же направления в пространстве. Например, матрицу поворота вокруг оси 𝑂𝑋

разложим в ряд по малому параметру 𝜃:

𝑅𝑥(𝜃) = 𝑅𝑥(0) +
𝑑𝑅𝑥(𝜃)

𝑑𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=0

· 𝜃 + ... =

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝ 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

⎞⎟⎠ · 𝜃 + ...,

𝑒⃗1 =
𝑑𝑅𝑥(𝜃)

𝑑𝜃
.

Здесь по определению вектор 𝑒⃗1 является касательным вектором (дифференциальным операто-

ром) к данной кривой. Аналогично определяются векторы 𝑒⃗2 и 𝑒⃗3, представляющие собой каса-

тельные векторы (дифференциальные операторы) к кривым, геометризующим вращения, соответ-

ственно, вокруг осей 𝑂𝑌 и 𝑂𝑍. Перенесенные в единицу группы вращений, эти векторы называ-

ются «генераторами вращений» вокруг, соответственно, осей 𝑂𝑋, 𝑂𝑌 и 𝑂𝑍. Им соответствуют

следующие матрицы:

𝐼1 =

⎛⎜⎝ 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

⎞⎟⎠ , 𝐼2 =

⎛⎜⎝ 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

⎞⎟⎠ , 𝐼3 =

⎛⎜⎝ 0 −1 0

1 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ .

Генераторы вращений позволяют получить соответствующие кривые вращений относительно осей

𝑂𝑋, 𝑂𝑌 и 𝑂𝑍 по формулам: exp(𝐼𝑖𝜃), 𝑖 = 1, 2, 3.

Для дальнейшего важно получить выражения для генераторов вращений через определяемый

углами Эйлера координатный голономный базис. Как следует из определение углов (см. рис. 1),

связь между неголономным ортогональным базисом 𝑒⃗ 𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) и голономным координатным

базисом 𝑒⃗ 𝛼 (𝛼 = 𝜙,𝜓, 𝜃) имеет вид:

𝑒⃗ 1 = 𝑒⃗ 𝜙 sin 𝜃 sin𝜓 + 𝑒⃗ 𝜃 cos𝜓,

𝑒⃗ 2 = −𝑒⃗ 𝜙 sin 𝜃 cos𝜓 + 𝑒⃗ 𝜃 sin𝜓,

𝑒⃗ 3 = 𝑒⃗ 𝜙 cos 𝜃 + 𝑒⃗ 𝜓.

Эта связь стандартно представляется в виде

𝑒⃗ 𝑖 = ℎ𝑖𝛼𝑒⃗
𝛼, (𝛼 = 𝜙,𝜓, 𝜃), (𝑖 = 1, 2, 3),
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где матрица тетрадных коэффициентов ℎ𝑖𝛼 равна

ℎ𝑖𝛼 =

⎛⎜⎝ sin 𝜃 sin𝜓 0 cos𝜓

− sin 𝜃 cos𝜓 0 sin𝜓

cos 𝜃 1 0

⎞⎟⎠ .

В касательном пространстве группы вращений вводится в качестве операции умножения опе-

ратор коммутации [𝑥, 𝑦] = 𝑥𝑦 − 𝑦𝑥, обладающий свойствами

[𝑥, 𝑦] = −[𝑦, 𝑥] [𝑥, [𝑦, 𝑧]] + [𝑦, [𝑧, 𝑥]] + [𝑧, [𝑥, 𝑦]] = 0.

Коммутатор генераторов вращений в касательном пространстве равен [𝐼𝑖, 𝐼𝑗 ] = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝐼𝑘, где 𝜀𝑖𝑗𝑘

– анти-симметричный тензор с компонентами

𝜀1𝑗𝑘 =

⎛⎜⎝ 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

⎞⎟⎠ , 𝜀2𝑗𝑘 =

⎛⎜⎝ 0 0 −1

0 0 0

1 0 0

⎞⎟⎠ , 𝜀3𝑗𝑘 =

⎛⎜⎝ 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ .

Для генераторов вращений 𝑒⃗𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) в координатном пространстве имеем

[𝑒⃗𝑖, 𝑒⃗𝑗 ] = 𝑐𝑖
𝑘
𝑗 𝑒⃗𝑘 𝑐𝑖

𝑘
𝑗 = 𝜀𝑖𝑘𝑗 .

Коэффициенты 𝑐𝑖
𝑘
𝑗 носят название структурных констант группы.

2. Геометрия многообразия параметров группы вращений

На групповом многообразии компактной группы Ли существует метрика Киллинга–Картана

𝑔𝑘𝑙 =
1

2
𝑐𝑘
𝑖
𝑗𝑐𝑖

𝑗
𝑙

Для группы вращений имеем

𝑔𝑘𝑙 =
1

2
𝑐𝑘
𝑖
𝑗𝑐𝑖

𝑗
𝑙 =

1

2
𝜀𝑘𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗𝑙 = 𝛿𝑘𝑙.

Тем самым метрика приобретает вид евклидовой метрики, то есть многообразие группы вращений

локально евклидово, а компоненты метрического тензора в касательном пространстве имеют вид

𝑔𝑘𝑙 =

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ .

Вид метрики в координатном пространстве определяется по стандартной формуле

𝑔𝛼𝛽 = 𝑔𝑘𝑙ℎ
𝑘
𝛼ℎ

𝑙
𝛽 .

Вычисления дают следующие значения для 𝑔𝛼𝛽 и обратной матрицы 𝑔𝛼𝛽 :

𝑔𝛼𝛽 =

⎛⎜⎝ 1 cos 𝜃 0

cos 𝜃 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ ,

𝑔𝛼𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

sin2 𝜃
− ctg𝜃

sin 𝜃
0

− ctg𝜃

sin 𝜃

1

sin2 𝜃
0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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Опускание и поднимание индексов будем осуществлять с помощью тензора метрики касательного

пространства 𝑒⃗𝑖 = 𝑔𝑖𝑘𝑒⃗
𝑘 и метрического тензора координатного пространства 𝑒⃗𝛼 = 𝑔𝛼𝛽 𝑒⃗

𝛽 . Орто-

гональные ковариантные неголономные базисные векторы 𝑒⃗𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) равны:

𝑒⃗1 = 𝑒⃗ 1 𝑒⃗2 = 𝑒⃗ 2 𝑒⃗3 = 𝑒⃗ 3.

Найдем ковариантные координатные базисные векторы 𝑒⃗𝛼 (𝛼 = 𝜙,𝜓, 𝜃):

𝑒⃗𝜙 = 𝑒⃗ 𝜙 + 𝑒⃗ 𝜓 cos 𝜃,

𝑒⃗𝜓 = 𝑒⃗ 𝜙 cos 𝜃 + 𝑒⃗ 𝜓,

𝑒⃗𝜃 = 𝑒⃗ 𝜃.

Обратные преобразования будут иметь вид:

𝑒⃗ 𝜙 =
𝑒⃗𝜙 − 𝑒⃗𝜓 cos 𝜃

sin2 𝜃
,

𝑒⃗ 𝜓 =
𝑒⃗𝜓 − 𝑒⃗𝜙 cos 𝜃

sin2 𝜃
,

𝑒⃗ 𝜃 = 𝑒⃗𝜃.

В окончательном виде связь между неголономным ковариантным ортогональным базисом 𝑒⃗𝑖 (𝑖 =

1, 2, 3) и голономным ковариантным координатным базисом 𝑒⃗𝛼 (𝛼 = 𝜙,𝜓, 𝜃) имеет вид:

𝑒⃗1 = 𝑒⃗𝜙
sin𝜓

sin 𝜃
− 𝑒⃗𝜓ctg𝜃 sin𝜓 + 𝑒⃗𝜃 cos𝜓,

𝑒⃗2 = −𝑒⃗𝜙
cos𝜓

sin 𝜃
+ 𝑒⃗𝜓ctg𝜃 cos𝜓 + 𝑒⃗𝜃 sin𝜓,

𝑒⃗3 = 𝑒⃗𝜓.

Полученной метрике соответствует риманова связность Леви-Чивита, для которой коэффи-

циенты аффинной связности вычисляются по формуле

Γ𝜆𝛼𝛽 =
1

2
𝑔𝜆𝜇 (𝜕𝛼𝑔𝛽𝜇 + 𝜕𝛽𝑔𝛼𝜇 − 𝜕𝜇𝑔𝛼𝛽) .

В результате вычислений получаем следующие значения:

Γ𝜙𝛼𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0

1

2
ctg𝜃

0 0 − 1

2 sin 𝜃
1

2
ctg𝜃 − 1

2 sin 𝜃
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Γ𝜓𝛼𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 − 1

2 sin 𝜃

0 0
1

2
ctg𝜃

− 1

2 sin 𝜃

1

2
ctg𝜃 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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Γ𝜃𝛼𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

1

2
sin 𝜃 0

1

2
sin 𝜃 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

Данным коэффициентам связности соответствует тензор кривизны:

𝑅𝜇𝜈𝛼𝛽 = 𝜕𝛼Γ
𝜇
𝜈𝛽 − 𝜕𝛽Γ

𝜇
𝜈𝛼 + Γ𝜇𝜏𝛼Γ

𝜏
𝜈𝛽 − Γ𝜇𝜏𝛽Γ

𝜏
𝜈𝛼.

Вычислив компоненты этого тензора, можно установить равенства:

𝑅𝛼𝛽 =
1

2

⎛⎜⎝ 1 cos 𝜃 0

cos 𝜃 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ ,

𝑅 = 𝑔𝜈𝛽𝑅𝜇𝜈𝜇𝛽 =
3

2
.

которые показывают, что многообразие группы вращений – трехмерное многообразие постоянной

кривизны.

3. Свободное движение твердого тела и геодезические в пространстве параметров
группы вращений

Теперь рассмотрим в трехмерном евклидовом пространстве свободное движение твердого те-

ла, которое представляет собой движение по инерции со скоростью центра масс и свободное вра-

щение вокруг оси, проходящей через центр масс.

Вследствие сохранения вектора момента импульса абсолютно твердое тело будет свободно

вращаться с постоянным вектором угловой скорости 𝜔⃗ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, направленным вдоль вектора

момента импульса. Этот вектор угловой скорости можно разложить на три составляющих вектора,

соответствующих векторам угловых скоростей вращений, описываемых углами Эйлера.

Опишем теперь данную кинематику в терминах группового многообразия группы вращений.

Указанному выше свободному вращению твердого тела соответствует на групповом многообразии

кривая 𝑙(𝜆) = exp(𝑢⃗𝜆), где 𝑢⃗ – касательный вектор к данной кривой на многообразии.

Одним из постулатов фундаментальной физики является вариационный принцип экстремаль-

ного действия, согласно которому траектория движения физической системы реализует экстремум

некоторого функционала, составленного из динамических переменных данной системы. В совре-

менной теории гравитации данная траектория движения бесструктурной частицы в гравитацион-

ном поле представляет собой геодезическую в римановом пространстве, моделирующем гравитаци-

онное взаимодействие. Это последнее утверждение получило название «принцип геодезических».

Докажем следующую теорему, представляющую собой обобщение принципа геодезических на мно-

гообразие группы вращений.

Теорема. Кривая 𝑙(𝜆) = exp(𝑢⃗𝜆) в групповом многообразии группы вращений, соответ-

ствующая свободному вращению абсолютного твердого тела, является геодезической метрики

Киллинга–Картана группы вращений, то есть выполняется равенство ∇𝑢⃗𝑢⃗ = 0, где ∇ – связ-

ность Леви–Чивита данной метрики.

Доказательство. Разложим вектор 𝑢⃗ по базису 𝑒⃗𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) касательного пространства:

𝑢⃗ = 𝑢𝑖𝑒⃗𝑖. Тогда, с учетом представления векторов 𝑒⃗𝑖 через координатные базисные векторы про-

странства 𝑒⃗𝜙, 𝑒⃗𝜓, 𝑒⃗𝜃, получим

𝑢⃗ = 𝑢1
(︂
𝑒⃗𝜙

sin𝜓

sin 𝜃
− 𝑒⃗𝜓ctg𝜃 sin𝜓 + 𝑒⃗𝜃 cos𝜓

)︂
+

+𝑢2
(︂
−𝑒⃗𝜙

cos𝜓

sin 𝜃
+ 𝑒⃗𝜓ctg𝜃 cos𝜓 + 𝑒⃗𝜃 sin𝜓

)︂
+ 𝑢3𝑒⃗𝜓.
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Отсюда находим компоненты разложения вектора 𝑢⃗ по координатному базису:

𝑢𝜙 =
1

sin 𝜃

(︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀
,

𝑢𝜓 = ctg𝜃
(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3.

𝑢𝜃 = 𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓,

Уравнение геодезической ∇𝑢⃗𝑢⃗ = 0 в координатном представлении пространства параметров груп-

пы вращений имеет вид:

𝑢𝛼
(︂
𝜕𝑢𝛽

𝜕𝑥𝛼
+ Γ𝛽𝛾𝛼𝑢

𝛾

)︂
= 0.

Рассмотрим вращение, соответствующее углу Эйлера 𝜃. Тогда, полагая в уравнении геодезической

𝛽 = 𝜃 и подставляя в него вычисленные ранее выражения для коэффициентов связности Леви-

Чивита, найдем (суммирование по 𝜙, 𝜓, 𝜃 отсуствует, так как это обозначения координат, а не

сумматационных индексов типа 𝛼, 𝛽, 𝛾):

𝑢𝛼
(︂
𝜕𝑢𝜃

𝜕𝑥𝛼
+ Γ𝜃𝛾𝛼𝑢

𝛾

)︂
= 𝑢𝜙Γ𝜃𝜓𝜙𝑢

𝜓 + 𝑢𝜓𝜕𝜓𝑢
𝜃 + 𝑢𝜓Γ𝜃𝜙𝜓𝑢

𝜙 =

=
(︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀ 1
2

(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀
+

+
(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀
𝜕𝜓
(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀
+

+
(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀ 1
2

(︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀
=

=
(︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀ (︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀
+

+
(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀ (︀
−𝑢1 sin𝜓 + 𝑢2 cos𝜓

)︀
= 0.

Аналогично равенство ∇𝑢⃗𝑢⃗ = 0 докажем для случая 𝛽 = 𝜙:

𝑢𝛼
(︂
𝜕𝑢𝜙

𝜕𝑥𝛼
+ Γ𝜙𝛾𝛼𝑢

𝛾

)︂
=

= 𝑢𝜙Γ𝜙𝜃𝜙𝑢
𝜃 + 𝑢𝜓𝜕𝜓𝑢

𝜙 + 𝑢𝜓Γ𝜙𝜃𝜓𝑢
𝜃 + 𝑢𝜃𝜕𝜃𝑢

𝜙 + 𝑢𝜃Γ𝜙𝜙𝜃𝑢
𝜙 + 𝑢𝜃Γ𝜙𝜓𝜃𝑢

𝜓 =

=

(︂
1

sin 𝜃

(︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀)︂ 1

2
ctg𝜃

(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀
+

+
(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀
𝜕𝜓

(︂
1

sin 𝜃

(︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀)︂
−

−
(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀ 1

2 sin 𝜃

(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀
+

+
(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀
𝜕𝜃

(︂
1

sin 𝜃

(︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀)︂
+

+
(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀ 1
2
ctg𝜃

(︂
1

sin 𝜃

(︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀)︂
−

−
(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀ 1

2 sin 𝜃

(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀
=

=
ctg𝜃

sin 𝜃

(︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀ (︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀
+

+
(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀ 1

sin 𝜃

(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀
−

−
(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀ (︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀ ctg𝜃
sin 𝜃

−

− 1

sin 𝜃

(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀ (︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀
= 0.



О геодезических в пространстве параметров группы вращений 25

Для 𝛽 = 𝜓 имеем:

𝑢𝛼
(︂
𝜕𝑢𝜓

𝜕𝑥𝛼
+ Γ𝜓𝛾𝛼𝑢

𝛾

)︂
=

= 𝑢𝜙Γ𝜓𝜃𝜙𝑢
𝜃 + 𝑢𝜓𝜕𝜓𝑢

𝜓 + 𝑢𝜓Γ𝜓𝜃𝜓𝑢
𝜃 + 𝑢𝜃𝜕𝜃𝑢

𝜓 + 𝑢𝜃Γ𝜓𝜙𝜃𝑢
𝜙 + 𝑢𝜃Γ𝜓𝜓𝜃𝑢

𝜓 =

= −
(︂

1

sin 𝜃

(︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀)︂ 1

2 sin 𝜃

(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀
+

+
(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀
𝜕𝜓
(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀
+

+
(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀ 1
2
ctg𝜃

(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀
+

+
(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀
𝜕𝜃
(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀
−

−
(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀ 1

2 sin 𝜃

(︂
1

sin 𝜃

(︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀)︂
+

+
(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀ 1
2
ctg𝜃

(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀
=

= − 1

sin2 𝜃

(︀
𝑢1 sin𝜓 − 𝑢2 cos𝜓

)︀ (︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀
−

−
(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 sin𝜓 + 𝑢1 cos𝜓

)︀
+

+
(︀
ctg𝜃

(︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀
+ 𝑢3

)︀
ctg𝜃

(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀
−

−
(︀
𝑢1 cos𝜓 + 𝑢2 sin𝜓

)︀ (︀
𝑢2 cos𝜓 − 𝑢1 sin𝜓

)︀ 1

sin2 𝜃
= 0,

что завершает доказательство теоремы.

Заключение

Таким образом, доказано, что в пространстве параметров группы вращений реализуется прин-

цип геодезических для свободного вращения твердого тела. А именно, показано, что свободному

вращению твердого тела соответствует в пространстве параметров группы вращений кривая, яв-

ляющаяся геодезической относительно метрики Киллинга–Картана данной группы.

Разобранный пример может служить убедительным свидетельством того, что учет зависимо-

сти динамических переменных физической системы от всех параметров группы симметрий данной

системы может служить физическим принципом (дополнительным к существующим), системати-

ческий учет которого может привести к обнаружению новых физических явлений.
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