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Обсуждается возможность использования системы символьных вычисленийMaple для построения базиса
координатных функций, удовлетворяющих однородным граничным условиям, при исследовании краевых
задач приближенными аналитическимиметодами— Ритца или Бубнова-Галеркина. Приводятся примеры
построения базиса для операторов второго и четвертого порядков. Обсуждается возможность ортогонали-
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Введение

Вариационные методы математической физики являются эффективным математическим
аппаратом решения краевых задач для дифференциальных уравнений. Наиболее популярные
из них — метод Ритца и метод Бубнова-Галёркина.

Метод Бубнова-Галёркина, строго говоря, не является вариационнымметодом, в том смысле,
что для его применения нет необходимости формулировать вариационную задачу. В случае по-
ложительно определенного оператора метод Бубнова-Галёркина не дает ничего нового по срав-
нению с методом Ритца; эти два метода ведут к решению одинаковых систем линейных урав-
нений и к одинаковым последовательностям приближенных решений. Таким образом, выпол-
нение предположений, необходимых для сходимостиметода Ритца означает также выполнение
предположений, необходимых для сходимости последовательности Бубнова-Галёркина.

ОднаковозможностипримененияметодаБубнова-Галёркинасущественношире, чем умето-
да Ритца. В методе Бубнова-Галёркина на оператор задачи не налагается никаких существенных
ограничений. Не является необходимым, чтобы оператор был положительно определенным, не
требуется, чтобы он был симметричным, и он может быть нелинейным. С формальной точки
зрения, метод Бубнова-Галёркина, поэтомуможет применяться даже в случае очень общих опе-
раторов.

Хотя методы Ритца и Бубнова-Галёркина ведут в случае линейных положительно определен-
ных операторов к одинаковымрезультатам, основные идеи этих методов существенно различа-
ются.

Как известно, реализациямногих аналитических методов на цифровых компьютерах приво-
дит к вычислительной неустойчивости большинства из них. Это связано с накоплением ошибок
округления, возникающихприработе намножестве действительныхчисел с ограниченнымчис-
лом значащих цифр в мантиссе, которое реализуется на цифровых компьютерах.

Так, для получения более точного приближения вариационным методом следует увеличить
число используемых координатных функций. При этом возрастает порядок разрешающей си-
стемы, но её матрица и свободные члены неизбежно вычисляются с некоторыми, пусть малыми
погрешностями. Таким образом, при относительно высоком порядке системы погрешность её
решения может оказаться весьма значительной.
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Простейший выход из подобной ситуации - увеличение количества значащих цифр, с помо-
щью которых представляются числа на компьютере.

Поэтому решение этой проблемы уже сейчас видится в использовании для некоторых чис-
ловых расчетов систем аналитических вычислений, в которых проблемы с ограниченным коли-
чеством значащих цифр в мантиссе действительного числа не существует. Например, в системе
Maple можно осуществлять расчеты на множестве действительных чисел, имеющих 500 и бо-
лее значащих цифр в мантиссе своего представления. Это, естественно, скажется на скорости
вычислений и потребует использования более мощного компьютера. Однако для многих ана-
литических алгоритмов, учитывая их простоту, увеличение времени расчета не играет большой
роли, так как порядок разрешающей алгебраической системы уравнений, во многих случаях, не
превышает нескольких сотен, позволяя получить удовлетворительный для практики результат.

1. Построение координатных функций в системе Maple

Идея построения базисных функций заключается в специальном подборе линейной комби-
нации некоторой полной последовательности достаточно гладких, линейно независимыхфунк-
ций таким образом, чтобы удовлетворить однородным граничным условиям. Если речь идет о
базисе дляметода Ритца, достаточно удовлетворить только главным граничным условиям. В од-
номерных краевых задачах можно удовлетворить и естественным граничным условиям, - это
при использованииметода Ритца значительно повышает точность и улучшает сходимостьполу-
чаемого приближенного решения. Для метода Бубнова-Галеркина требование удовлетворения
всем краевым условиям является обязательным условием. Ясно, что свойства получаемого ба-
зиса во многом зависят от свойств функций исходной последовательности. В качестве исходной
последовательности можно взять простейшую последовательность xn ,n = 0,1,2, . . . Как извест-
но [1], этапоследовательностьудовлетворяетнеобходимымтребованиям:прилюбомn функции
линейно независимы; последовательность xn полна по энергии соответствующего оператора.
Способы построения координатных функций опираются на ряд рассуждений, которые трудно
сформулировать в виде общего правила. Ниже на конкретных примерах продемонстрируем до-
статочно универсальный алгоритм, позволяющий построить базис на основе указанной после-
довательности функций xn ,n = 0,1,2, . . .

Пример 1. Пусть задано дифференциальное уравнение с неизвестной функцией y (x) ,

x ∈ [a,b]

−

d

d x

(

p (x)
d y

d x

)

+q (x) y = g (x)

и краевые условия (слева - 1-го рода, справа - 3-го рода)

y (a) = 0,
d y

d x
+h y

∣

∣

∣

∣

x=b

= 0, h = const.

Пусть для определенности

p (x) =
1

1+x2
; q (x) = 1+e−x2

; g (x) = x.

Пошаговое построение базиса. ПустьM —какое-нибудь определенноенатуральное число.
Составим сумму

∑M
i=1

Bi−1xi−1 с произвольными коэффициентами Bi . Подставим эту сумму в
граничные условия вместо y (x). Получим систему уравнений по граничным условиям.

Например, для M = 6 будем иметь

{

a5B5 +a4B4 +a3B3 +a2B2 +aB1 +B0 = 0,

5b4B5 +4b3B4 +3b2B3 +2bB2 +B1 +h
(

b5B5 +b4B4 +b3B3 +b2B2 +bB1 +B0

)

= 0.

Формируем матрицу коэффициентов при неизвестных Bi

A =

[

1 a a2 a3 a4 a5

h bh +1 b2h +2b b3h +3b2 b4h +4b3 b5h +5b4

]

.
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Теперь остается построить ядро матрицы A — множество векторов V таких, произведение
матрицы A на которые равно нулевому вектору. Поиск ядра матрицы A эквивалентен решению
системылинейных однородных уравнений. Ядромматрицы A являются все решения уравнения
AV = 0. В системе Maple есть специальные возможности построения ядра матрицы. Можно, на-
пример, воспользоваться командой NullSpace из пакета LinearAlgebra, или командой null
из пакета MTM. В нашем случае для матрицы получим следующие векторы
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В результате получаем базис

ϕi (x) =

6
∑

k=1

Vi ,k xk−1
, i = 1,2,3,4,

или явно

ϕ1 (x) =
a

(

abh −b2h +a −2b
)

ah −bh −1
−

(

a2h −b2h −2b
)

x

ah −bh −1
+x2

,

ϕ2 (x) =
a

(

a2bh −b3h +a2
−3b2

)

ah −bh −1
−

(

a3h −b3h −3b2
)

x

ah −bh −1
+x3

,

ϕ3 (x) =
a

(

a3bh −b4h +a3
−4b3

)

ah −bh −1
−

(

a4h −b4h −4b3
)

x

ah −bh −1
+x4

,

ϕ4 (x) =
a

(

a4bh −b5h +a4
−5b4

)

ah −bh −1
−

(

a5h −b5h −5b4
)

x

ah −bh −1
+x5

.

Числовой пример. Пусть a = 0,b = 1,h = 10. Данная задача не имеет аналитического реше-
ния. В системе Maple можно решить эту задачу численно, методом конечных разностей, с по-
мощью встроенной процедуры dsolve, используя опцию numeric. Продемонстрируем, как это
сделать. Вводим дифференциальное уравнение и граничные условия:

> ode:=-Diff(p(x)*(Diff(y(x),x)),x)+q(x)*y(x)=g(x):
bc:=y(a)=0,D(y)(b)+h*y(b)=0:

Определяем коэффициенты уравнения и правую часть:
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> p:=x->1/(1+x^2): q:=x->1+exp(-x^2): g:=x->x: h:=10:

Решаем задачу:

> h:=10: a:=0:b:=1:
> res:=dsolve({ode,bc},y(x),numeric):

Теперь можно отобразить результат графически (Рис. 1):

> plots[odeplot](res,[x,y(x)],a..b,color=black,legend=‘МКР‘,
font=[Times,roman,14],labelfont=[Times,roman,14],gridlines=true);

Рис. 1. Решение методом сеток.

Можно получить таблицу решений и их производных в выбранных точках:

> dsolve({ode,bc},y(x),numeric,output=
Array([0,.125,.25,.375,.5,.625,.75,.875,1]));
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Решим теперь эту задачу методом Бубнова-Галеркина, используя построенныйбазис. Приведем
программу, реализующую построение базиса, удовлетворяющего заданным граничным услови-
ям:

> polynoms_1_3:=proc(M,f) local u,V,B,P,P1,i,k,j,R,psi;
psi:=Array(1..M-2); u:=Vector(1..2,0); V:=Matrix(1..2,1..M,0);
i:=’i’;sum(B[i-1]*x^(i-1),i=1..M);P:=unapply(%,x);
diff(P(x),x);P1:=unapply(%,x);
u[1]:=P(a);u[2]:=P1(b)+h*P(b);
i:=’i’;j:=’j’; for i to 2 do
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for j to M do
V[i,j]:=coeff(u[i],B[j-1])
end do
end do;

R:=LinearAlgebra[NullSpace](V);
i:=’i’;k:=’k’; for i to M-2 do

psi[i]:=add(R[i][k]*x^(k-1),k=1..M)
end do;

psi:=sort(psi);
i:=’i’; for i to M-2 do

psi[i];f[i]:=unapply(%,x)
end do

end proc:

С помощью этой процедуры построим базис:

> M:=6:polynoms_1_3(M,f):

Образуем аппроксимирующую функцию:

> add(c[n]*f[n](x),n=1..M-2): w := unapply(%, x);

Формируем систему Бубнова-Галеркина:

> eqns := {}: vars := {}:
for j to M-2 do
eq[j]:=evalf(int(subs(y(x)=w(x),value(lhs(ode)))*f[j](x),x=a..b))
=evalf(int(rhs(ode)*f[j](x),x=a..b));
eqns:=eqns union {eq[j]};
vars:=vars union {c[j]}
end do:

Решаем полученную систему:

> res := solve(eqns, vars): assign(res):

Отобразим результат графически (Рис. 2):

> plot(w(x),x=a..b,style=point,color=blue,
legend=cat(‘Бубнов-Галеркин N = ‘,convert(M-2,string)),
numpoints=1,font=[Times,roman,14],labelfont=[Times,roman,14],
gridlines=true);p||(M-2):=%:

Отобразим для сравнения на одном рисунке два графика (Рис. 3):

> plots[display](p||(M-2),pic1);

Видим, графики практически совпадают! Приближенное решение по Бубнову-Галеркину имеет
вид

w (x) = 0.177x +0.0136x2
−0.106x3

+0.103x4
−0.145x5

.

Пример 2. В качестве второго примера рассмотримдифференциальное уравнение четверто-
го порядка. Пусть задано дифференциальное уравнение с неизвестнойфункцией y (x) , x ∈ [a,b].

d 2

d x2

(

p (x)
d 2 y

d x2

)

+q (x) y = g (x)

и краевые условия

y (a) = 0,
d y

d x

∣

∣
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∣
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∣

∣
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∣
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∣
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Рис. 2. Решение методом Бубнова-Галеркина.

Рис. 3. Сравнение решений.

Выберем коэффициенты уравнения так, чтобы задача наверняка имела бы точное решение.
Пусть, например

p (x) = 1; q (x) = 4; g (x) = x.

Не останавливаясь на подробностях, приведем окончательные результаты. Будем иметь точное
решение

y (x) =

=

−2ex sin(x)−2 sin(x)e−x+2
−2ex cos(x −2)−2 sin(x) ex−2

−2e−x sin(x)+2e−x cos(x −2)

8e2
+16 cos(2)+32+8e−2

+

+

+2xe−2
+2xe2

−2ex cos(x)+2e−x cos(x)+4x cos(2)+8x

8e2
+16 cos(2)+32+8e−2

,



Построение базиса 83

или, в форме с плавающей точкой

y (x) =−0.0234e
x

sin(x)−0.0234 sin(x)e
−x+2

−0.0234e
x

cos(x −2)−0.0234 sin(x) e
x−2

−

−0.0234e
−x

sin(x)+0.0234e
−x

cos(x −2)+0.250x −0.0234e
x

cos(x)+0.0234e
−x

cos(x) .

Рис. 4. Сравнение решений.

Решение методом Бубнова-Галеркина при трех базисных функциях дает функцию

w (x) = 0.00104x4
−0.0654x3

+0.127x2
+0.00682x5

−0.000346x6
.

Сравнение точного и приближенного решения приведено на рисунке 4. Видим, графики прак-
тически совпадают!

2. Метод ортогональных рядов в системе Maple

Теоретические предпосылки.Пусть A —положительно определённыйоператор в гильбер-
товом пространстве H и рассматривается уравнение в некоторой областиΩ

Au = f (P ) ,P ∈Ω, f ∈ H . (1)

В монографии [2] предлагается следующий алгоритм решения этой задачи. В гильбертовом
пространстве HA со скалярным произведением

[u, v]A = (Au, v)

необходимо построить ортонормированную систему функций {ωn}. Тогда решение рассматри-
ваемой задачи можно представить в виде ряда

u =

∞
∑

n=1

(

f ,ωn

)

ωn , (2)

который сходится в метрике пространства H .
Если δ— дельта-функция Дирака и f = δ (P0) ,P0 ∈Ω, то функция (2) будет иметь вид

u (P ) =

∞
∑

n=1

ωn (P0)ωn (P )

и называется функцией Грина рассматриваемой задачи.
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Описанныйметод решения уравнения (1) получил название метода ортонормированных ря-
дов. Как пишет известный чешский математик К. Ректорис в своей монографии [3, стр. 147], в
общем случае построить ортонормированный базис в непросто. Эта задача нетривиальна, даже
если не требуется ортонормированности базиса. Однако даже если базис найден, его ортогона-
лизация представляет собой, вообще говоря, чрезвычайно трудоёмкий процесс и, как правило,
с точки зрения численных расчётов едва ли осуществима. Применение одной из наиболее мощ-
ных современных систем символьных вычислений — системы Maple во многих случаях позво-
ляет справиться с этой задачей.

Числовой пример. В качестве примера построим решение уже рассмотренной задачи из
примера 1 в форме ортогонального ряда. Для этого нам потребуется ортонормировать получен-
ный в примере 1 базис по энергии оператора задачи. Покажем, как это сделать в Maple. Опреде-
лим оператор задачи

> A:=proc(w) global p,q;
-diff(p(x)*(diff(w,x)),x)+q(x)*w;
end proc:

Процедура ортогонализации базиса по энергии оператора A и построение функции Грина зада-
чи Ay = g :

> GreenFunc:=proc(N,GrFunc,W)
global v,A,p,q,g,f;local F,G,i,ST;
F:=Array(1..N,0);G:=Array(1..N,0);
F:=[seq(f[i](x),i=1..N)]:
G[1]:=evalf(F[1]);
evalf(G[1]/sqrt(int(A(G[1])*G[1],x=0..1)));
v[1]:=unapply(%,x);
i:=’i’;
for i from 2 to N do
G[i]:=evalf(F[i]-
sum(int(A(v[n](x))*F[i],x=0..1)*v[n](x),n=1..i-1));
simplify(evalf(G[i]/
sqrt(int(A(G[i])*G[i],x=0..1))));
v[i]:=unapply(%,x);
end do;
simplify(sum(v[m](x0)*v[m](x),m=1..N));
GrFunc:=unapply(%,x,x0):
int(g(x0)*GrFunc(x,x0),x0=0..1);
W:=unapply(%,x);
end proc:

Решение задачи:

> st := time():GreenFunc(N,GrFunc,W):time() - st;

Здесь мы выводим и время выполнения процедуры— 4.687 секунды.
Отметим еще одну особенность. В процессе ортогонализации приходится вычислять инте-

гралы, которые в данном случае не выражаются через элементарные функции — вычисляются
через интеграл вероятности (функцию ошибок erf(x)). В процедуре при вычислении интегра-
лов использовалась команда evalf для численного (не аналитического!) вычисления с целью
уменьшить время выполнения программы.

Отобразим результат графически (Рис. 5):

> plot(W(x),x=0..1,font=[Times,roman,14],
labelfont=[Times,roman,14],gridlines=true);

Сравнение рисунков 1-2 и 5 показывает их полную идентичность!
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Рис. 5. Метод функции Грина.

Заключение

Изначально задачи математической физики решались аналитическими методами. Непре-
рывное совершенствование вычислительной техники на некоторое время отвлекло исследова-
телей от развития аналитических методов. Численные методы фактически вытеснили из прак-
тики аналитические методы решения технических задач.

Ситуация в корне изменилась с появлением и доступностью персональных компьютеров, а
самое главное, с появлениеммощныхсистеманалитическихвычислений.Внастоящеевремявсе
инженерные, конструкторские, экономические задачи можно решать на компьютере, причем в
большинстве случаев совершенно нет необходимости заниматься программированиемв тради-
ционном смысле. Например, в системе аналитических вычислений Maple пользователь имеет
возможность выполнить все расчеты так, как он выполнил бы их на листе бумаги, причем все
рутинныеи трудоемкиевычисления (а главное, без ошибоки вформульном, аналитическом, ви-
де!) берет на себя система Maple. Системы аналитических вычислений могут в корне изменить
отношение к “забытым” аналитическим методам.

Рассмотренные примеры показывают эффективность применения системы аналитических
вычислений Maple для построения базиса, удовлетворяющего заданным однородным гранич-
ным условиям и решения краевых задач для дифференциальных уравнений с помощью при-
ближенных аналитических методов.

С развитием вычислительной техники и созданием систем аналитических вычислений, та-
ких как Maple или Mathematica, появилась возможность анализа достаточно сложных задач ма-
тематической физики аналитическими методами. Аналитическими методами стало возмож-
ным решать и другие сложные задачи математической физики [4-8].
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Discussed the possibility of using the Maple system of symbolic calculations to build a basis of coordinate
functions, satisfying homogeneous boundary conditions, in the study of boundary value problems approximate
analytical methods — Ritz or Bubnov-Galerkin. Examples of constructing a basis for the operators of the second
and fourth orders. Discussed the possibility of orthogonalization of the basis for the energy operator and the
construction of the green’s function in the system Maple.
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