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ОТ РЕДАКЦИИ

Тематика нашего журнала посвящена, в первую очередь, проблемам фундаментальной науки.
Исторически к «фундаменту» относят физику и математику. Кто-то убежден, что физические
явления первичны, а математические методы вторичны; кто-то утверждает обратное. Но никто
не станет отрицать, что методы и методология фундаментальных дисциплин всё глубже прони-
кают в самые различные прикладные исследования. Мы изначально заявляли, что с радостью
будем публиковать не только сугубо теоретические работы, но также и методические разработ-
ки, и исследования, в которых практические проблемы анализируются при помощи фундамен-
тальных принципов и подходов.

И в этом номермы представляем работу из этой серии, посвященную, казалось бы, совсемдале-
кой отфундаментальнойнауки (в стандартномеепонимании) теме - теме образования отходов.
Но вдумчивый читатель, даже бегло пробежав статью, надеемся, согласится с нами.
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Введение

При установлении количества отходов за определенный промежуток времени важное зна-
чение имеет срок их возникновения, ведь одни отходы появляются сразу же в ходе различных
производственных процессов (шлаки, шлам и тому подобное), либо потребления готовой про-
дукции (одноразовые изделия, пищевые отходы, упаковка, макулатура и так далее), а другие об-
разуются постепенно, так как период эксплуатации конечных изделий более длинный, вплоть
до 50-100 лет, как например, у зданий, мостов и тому подобных. То есть, образование отходов
потребления, которые как раз и создают основную угрозу здоровью населения и окружающей
среде ввиду их концентрации в местах проживания людей, растянуто во времени. Эта конечная
продукция, по образному выражению В.И. Данилова-Данильяна [1], представляет собой «отло-
женный отход». Для надлежащего управления данными отходами требуется знать, как быстро
изделия становятся отходами [2].

В ходе жизненного цикла продукции ее состояние последовательно изменяется в результа-
те производимых на нее воздействий. Вариабельность срока службы в совокупности объектов
одной номенклатурной принадлежности обусловлена многостадийностью процессов разруше-
ния, из-за чего с течением времени появляются объекты, находящиеся на разных стадиях из-
носа и, следовательно, имеющие разный риск достижения предельного состояния. Срок службы
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конкретного индивидуального объекта зависит от большого числа факторов (качества сырья,
материалов, заготовок и полуфабрикатов, от достигнутого уровня технологии и степени ста-
бильности технологического процесса, от уровня технологической дисциплины, интенсивно-
сти использования объекта, от выполнения всех требований по хранению, транспортированию
и применению объекта по назначению и тому подобному), часть которых не может быть про-
контролирована, а остальные заданы с той или иной степенью неопределенности. Обобщая и
группируя эти факторы, можно сказать, что высокая вариабельность срока службы обусловлена
тремя причинами:

- исходной гетерогенностью совокупности объектов из-за разных производителей этих объ-
ектов и различных технологий, применяемых при их производстве. Примером могут служить
отечественные и импортные автомобили, отличающиеся уровнем надежности и, соответствен-
но, сроком службы;

- вариацией условий среды, в которых эксплуатируются эти объекты - например, агрессив-
ные или щадящие, высоко- или низкотемпературные или оптимальные и тому подобные;

- случайной (стохастической) природой реализации выхода объектов из эксплуатации.
Наблюдаемая высокая вариабельность срока службы свидетельствует о том, что срок службы

объектаможет считаться случайной величиной, чтоприводитк значительному статистическому
разбросу и поэтому к совокупности однородных объектов и их эксплуатации применимо стати-
стическое истолкование вероятности. Мы воспользуемся данным подходом для оценки образо-
вания отходов, исходя из статистической теории надежности и определив как вероятностные
характеристики возраст изделия, срок службы (время жизни), устаревание, скорость выбытия
из эксплуатации (скорость образования отходов) и так далее. Это также даст возможность про-
гнозирования значения данных показателей на любой определенный момент времени.

Переход изделий (объектов) в отходы, то есть их выбытие из эксплуатации зависит от сро-
ков службы (времени до перехода в отходы), точное значение которых остается неизвестным до
момента наступления данного события (выбытия).

Так как мы определили, что срок службы объектов (изделий) является случайной величиной,
то он имеет среднее значение, отсчитываемое от производства продукции до достижения ею
предельного состояния (снятия с эксплуатации). Этот показатель определяется на основе эм-
пирических данных путем деления суммы сроков службы всех объектов на число единиц (от-
дельных объектов) и может быть отличным от нормативного срока службы, который, исходя из
теории вероятностей, является математическим ожиданием и может использоваться в качестве
исходной информации для определения среднего срока службы и других статистических пара-
метров, характеризующих долговечность объекта [3]. Средние величиныпоказывают не точный
период времени (ресурс), в течение которого будет эксплуатироваться объект, а характеризуют
некоторый центр рассеивания моментов времени, вокруг которого (часть раньше, часть позже)
будут сниматься с эксплуатации объекты данного класса, достигшие предельного состояния.

При расчете количества ежегоднообразующихся отходовнеобходимознать, сколько изделий
переходит (перейдет) в отходы в определенном году. Это будет зависеть от продолжительно-
сти жизни (срока службы) изделия, возрастной структуры парка изделий, их надежности (безот-
казности), то есть количества отказов за год. При наличии такой количественной фактической
информации можно было бы построить, как в актуарной (страховой) практике, таблицы жиз-
ни (смертности) с последующейматематической обработкой результатов наблюдений, выявить
общие закономерности с формулированием рабочих гипотез и построить математическую мо-
дель, количественно объясняющую полученные закономерности. Но так как для получения эм-
пирических зависимостей при образовании отходов у нас не хватает данных - неизвестно точ-
ное количество выбывающих каждый год изделий (объектов) хотя бы одного вида, тем более
определенного года выпуска (то есть выборка цензурированная с усеченныммассивомданных),
то мы в ходе дальнейшей работы воспользуемся подгонкой статистической информации под
известные законы распределения для создания математической теории отходообразования на
основе теории надежности.

Таким образом, в процедуре оценки общего количества отходов в стране, регионе, муници-
пальном образовании важным элементом является определение срока эксплуатации, остаточ-
ного срока службы продукции и ежегодного образования отходов.

1. Статистический подход к оценке образования отходов

Основными показателями, характеризующими фактический уровень образования отходов
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из эксплуатирующихся объектов, являются количество объектов, работающих в течение года, их
возраст, средний срок службы to, с коэффициентом вариацииV. Для оценки количества отходов
по конкретному виду объектов используется вероятность безотказной работы Р(t).

Статистический подход к задаче прогнозирования отходообразования, зависящего от срока
службы изделия (времени до перехода в отходы), в свою очередь, зависящего от физической де-
градации (износа) или морального устаревания продукции в реальных ситуациях, развивается
на основе вероятностных моделей. Для целей проводимого анализа, в процессе генерализации
данных, различные силы, вызывающие выбытие, отделяютсяот конкретного видаизделия, под-
лежащего анализу, что позволяет применить их к различным видам изделий, не идентифици-
руя последние. Так как в случае укрупненных оценок (оценок «потоком») требуется рассматри-
вать большиемассивыизделий (оборудования, машин и тому подобного), то необходимо созда-
ние упрощенных технологий,менее трудоемких и использующихминимум исходнойинформа-
цииоб объекте исследования.Этимтребованиямотвечают также технологииопределениясрока
службы, опирающиеся на модели линейного или экспоненциального износа.

При оценке процесса выбытия можно выделить следующие основные особенности:
- огромный ассортимент изделий, имеющих большой перечень отличительных особенно-

стей и индивидуальных свойств - инструменты, машины, вычислительная техника, средства
гигиены и тому подобное;

- многообразие и значительное различие аналогичныхизделийиихмодификаций (исчисля-
ются сотнями тысяч) и большое число производителейпродукции - аккумуляторы, компьютеры
и тому подобное;

- изменение технических характеристик, количества и качества применяемыхматериалов и
функционального назначения изделий в результате технического прогресса - ламповые и жид-
кокристаллические телевизоры, бумажные и виниловые обои, деревянные и пластиковые окна
и тому подобное;

- изменение потребительских приоритетов в сторону более современных, комфортных, без-
опасных моделей: дисковые телефонные аппараты кнопочные аппараты сенсорныемобильные
устройства;

- укорочение жизненного цикла изделий - срок службы сейчас исчисляется не десятилетия-
ми, а несколькими годами - бытовая техника, оргтехника и тому подобное;

- необходимость учета требованийохраны окружающей средыи безопасности эксплуатации
- оборудование должно заменяться на более экологичное, производительное, надежное, энер-
госберегающее.

Практическое значение таких исследований состоит в том, что они открывают возможности
для прогнозирования и управления отходами и - что особенно важно - для поиска путей сокра-
щения их количества. Нас будет интересовать и пространственное и временное распределение
отходов.

При выборе закона распределения срока службы объектов (скорости отходообразования)
следует руководствоваться следующими методологическими принципами:

1. Принцип теоретической обоснованности, когда используются не эмпирические формулы,
а зависимости, установленные на основе определенных теоретических представлений.

2. Принцип универсальности - выявленные закономерности должны быть справедливы для
самых разных объектов (изделий).

3. Принципдостаточнойподгонкиприминимальномчисле параметров - следуетприменять
наиболее общиемодели, не использующиемногопараметрическиеформулы, то есть не ак-
центирующие внимания на частностях, свойственных отдельным объектам.

4. Принцип локального описания (на ограниченном возрастном интервале) в рамках более
общего закона (на всем диапазоне).

Разработка математической модели должна начинаться с отбора небольшого количества от-
ходоообразующих факторов.

Для того чтобы определить скорость отходообразования, нужно оценить срок службы про-
дукции. Нормативный срок можно взять из технической документации для каждого изделия.
При этом необходимо учесть, что время службы многих изделий, с одной стороны, превыша-
ет средний срок эксплуатации, а с другой стороны, они морально устаревают и списываются
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(выбрасываются) до достижения полного физического износа. Кроме того, сегодня производи-
тели не стремятся выпускать долгоживущую продукцию - весь рынок потребительских товаров
нацелен на то, чтобы поощрять покупательский спрос на новые товары, а это будет возможно
не только из-за агрессивной рекламы, но и из-за того, что изделия будут служить ровно столь-
ко, сколько оговорено в сопроводительной технической документации. Сейчас понятие «каче-
ственная вещь» означает хорошее выполнение изделием его функций, а не ее долголетие и что
«она ещемоимвнукампослужит».Приинтенсивнойэксплуатациифирменныйайфон служитне
дольше китайских гаджетов, ноим очень легко и удобно управлять, без дополнительныхусилий,
прикосновений и тому подобного.

В качестве примеров превышения сроков эксплуатации можно привести оборудование в
энергетике с истекшим сроком службы, доля которого соответствует 1 % от общей установлен-
ной мощности генерирующих объектов РФ [4], строительную технику, где минимальный удель-
ный вес машин с истекшим сроком службы составлял в 2013 году 31,2 % (у экскаваторов), а мак-
симальный - 66,3 % (у кранов на гусеничном ходу) [5], или станки еще довоенного германского
производства, которые работают и сейчас, и тому подобное.На сегодняшнийдень, согласно бух-
галтерской отчетности, средний возраст оборудования составляет более 20 лет (Рис. 1), причем
действительное его физическое состояние неизвестно [6]. Машины и оборудование могут со-
хранять 15-40 % своего ресурса и по истечении нормативного срока эксплуатации [3]. Продлен
срок эксплуатацииможет бытьприпериодическипроводимыхкапитальныхремонтах, приэтом
кривая коэффициента физического износа приобретает пилообразный вид. Накануне очеред-
ного капитального ремонта физический износ машины достигает высокого уровня, а сразу по-
сле капитального ремонта уровень износа резко снижается. Укорачивается срок эксплуатации
в результате морального устаревания, процесс которого сейчас все ускоряется ввиду научно-
технического прогресса и связанного с этим производства все более усовершенствованных мо-
делей, так как в условиях жесткого конкурентного рынка производители могут выжить лишь за
счет скорейшего внедрения быстро сменяющих друг друга новых продуктов и технологий. Ил-
люстрацией такого подхода может служить фраза: «Покупая сегодня компьютер, мы покупаем
вчерашний день». Моральному устареванию бытовых изделий способствует и улучшение усло-
вий жизни людей (старая одежда не перелицовывается, а выбрасывается, мебель не ремонтиру-
ется и тому подобное), и изменение менталитета - престижнее иметь новую модель телефона,
несмотря на то, что старый еще функционирует.

Рис. 1. Возрастная структура производственного оборудования

Следовательно, в одном случае мы имеем уменьшение скорости отходообразования (интен-
сивности отказов в теории надежности), а в другом - увеличение. То есть на повышение ско-
рости отходообразования, обусловленной возрастом (устареванием) изделий и прогрессом тех-
ники, может накладываться снижение количества отходов, связанное с рачительным использо-
ванием изделий и меньшей материалоемкостью новой продукции. Здесь наглядно видна пара-
доксальная ситуация - научно-технический прогресс оказывает двоякое влияние на количество
образующихся отходов. Он способствует, с одной стороны, увеличению отходов за счет заме-
ны старых изделий на новые, а с другой стороны, уменьшению отходов в результате уменьше-
ния размеров и массы вновь выпускаемых изделий, выполняющих аналогичные функции (если
раньше вес цветных телевизоров доходил до 50-70 кг, то сейчас он составляет 5-6 кг при той же
диагонали экрана).
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Если предположить, что срок службы (ресурс) изделия является случайной величиной, опи-
сываемой вероятностными моделями, то это будет наиболее соответствовать физическим про-
цессам изнашивания. В этом случае можно будет при расчетах ежегодного накопления отходов
учесть, что фактический срок службы может существенно превышать нормативный, а установ-
ленный в документации срок эксплуатации имеет смысл наиболее вероятного минимального
срока службы, гарантированного изготовителем.

2. Вероятностные законы распределения

Очевидно, что относительно момента выхода из строя конкретного объекта практически
невозможно сказать что-то определенное.Однако прирассмотрениидостаточно большой одно-
родной группы объектов должны быть справедливы закономерности, присущие массовым слу-
чайным явлениям.

Поскольку срок эксплуатации изделия (объекта) t является математическим ожиданием пе-
ременной величины X , принимающей возможные значения х случайным образом, мы описы-
вали его с помощью вероятностных моделей.

В теории надежности, где случайной величиной обычно является время работы объекта t
(время до возникновения отказа), то есть x = t , рассматриваются в основном три вида функции
распределения вероятностей [7]: интегральная F (t ), дифференциальная f (t ) и функция интен-
сивности отказов λ(t ).

Функция F (t ) дает интегральную оценку накопленной вероятности свершившихся событий
(отказов, выхода из эксплуатации). Тогда P (t ) = 1−F (t ) - вероятность безотказной работы при
исследовании показателей безотказности, а при оценке долговечности F (t ) = γ{T ≤ t } - веро-
ятность недостижения предельного состояния. Функция плотности распределения f (t ) служит
полной характеристикой рассеивания сроков службы объектов. Вид этой функции зависит от
закономерностей процесса потери элементом работоспособности.

Физическим смыслом параметра λ является среднее число отказов в единицу времени. По
графику функции интенсивности отказов можно судить о физической деградации объекта. При
исследовании внезапных отказов, когда λ(t ) =λ= const, этот показатель становится основным.
С другими функциями интенсивность отказов связана следующим образом:

λ(t ) =
f (t )

P (t )
=

f (t )

1−F (t )
или f(t) = λ(t ) ·Р.

Для нахождения вероятностно-временных характеристик распределения требуется знание
теоретического закона распределения как наиболее полной характеристики соответствующей
случайной величины. С помощью различных количественных методов исследования и анализа
фактических данных об изучаемых объектах можно получить математические функции и по-
строить кривые аналитического типа.

В нашем случае, в отличие от классической математической статистики, вид закона распре-
делениянеизвестен, и при первомприближенииего невозможнооднозначно установить, также
как и построить график либо описать эмпирически выведенными аналитическими выражения-
ми.Поэтомумыдолжнысначалаподобратьизвестный теоретическийзаконраспределения(вид
и параметры), наиболее аппроксимирующий реальную закономерность, то есть закон, который
бы в статистическом смысле соответствовал имеющимся наблюдениям и ставил бы в соответ-
ствие возможным значениям случайных величин их вероятности.

Предварительный выбор вида закона распределенияможно осуществлять на основе литера-
турных данных о применимости этого вида распределения к описанию рассматриваемого про-
цесса. В результате необходимо оценить числовые характеристики случайных величин - мо-
менты, такие как, например, момент первого порядка математическое ожидание M (или µ) и
дисперсияD (момент второго порядка). Определения, формулы и графики из теории вероятно-
стей приводятся в соответствующих публикациях и изданиях.

Обычно исходными данными для определения параметров теоретического распределе-
ния являются элементы эмпирического распределения. В теории вероятностей можно найти
несколько методов решения этой задачи, некоторые из которых приведены в государственных
стандартах. Сюда относятся метод моментов (заключается в приравнивании теоретических мо-
ментов распределения к эмпирическим моментам соответствующего порядка), метод макси-
мального правдоподобия (приравниваются нулю частные производные от логарифма функции
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максимального правдоподобия), метод квантилей или разделяющих разбиений (эмпирические
квантилиприравниваютк квантилямтеоретическогораспределенияи составляютстолько урав-
нений, сколько параметров выбранного распределения необходимо определить), графоанали-
тический метод с использованием вероятностной бумаги и так далее.

Но у нас нет эмпирического распределения. Поэтому рассмотрим типичные вероятностные
законы и наши рассуждения о возможности их использования для определения срока образо-
вания отходов из продукции. Как мы уже упоминали, срок службы объектов, остаточный срок
службы и другие интересующие нас характеристики являются непрерывными величинами.
Поэтому из дальнейшего рассмотрения мы исключили функции распределения дискрет-
ных случайных величин, такие как распределение Пуассона, биномиальное распределение,
геометрическое и так далее. В таблице 2.3 приведены функции распределения и плотности
вероятности и их графики, и теоретические параметры некоторых двухпараметрических рас-
пределений непрерывных случайных величин. Двухпараметрические распределения зависят
от двух параметров—масштаба a иформы b, которые связаны с моментами 1-го и 2-го порядка
выборки или, что то же самое, со средним значением и дисперсией [7].

1. Равномерное распределение используется при описании переменных, у которых каждое
значение равновероятно, иными словами, значения переменной равномерно распределе-
ны в некоторой области [a,b] (Табл. 1).

2. Наиболее часто в статистике используется нормальное распределение вероятностей (за-
кон Гаусса). Его используют для описания постепенных событий, которые при распреде-
лении по времени сначала имеют низкую плотность, затем максимальную и далее плот-
ность снижается. То есть данные группируются вокруг центра, отклонения от центра в по-
ложительную и отрицательную стороны равновероятны, частота отклонений быстро па-
дает, когда отклонения от центра становятся большими. В теории надежности нормальное
распределение чаще всего используется для описания отказов, вызванных постепенным
изменением параметров приборов, а также при оценке надежности элементов на стадии
старения.

3. Логарифмически нормальное (логнормальное) распределение применяют в самых раз-
ных случаях: приоценкеконцентрациипыли ватмосфере, распределенияразмеров частиц
в естественно возникающих смесях, длительности отсутствия по болезни, распределения
доходов, распределения времени жизни при расчетах надежности, для описания наработ-
ки до отказа подшипников, электронных ламп и других изделий.

Неотрицательная случайная величина X распределена логарифмически нормально с па-
раметрами µ,σ, то есть X = eY, если её логарифм Y распределённормально с параметрами
µ, σ. На рисунке в таблице 1 приведено логнормальное распределение с µ= 0, σ= 0,7.

4. Экспоненциальный (показательный) закон распределения используется в различных
вероятностно-статистических методах принятия решений и других прикладных исследо-
ваниях для описания внезапных, редких событий, имеющих постоянную интенсивность
(постоянную вероятность). В теории надежности это означает, что интенсивность отказов
(то есть интенсивность выхода изделий из строя) постоянна (здесь λ - среднее число от-
казов в единицу времени), другими словами, не зависит от того, сколько времени изделие
уже проработало. Обычно интенсивность отказов постоянна на основном этапе эксплуа-
тации, после того, как на начальном этапе выявлены скрытые дефекты, и до того, как из-
за естественного старения материалов начинает происходить ускоренный износ с резким
возрастанием интенсивности выхода изделия из строя.

На рисунке в таблице 1 приведено экспоненциальное распределение с λ= 1.

5. РаспределениеВейбулла (Вейбулла - Гнеденко) применяется тогда, когда вероятность (ин-
тенсивность) событийменяется с течением времени (в отличие от экспоненциального рас-
пределения, при котором интенсивность потока постоянна). С помощью этой модели оце-
нивают время функционирования (безотказной работы) многих технических систем, если
вероятность отказа меняется с течением времени.

Здесь λ (интенсивность отказа, или риск) выступает параметром масштаба (при его изме-
нении кривая распределения сжимается или растягивается; имеет те же единицы измере-
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ния, что и x), а показатель степениm при x - параметром формы (Табл. 1). Интенсивность
отказа - вероятность отказа послемомента времени t на единицувремени∆t при условии,
что до момента t отказа объекта не было, определяется по формуле

λ(x) =
f (x)

1−F (x)
. (2.1)

Следовательно, интенсивность отказов - это отношение числа отказавших (погибших)
объектов к объектам, которые еще не отказали (остались «живыми») в заданном интерва-
ле времени. Эта функция интенсивности отказов имеет U-образную форму, физический
смысл которой в теории надежности заключается в следующем. На ранней стадии жиз-
ни объекта (в так называемый период приработки, или обкатки) риск его выхода из строя
(отказ) достаточно велик (явление «детской смертности»), то есть функция λ(x) имеет вы-
сокие значения. Далее интенсивность отказов уменьшается до определенного предела - у
функции λ(x) проявляется явная тенденция к убыванию (чаще всего она монотонно убы-
вает). Это можно объяснитьналичием объектов с явнымии скрытымидефектами, которые
приводят к относительно быстрому выходу из строя этих изделий. Затем наступает более
продолжительный период нормальной эксплуатации, характеризующийся приблизитель-
но постоянной (не зависящей от времени) и сравнительно низкой интенсивностью отка-
зов. Природа отказов в этот период носит внезапный характер (аварии, ошибки эксплуа-
тационных работников и тому подобное) и не зависит от длительности эксплуатации еди-
ницы продукции. Далее интенсивность отказов вновь увеличивается из-за старения (из-
носа) изделий. Природа отказов в этот период - в необратимых физико-механических и
химических изменениях материалов, приводящих к прогрессирующему ухудшению каче-
ства продукции и окончательному полному выходу ее из строя.

Каждому периоду соответствует свой вид функции λ(x). Рассмотрим класс степенных за-
висимостей

λ(x) =λ0mxm−1, (2.2)

где λ0 > 0 и m > 0 - некоторые числовые параметры. Значения m < 1, m = 0 и m > 1 от-
вечают виду интенсивности отказов в периоды приработки, нормальной эксплуатации и
старения соответственно. Следовательно, для m < 1 интенсивность отказов λ будет моно-
тонно убывающей функцией, а приm > 1 - монотонно возрастающей (Рис. 2).

Рис. 2. Зависимость интенсивности отказов от времени

Соотношение (2.1) при заданной интенсивности отказа λ(x) - дифференциальное уравне-
ние относительно функции F (x).

В первом приближении параметр формы m соответствует обратной величине коэффици-
ента вариации выборки V [7] и определяется с помощью гамма-функции.
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Особенностью распределения Вейбулла является то, что с изменением параметра формы
m изменяется и характер зависимостипоказателейнадежностиот времени (рисунок в таб-
лице 1). Благодаря этому, все периодыэксплуатацииможно описать одними темже семей-
ством распределения f (x). Данное свойство распределения позволяет соответствующим
подбором параметров λ и m обеспечить хорошее совпадение результатов опытных дан-
ных с аналитическими выражениями показателей распределения f (x).

Экспоненциальное распределение - частный случай распределения Вейбулла-Гнеденко,
соответствующий значению параметра формы m = 1.

6. Гамма-распределение применяется, если мода рассматриваемой случайной переменной
не равна 0.

Оно хорошо описывает многие ситуации в экономике и менеджменте, теории и практике
надежностиииспытаний, в различных областях техники,метеорологиии так далее. В част-
ности, гамма-распределению подчинены такие величины, как общий срок службы изде-
лия, длина цепочки токопроводящих пылинок, время достижения изделием предельного
состояния при коррозии, время наработки до k-го отказа, k = 1,2, . . . , и так далее. Продол-
жительностьжизни больных хроническимизаболеваниями, времядостиженияопределен-
ного эффекта при лечении в ряде случаев имеют гамма-распределение.Это распределение
наиболее адекватно для описания спроса в экономико-математических моделях управле-
ния запасами (логистики). На рисунке в таблице 1 приведено гамма-распределениесα= 2,
β= 2.

7. Так как при изучении отходообразования нас интересуют время выбытии изделий из экс-
плуатации и остаточный срок службы, здесь применимы еще два подхода, используемые
в медицине, биологии, актуарной практике и в экономических науках при оценке матери-
альных и нематериальных активов.

При исследовании продолжительности жизни организмов составляются таблицы времен
жизни (смертности), содержащие данные о смертности за выбранные интервалы време-
ни, и строятся кривые выживания или смерти (Рис. 3). Эти таблицы используются для рас-
чета средней продолжительности жизни организма и вероятной продолжительности его
жизни в любом возрасте. Более часто, чем обычная функция распределения, в этих мето-
дах используется так называемая функция выживания s(t ), представляющая собой вероят-
ность того, что объект проживет время больше t :

s(t ) = P (T > t )= 1−F (t ).

Построение таблиц времен жизни, подгонка распределения выживаемости, оценивание
функции выживания с помощью процедуры Каплана-Мейера являются описательными
методами исследования цензурированных (неполных) данных.

точки зрения статистики в анализе выживаемости участвуют три вида данных:

- собственно время до наступления события - количественная переменная, выраженная в
годах, месяцах, днях, часах и тому подобном;

- индикатор события (цензор) - качественная переменная, указывающая, произошло ли
основное событие;

- факторы, влияющие на выживаемость, то есть, частоту и временное распределение со-
бытий.

Таблица времен жизни (таблиц выживания, или демографических таблиц) представляет
собой «расширенную» таблицу частот. Область возможных времен наступления критиче-
ских событий (смертей, отказовидругого) разбиваетсянанекоторое числоинтервалов. Для
каждого интервала вычисляется число и доля объектов, которые в начале рассматриваемо-
го интервала были «живы», число и доля объектов, которые «умерли» в данном интервале,
а также число и доля объектов, которые были изъяты, или цензурированы в каждом интер-
вале.

8. Кривые Айова (Survivor Iowa) - один из инструментов определения оставшегося срока
службы. В инженернойпрактике и экономикеиспользуется сходный с предыдущимподход
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Рис. 3. Числа умирающих dx (распределение населения по продолжительности жизни)

при наличии возрастных данных о выбывших из эксплуатации машинах и оборудовании
для оценки выбытия и прогнозирования вероятных сроков службы аналогичных изделий,
остающихся в эксплуатации.

По имеющимся данным строятся кривые выживаемости - нисходящие графики (или гра-
фики в форме перевернутой буквы S), отображающие количество единиц объектов опре-
деленного возраста, которые все еще действуют (активны) по сравнению с предыдущим
возрастным интервалом [8]. Ординаты или значения по оси y кривой в любом конкретном
возрасте, измеряемом по оси x, представляют процент или фактическое количество еди-
ниц в исходной группе объектов, которые все еще действуют (то есть находятся в эксплуа-
тации) в этом возрасте. Построенная кривая выживаемости начинается со 100 процентов
действующих объектов в нулевом возрасте и доходит до y процентов действующих объ-
ектов в возрасте x. Кривые выживаемости аналитического типа (теоретические кривые)
получаются с помощью различных количественных методов изучения и анализа факти-
ческих данных о выбытии объектов. На рисунке 4 показано, какие характеристики и как
можно определить по кривой выживаемости.

В результате исследований эмпирических данных, относящихся к характеристикам сохра-
нивших работоспособность объектов промышленных и коммунальных предприятий мно-
гих различных видов, были построены оригинальные кривые выживаемости типа Айова.
Эти данные включали эмпирические наблюдения в отношении: рельсовых шпал, крытых
железнодорожных вагонов, телефонных столбов, станционного оборудования (например,
телефонного оборудования), электрических трансформаторови электропроводов, автомо-
билей, грузовых автомобилей коммерческого образца и так далее.

На основе 176 стандартных кривых выживаемости, построенных по эмпирическим дан-
ным, были выведены три оригинальных семейства или типа кривых Айова, в зависимости
от того, где на кривой распределениявероятностейнаходитсямода плотности распределе-
ния: слева от среднего срока службы - лево-модальные (L), симметрично - симметричные
(S) или справа - право-модальные (R) (Рис. 5).

L-кривые характеризуются положительной асимметрией, длинным хвостом справа от мо-
ды и отрицательным старением объектов, то есть объекты выбывают из эксплуатации бо-
лее интенсивно до достижения своего среднего срока службы. Чем дольше объект эксплу-
атируется, тем меньше вероятность того, что он выйдет из строя, то есть здесь функция
риска уменьшается при больших значениях t . Это имеет смысл, когда отдельные компо-
ненты объекта различаются по качеству: плохо сделанные компоненты обычно выбывают
рано, поэтому все, что находится в эксплуатации в течение длительного времени, веро-
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Рис. 4. Числа умирающих dx (Кривая выживаемости объектов [8])

Рис. 5. Различные типы кривых выживаемости

ятно, является особенно прочным и, как правило, будет дольше жить. Такому распреде-
лению могут быть также подвержены объекты, различающиеся по условиям эксплуатации
и защитным (ремонтным) мероприятиям (Рис. 6), например, обработанные деревянные
покрытия служат гораздо дольше необработанных, свесы на крышах защищают стены от
действия осадков и прямых солнечных лучей, коррозия быстрее разъедает незащищенный
металл и тому подобное.

S-кривые симметричныотносительносреднегозначения кривой вформе колоколаипред-
сказывают, что объекты будут выбывать с одинаковым темпом в любом заданном возрасте
по обе стороны от среднего срока службы.

Для R-кривых характерны отрицательная асимметрия, длинный хвост слева от моды и по-
ложительное старение объектов, то есть объекты выбывают из эксплуатации в основном
после достижения среднего срока службы, а функция риска возрастает при больших зна-
чениях t . Чем дольше объект находится в эксплуатации, тем больше вероятность выбытия,
что имеетинтуитивныйсмысл, потому что чем дольшематериалиспользуется, тембольше
он изнашивается. Большинству объектов свойственнаправо-модальная тенденция, то есть
минимальное выбытие в начале, но более высокий темп (более короткое время) выбытия
после достижения среднего срока службы.



124 S.M. Nayman, E. K. Vachagina

Рис. 6. Лево-модальная кривая

Чтобы из приведенных вероятностных законов подобрать распределение, достаточно точ-
но описывающее процессы отходообразования, необходимо произвести подгонку, то есть, имея
значения переменной X (время эксплуатации, остаточный срок службы и тому подобное), про-
верить гипотезу, согласно которой реальное распределение X описывается теоретическим ве-
роятностным законом F . При строгом математическом анализе конкурирующих формул под-
гонка параметров может осуществляться двумя основнымиметодами: методоммаксимального
правдоподобияи методоммоментов. Выбор того или иного распределенияобусловлен характе-
ром воздействующих физических процессов, наличием исходной информации и используемы-
ми численными методами.

Если заданныйуровень согласованности достигнут, то задача считается решенной, а еслинет,
то шаги повторяются снова, начиная с первого шага, на котором выбирается другой вид закона,
или начиная со второго - путем некоторого уточнения параметров распределения.

3. Скорость образования отходов и вероятностные модели

Как отмечалось выше, срок службы тесно связан с процессом выбытия из эксплуатации объ-
ектов по мере достижения ими предельного состояния. Выбытие объектов (изделий) вызывают
различные силы, приводящие в итоге к общему процессу отходообразования. Следовательно,
жизненный цикл изделия представляет функциональную зависимость между службой изделия
(зависимой переменной) и временем (независимой переменной). Под службой будем понимать
безотказную работу, или долю изделий, остающихся работоспособными в течение определен-
ного времени.

Когдамырассматриваемпостепенноеобразованиеотходовиз изделий,мыможемопираться
только на статистические данные о ежегодном выпуске (+ экспорт - импорт) продукции опре-
деленной номенклатурной принадлежности, которая затем переходит в отходы. У нас нет, во-
первых, реального распределения времени выбытия из эксплуатации, и, во-вторых, полной ис-
ходной информации об отходах. Поэтому приходится ориентироваться не на строгое математи-
ческое обоснование характера распределения, а только на известнуюиз литературных источни-
ков применимость определенных вероятностных законов к процессам жизненного цикла объ-
ектов.

Обычно априорно считается, что эмпирическое распределение подчиняется нормальному
закону, и решение задачи аппроксимации начинается с проверки гипотезы нормальности. Для
этого оцениваются такие параметры, как симметричность распределения (нормальное распре-
деление абсолютно симметрично, то есть асимметрия, показывающая отклонение распределе-
ния от симметричного, As = 0 (Табл. 1)), остротапика - эксцесс (для нормального распределения
E x = 0).

В нашем случае нормальное распределение будет хуже отражать описываемый процесс, так
как, во-первых, исходя из здравого смысла, графики времени службы изделий и скорости отхо-
дообразования не будут симметричными. Во-вторых, аргумент (значение x) графика плотности
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вероятностей нормального распределения (также как и равномерного) может иметь как поло-
жительные, так и отрицательные значения (рисунокНормального распределенияв таблице 2.3).
Однако срок службы изделий, от которого зависит скорость отходообразования, не может быть
отрицательной величиной. В-третьих, нормальное распределение свидетельствует о равной ве-
роятности для значений переменной отклониться вверх или вниз. В то же время на практике,
например, имеет место устаревание объектов, которое оказывает давление на количество об-
разующихся отходов в сторону их увеличения. Кроме того, у отходов есть временная сущность:
сегодня отходов становится больше, чем было вчера, но их меньше, чем будет завтра.

Экспоненциальный закон распределения, называемый также основным законом надёжно-
сти, часто используют для прогнозирования надёжности в период нормальной эксплуатации
изделий, когда постепенныеотказы в результате ухудшения состояния (изнашивание, усталость
поверхностии так далее) ещёнепроявились, инадёжность характеризуется внезапнымиотказа-
ми. Эти отказы вызываются неблагоприятным стечениеммногих обстоятельств и поэтому име-
ют постоянную интенсивность. Экспоненциальное распределение находит довольно широкое
применение в теории массового обслуживания, описывает распределение наработки на отказ
сложных изделий, время безотказной работы элементов радиоэлектронной аппаратуры, кото-
рые могут выходить из строя не из-за старости, а, например, из-за повреждения контактов при
внешней вибрации и тому подобного.

Для оценки отходообразования экспоненциальный закон не применим, несмотря на то, что
он прост для практического применения. Помимо того, что экспоненциальное распределение
описывает редкие события, оно также имеет моду - наиболее часто встречающееся значение
случайной величины, равную 0 (рисунок Экспоненциального распределения в таблице 2.3). Но
нам заранее известно, что у насMo 6= 0, так как скоростьобразования отходовв какой-томомент
временибудетмаксимальной. Крометого, при экспоненциальномраспределениикоэффициент
вариацииравен единицеи вероятность событийпостоянна, а у нас онаменяется с течением вре-
мени. Также вероятность события в случае экспоненциальногораспределениязависит только от
длительности интервала и не зависит от времени предшествующей работы, а у нас остаточный
срок службы зависит от того, сколько объект уже прожил и от этого же зависит скорость образо-
вания отходов.

По той же самой причине не применим и часто используемый в биологии закон смертно-
сти Гомпертца-Мейкхама, также представляющий экспоненциальное распределение. Согласно
закону Гомпертца-Мейкхамавероятность смерти зафиксированныйкороткийпромежутоквре-
мени после достижения возраста x составляет:

p = a +bx,

где p - относительная вероятность смерти за определённый промежуток времени, x - возраст,
a - коэффициент, не зависящий от возраста компонент смертности (фоновая смертность при
экстремальных ситуациях, авариях и тому подобном), b - коэффициент, зависящий от возрас-
та (старение, износ). Таким образом, размер популяции снижается с возрастом по удвоенной
экспоненте:

s(x) = exp
[

−m(bx +c)
]

.

Закон смертности Гомпертца-Мейкхаманаилучшим образом описывает динамику смертно-
сти человека в диапазоне возраста 30-80 лет. В области большего возраста смертность не воз-
растает так быстро, как предусматривается этим законом смертности.

Кривые выживаемости, используемые в демографии, и кривые Айова, применяемые для
прогнозированиявероятных сроков службыобъектов, строятся поимеющимсявозрастнымдан-
ным выбывающих (умирающих) объектов. В этом случае анализ должен проводиться следую-
щим образом:

- событие = переход изделия в отходы (выбытие из эксплуатации);
- точка отсчета = дата производства;
- шкала времени = возраст (годы, месяцы, дни);
- T = возраст перехода в отходы;
- график = P (T > t ) в зависимости от t .
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Таблица 1. Вероятностные распределения (mi - начальные моменты порядка i )

Тип распределения Функция вероятности P(x) = F (x) Функция плотности распределения f (x) Математическое ожидание M(x) = m1,

дисперсия D(x) = m2(x −M(x)),

асимметрия As = b1 = m3/m3/2
2 ,

эксцесс E x(x) = b2 = m4/m2
2.

Равномерное

F (x) =











0, если x < a;
x −a

b −a
, если a ≤ x ≤ b;

1, если x > b.

f (x) =

{ 1

b −a
, если a ≤ x ≤ b;

0, если x < a или x > b.

M(x) = (a +b)/2;

D(x) = (b −a)2/12;

As(x) = 0;

E x(x) =−1,2;

Me(x) = (a +b)/2;

V (x) = (d −c)/
p

3(d +c).

Нормальное (Гаусса)

F (x) =
1

σ
p

2π

x
∫

−∞
e
− (x−µ)2

2σ2 dx f (x) =
1

σ
p

2π
·e

− (x−µ)2

2σ2 , −∞< x <∞

M(x) =µ; −∞≤ µ≤∞;

D(x) =σ2;

As(x) = 0;

E x(x) = 0;

Mo(x) =µ;

Me(x) =µ.

Логарифмически
нормальное X = eY

F (x) =
1

σ
p

2π

ln x
∫

0

e
− (x−µ)2

2σ2 dx, 0 < x <+∞ f (x) =







1

σx
p

2π
·e

− (ln x−µ)2

2σ2 , x > 0;

0, x ≤ 0.

M(x) = e
σ2

2 +µ;

D(x) = (eσ
2
−1)eσ

2+2µ;

As(E) = (eσ
2
+2)

√

eσ
2 −1;

E x(x) = e4σ2
+2e3σ2

+3e2σ2
−6;

Mo(x) = eµ−σ
2
;

Me(x) = eµ.
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Тип распределения Функция вероятности P(x) = F (x) Функция плотности распределения f (x) Математическое ожидание M(x) = m1,

дисперсия D(x) = m2(x −M(x)),

асимметрия As = b1 = m3/m3/2
2 ,

эксцесс E x(x) = b2 = m4/m2
2.

Экспоненциальное
(частный случай рас-
пределения Вейбулла)

F (x) =
{

1−e−λx , x ≥ 0;

0, x < 0, λ= 1/µ.
f (x) =

{

λe−λx , x ≥ 0;

0, x < 0.

M(x) = 1/λ;

D(x) = 1/λ2;

As(x) = 2;

E x(x) = 6;

Me(x) = ln2/λ;

Mo(x) = 0.

Вейбулла λ(x) = f (x)
1−F (x) ,

λ(x) = b
a

( x
a

)b−1

F (x) =

{

1−e−λxm
, x ≥ 0;

0, x < 0, λ> 0, m > 0.
f (x) =

{

λmxm−1e−λxm
, x ≥ 0;

0, x < 0.

M(x) =λ−1/m
Γ(1+1/m);

D(x) = λ−2/m
Γ(1+2/m)−M(x)2 ;

As(x) = Γ(1+ 3
m )λ3−3µΓ(1+ 2

m )λ2−2µ3

σ3 ;

Me(x) =λ ln 21/m;

Mo(x) = λ−1/m (m−1)1/m

m1/m , дляm > 1.

Гамма Γ(α,β)

Γ(α) =
∞
∫

0
xα−1e−x dx

F (x) = 1
βαΓ(α)

x
∫

0
xα−1 e−x/βdx, α> 0, β> 0, x ≥ 0

f (x) =







xα−1 e−x/β

βαΓ(α)
, x > 0;

0, x ≤ 0.

M(x) =αβ;

D(x) =αβ2;

As(E) = 2/
p
α;

E x(x) = 6/α;

Mo(x) = (α−1)β, приα≥ 1.
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При применении данного подхода к оценке изделий, переходящих в отходы, то есть к оцен-
ке количества выбывающих изделий, мы должны строить не кривые выживания (распределе-
ние функции выживания), а кривые смертности, либо пользоваться уже имеющимися кривыми.
Но для создания таких таблиц времен достижения предельного состояния для изделий и по-
строения по ним кривых выбытия по подобранной функции распределения у нас нет исходной
статистической информации по фактическому количеству выбывших («умерших»), либо про-
должающих эксплуатироваться изделий в определенном году. Мы об этом можем судить лишь
косвенно, по вновь выпускаемой и экспортируемой продукции данного класса. Но, опять-таки,
эти данные не совсем точные, так как производство идет не только на восполнение продукции,
вышедшей из строя, но либо на расширенное воспроизводство для удовлетворения все возрас-
тающей потребности рынка в этой продукции, либо на спад, из-за вытеснения определенных
изделий совершенно другими, более соответствующими новым достижениям науки и техники
(мобильные телефоны заменили пейджеры).

Интенсивность отказов из-за скрытых дефектов в начальный период эксплуатации можно
свести к минимуму за счет технологического прогона изделий и изъятия бракованных, что при-
водит к увеличениюнадежностиоставшейсяпродукции [9]. С одной стороны, это не должно ска-
зываться на количестве отходов, так как какая разница, в результате чего появился отход - при
производстве или эксплуатации, главное, что он появился. С другой стороны, на предприятии-
изготовителе бракованноеизделиеможноотремонтировать, либопревратить во вторичныйма-
териальный ресурс, следовательно, количество отходов из-за бракованных изделий на произ-
водстве не увеличится.

Далее мы остановимся более подробно на часто используемых в теории надежности вероят-
ностных распределениях.

4. Выбор вида закона распределения для оценки образования отходов

Чтобы можно было воспользоваться вероятностными законами распределения и суметь в
дальнейшем применить выбранную модель для расчета количества конкретного вида отходов,
необходимо иметь значения каких-то определенных величин, входящих в выражение, описы-
вающее ту или иную функцию. К таковым можно отнести средний срок службы объекта, пред-
ставляющий собой математическое ожидание и обозначаемое M(x), и коэффициент вариации

V =
p

D (x)

M (x)
, где D - дисперсия.

Средний срок службы объекта может устанавливаться, например, по нормативным доку-
ментам, в частности, распределяющим все изделия по амортизационным группам. Коэффици-
ент вариации взят нами из литературных источников: для машин и оборудования составляет
0,3-0,4 [10].

4.1. Логарифмически-нормальное распределение

Логнормальное распределение имеет вид (Табл. 1):

F (x) =















1

σ
p

2π

ln x
∫

0

e
− (x−µ)2

2σ2 d x, x ≥ 0;

0, x < 0.

, f (x) =







1

σx
p

2π
e
− (ln x−µ)2

2σ2 , x ≥ 0;

0, x < 0.

У этого распределениядисперсияD(x) = (eσ2

−1)eσ2+2µ иматематическое ожидание (средний

срок службы) M(x) = e
σ2

2
+µ.

Тогда

D (x) =V 2M 2 (x) , (eσ2

−1)eσ2+2µ =V 2e
2
(

σ2

2
+µ

)

,

(eσ2

−1) =V 2, eσ2

= 1+V 2.

В нашем случае, для V = 0,3−0,4:

σ2 = ln
(

1+V 2
)

= 0,086÷0,148, σ= 0,294÷0,385.
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Далее из определения математического ожидания получим:

M = e
σ2

2 eµ, ln M =
σ2

2
+µ.

Таким образом, для параметра µ имеем следующее выражение через M и V :

µ= ln M −
σ2

2
, µ= ln M −

1

2
ln

(

1+V 2
)

= ln
M

p
1+V 2

.

Для дисперсии имеем:

D(x) = (eσ2

−1)eσ2+2µ =
(

1+V 2 −1
)(

1+V 2
)

e
2ln Mp

1+V 2 =V 2
(

1+V 2
) M 2

(

1+V 2
) = M 2V 2.

Подставляя выражение дляµ= ln
M

p
1+V 2

в выражение для функции плотности вероятности,

получим:

f (x) =















1

σx
p

2π
e
−

(

ln x−ln Mp
1+V 2

)2

2σ2 , x ≥ 0;

0, x < 0.

, f (x) =















1

σx
p

2π
e
−

(

ln
x
p

1+V 2

M

)2

2σ2 , x ≥ 0;

0, x < 0.

При использовании параметров M , V , имеем следующие выражения:
- для моды:

Mo(x) = eµ−σ2

=
eµ

eσ2
=

e
ln Mp

1+V 2

1+V 2
=

M
√

(

1+V 2
)3

;

- для медианы:

Me(x) = eµ = e
ln Mp

1+V 2 =
M

p
1+V 2

;

- для коэффициента асимметрии:

As(x) = (eσ2

+2)
√

eσ2 −1 = (1+V 2 +2)
√

1+V 2 −1 =
(

3+V 2
)

V ;

- для коэффициента эксцесса:

E x(x) = e4σ2

+2e3σ2

+3e2σ2

−6 =
(

1+V 2
)4 +2

(

1+V 2
)3 +3

(

1+V 2
)2 −6.

Для конкретных значений V1 = 0,3 и V2 = 0,4 получим следующие характеристики распреде-
ления:

f1 (x) =







3,406

x
p

2π
e− (ln

1,044x
M )

2

0,172 , x ≥ 0;

0, x < 0.

, f2 (x) =







2,596

x
p

2π
e− (ln

1,077x
M )

2

0,297 , x ≥ 0;

0, x < 0.

D1(x) = 0,09M 2,D2(x) = 0,16M 2.

Mo1(x) = 0,879M , Mo2(x) = 0,8M .

Me1(x) = 0,958M , Me2(x) = 0,928M 2.

As1(x) = 0,927, As2(x) = 1,264.

E x1(x) = 1,566,E x2(x) = 2,969.
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Таким образом, кривая логнормального распределения принимает ненулевые значения
только приположительномзначении аргумента x иимеетправостороннююскошенность (асим-
метрию). Короткий «хвост» слева и длинный «хвост» справа свидетельствуют о более высокой
скорости отходообразования справа от моды, чем слева, в то время как для нормального рас-
пределения скорости отходообразования с обеих сторон моды равны. Но, как мы уже убедились
при рассмотрениикривых Айова, асимметрия дифференциальнойфункциираспределения ско-
рости отходообразования может быть не только лево-, но и правомодальной. Следовательно,
логнормальное распределение не отражает должным образом распределение рассматриваемой
случайной переменной.

4.2. Гамма-распределение

Гамма-распределение имеет вид (Табл. 1):

F (x) =















1

βαΓ(α)

x
∫

0

xα−1 e−x/βd x, α≥ 0, β≥ 0, x ≥ 0;

0, x < 0.

, f (x) =







xα−1 e−x/β

βαΓ(α)
, x > 0;

0, x ≤ 0.

У этого распределения дисперсияD(x) =αβ2 и математическое ожидание M(x) =αβ.
Тогда в нашем случае:

D (x) =V 2M 2 (x) , αβ2 =V 2αβ,

β=V 2, β= 0,09÷0,16,

где D - дисперсия, M - математическое ожидание (средний срок службы).
Далее из определения математического ожидания получим:

M =αβ, M =αV 2, α=
M

V 2
.

Для дисперсии имеем:

D (x) =V 2M 2.

Подставляя выражениедляα=
M

V 2
,β=V 2 в выражениедляфункцииплотностивероятности,

получим:

F (x) =















1

V
2 M

V 2 Γ
(

M
V 2

)

x
∫

0

x
M

V 2 −1
e−x/V 2

d x, x ≥ 0;

0, x < 0.

, f (x) =











1

V
2 M

V 2 Γ
(

M
V 2

)

x
M

V 2 −1
e−x/V 2

, x ≥ 0;

0, x < 0.

Для моды имеем следующее выражение через параметры M , V :

Mo(x) = (α−1)β=
(

M

V 2
−1

)

V 2 = M −V 2 при
M

V 2
> 1.

Для коэффициента асимметрии имеем:

As(x) = 2/
p
α= 2V /

p
M .

Для коэффициента эксцесса имеем:

E x(x) = 6/α= 6V 2/M .
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Для конкретных значений V1 = 0,3 и V2 = 0,4 получим следующие характеристики распреде-
ления:

f1 (x) =















x
M

0,09
−1 e−x/0,09

0,32 M
0,09 Γ

(

M
0,09

) , x ≥ 0;

0, x < 0.

, f2 (x) =















x
M

0,16
−1 e−x/0,16

0,42 M
0,16 Γ

(

M
0,16

) , x ≥ 0;

0, x < 0.

D1(x) = 0,09M 2,D2(x) = 0,16M 2.

Mo1(x) = M −0,09, Mo2(x) = M −0,16.

As1(x) = 0,6/
p

M , As2(x) = 0,8/
p

M .

E x1(x) = 0,54/M ,E x2(x) = 0,96/M .

Такимобразом, выражение длямодыпоказывает, что кривая гамма-распределенияявляется
левомодальной, что, как и в случае с логнормальнымраспределением,не соответствует характе-
ристикам отходообразования. Следовательно, гамма-распределениенеадекватно отражает рас-
пределение рассматриваемой случайной переменной.

4.3. Распределение Вейбулла

Распределение Вейбулла имеет вид (Табл. 1):

F (x) =
{

1−e−λxm

, x ≥ 0;
0, x < 0.

, f (x) =
{

λmxm−1 e−λxm

, x ≥ 0;
0, x < 0.

Представим плотность распределения вероятностей как функцию среднего срока службы µ
и коэффициента вариации V , где:

V =
p

D (x)

M (x)
=

σ

µ
; σ=V µ; D =σ2 =V 2µ2.

D =λ− 2
m Γ

(

1+
2

m

)

−µ2; µ=λ− 1
m Γ

(

1+
1

m

)

.

Тогда, приравнивая различные выражения для D, получаем:

λ− 2
m Γ

(

1+
2

m

)

=
(

1+V 2
)

µ2.

Таким образом, имеем следующие уравнения для определения параметров распределения
λ, m через µ:







λ− 2
m Γ

(

1+
2

m

)

=
(

1+V 2
)

µ2;

λ− 1
m Γ

(

1+ 1
m

)

=µ.

Решая эту систему уравнений, получаем:

(

1+V 2
)

µ2

Γ
(

1+ 2
m

) =

(

µ

Γ
(

1+ 1
m

)

)2

или

(

1+V 2
)

Γ
(

1+ 2
m

) =
1

(

Γ
(

1+ 1
m

))2
.

Таким образом, параметр m является функцией от коэффициента вариации V . Решая чис-
ленно это уравнение, получим зависимостьm(V ).

Тогда функция плотности распределения вероятностей как функция µ , V имеет вид:

f (x) =











(

Γ

(

1+ 1
m(V )

)

µ

)m(V )

m(V ) xm(V )−1 e
−

(

Γ

(

1+ 1
m(V )

)

µ

)

xm(V )

, x ≥ 0;

0, x < 0.
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Выразим параметр λ через M и V :

λ− 1
m =

M

Γ
(

1+ 1
m

) , λ=

(

M

Γ
(

1+ 1
m

)

)−m

,

тогда для моды имеем выражение:

Mo(x) =
λ−1/m (m −1)1/m

m1/m
=

M

Γ

(

1+ 1
m(V )

)

(m(V )−1)1/m(V )

m(V )1/m(V )
= M f (m(V )) ,

где

f (m (V )) =
(m (V )−1)1/m(V )

m (V )1/m(V )
Γ

(

1+ 1
m(V )

) ,

а функция m(V ) определяется из решения нелинейного уравнения
(

1+V 2
)

Γ
(

1+ 2
m

) =
1

(

Γ
(

1+ 1
m

))2
.

Если функция f (m(V )) > 1, то мода смещена вправо от математического ожидания, если эта
функция меньше 1, то мода смещена влево. График этой функции представлен на рисунке 7. Как
видно из графика, только в области 0 < V . 0,33 мода находится правее, в остальных случаях
она расположена левее. Из этого графика также видно, что правостороннее смещение не пре-
восходит определенного значения < 1,1.

Рис. 7. График зависимости f (m(V ))

Следовательно, кривые могут быть как левомодальными, так и правомодальными.
При использовании параметров M , V , имеем следующие выражения:
- для коэффициента асимметрии:

As =
Γ

(

1+ 3
m

)

λ3 −3µΓ
(

1+ 2
m

)

λ2 −2µ3

σ3

или

As =
Γ

(

1+ 3
m(V )

)

(

Γ

(

1+ 1
m(V )

)

M

)3m(V )

−3MΓ

(

1+ 2
m(V )

)

(

Γ

(

1+ 1
m(V )

)

M

)2m(V )

−2M 3

V 3M 3
;

- для медианы:

Me =λ ln 2
1
m =





Γ

(

1+ 1
m(V )

)

M





m(V )

ln2
1

m(V ) ;
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- для коэффициента эксцесса:

E x =











Γ

(

1+ 1
m(V )

)

M





4m(V )

Γ

(

1+
4

m(V )

)

−4





Γ

(

1+ 1
m(V )

)

M





3m(V )

MΓ

(

1+
3

m(V )

)

+

+6





Γ

(

1+ 1
m(V )

)

M





2m(V )

M 2
Γ

(

1+
2

m(V )

)

−3M 4






/
(

V 4M 4
)

.

Для конкретных значений V1 = 0,3 и V2 = 0,4 получим следующие характеристики распреде-
ления:

- дисперсия:
D1(x) = 0,09M 2, D2(x) = 0,16M 2.

- мода:
Mo1(x) = 1,018M , Mo2(x) = 0,947M .

- медиана:
Me1(x) = 0,817819M , Me2(x) = 0,776206M 2.

- коэффициент асимметрии
As1(x) =−0,0260637, As2(x) = 0,276674.

- коэффициент эксцесса
E x1(x) =−0,276598, E x2(x) =−0,212588.

Заключение

Исходя из изложенных выше рассуждений, сфер применения различных законов распреде-
ления и графиков этих распределений (Табл. 1), для вероятностной оценки скорости отходооб-
разования наиболее подходит распределение Вейбулла.

Можно видеть, что закон Вейбулла удовлетворяет также всем описанным ранее принципам
выбора между конкурирующими законами распределения срока службы:

- он теоретически обоснован, так как выводится из математических моделей теории надеж-
ности машин и оборудования; его функция распределения всегда неотрицательна, что соответ-
ствует физическому смыслу срока службы. С его помощью можно оперировать менее громозд-
кими массивами данных о сроке службы объектов и корректно интерпретировать получаемую
информацию;

- он универсален, поскольку описывает распределения сроков службы самых разных объек-
тов;

- он соответствует принципу полного описания, так как семейство распределений Вейбулла
описывает все периоды эксплуатации изделий, независимо от того, что вероятность выбытия
меняется с течением времени;

- он отвечает принципу достаточной аппроксимации при наименьшем числе параметров -
нормативном сроке службы, известном практически для всех изделий, и коэффициенте вариа-
ции срока службы (случайной величины), который можно принять, согласно многочисленным
исследованиям по теории машин, равным 0,3-0,4 [10].

Благодаря вышеперечисленному, можно считать, что семейство распределений Вейбулла
применимо в качестве инструмента при оценке количества образующихся за год отходов.
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S.M. Nayman, E.K. Vachagina

Probability laws and waste generation

Keywords: probability laws, product life cycles, waste, model of waste generation, Weibull distribution.

The paper deals with the life cycle of objects and exit of products out of service. It is shown that the transition
facilities in the waste can be described by probability models. A comparative analysis of different types of
distributions of continuous random variables was conducted to select the best approximation of the real
distribution of product life: normal, lognormal, exponential, Weibull, gamma distribution, demographic tables,
Gompertz-Makeham law of mortality, Iowa curves. The study of the form and function parameters of these
distributions showed that the probabilistic assessment waste generation speed more suited Weibull law.
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