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На основе качественного анализа системы дифференциальныхуравнений космологической модели, осно-
ванной на фантомном скалярном поле, исследовано асимптотическое поведение таких моделей и показа-
но, что в отличие от моделей с классическим скалярнымполем, такие модели имеют устойчивые асимпто-
тические решения с постояннымзначениемпотенциала как в бесконечном прошлом , так и в бесконечном
будущем. Построены численные модели космологической эволюции модели с фантомным скалярным по-
лем.
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Введение

Ранее была сформулирована космологическая модель, основанная на статистических систе-
мах скалярно заряженных частиц с межчастичным фантомным скалярным взаимодействием,
обладающего отрицательной кинетической энергией поля [1] - [8]. На основе сформулирован-
ной математической модели было проведено численное моделирование как вырожденных вы-
рожденных Ферми - систем, так и зарядово симметричной больцмановкой плазмы, состоящей
из скалярно заряженных частиц и античастиц [9] - [12]. Эти исследования выявили уникаль-
ные особенности космологических моделей, основанных на статистических системах скалярно
заряженных частиц с фантомным скалярным взаимодействием. Однако, поскольку основные
результаты были получены методами численного моделирования, на основе их затруднитель-
но описать асимптотические свойства соответствующих космологических моделей. В [13]-[14]
комбинированным применением методов качественной теории обыкновенных дифференци-
альных уравнений и их численного интегрирования были исследованы асимптотические свой-
ства стандартной космологическоймодели, основанной на классическоммассивном скалярном
поле. В частности, в этих работах было показано, что система уравнений Эйнштейна - Клей-
на-Гордона для однородной пространственно плоской космологической модели имеет одну
особую точку, соответствующую нулевым значениям потенциала скалярного поля и его произ-
водной, причем указанная особая точка может являться либо притягивающим центром, либо
притягивающимфокусом, либо притягивающим седлом. Кроме того, был обнаруженмикроско-
пический колебательный характер инвариантного космологического ускорения при приближе-
нии к особой точке со среднимзначением, соответствующимнерелятивистскому уравнениюсо-
стояния. В этой статье мы проведем аналогичное исследование для «стандартной» космологи-
ческой модели, основанной на фантомных полях. В этой модели, в отличие от рассмотренных в
статьях [1] - [12], мы не будем учитывать вклад обычной материи, то есть, будем рассматривать
свободные фантомные поля без источника.

1. Основные соотношения для космологической модели с фантомным скалярным полем

1.1. Уравнения свободного скалярного фантомного поля с самодействием

Функция Лагранжа фантомного скалярного поля с массойm и самодействием имеет вид [3]:

L =− 1
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где α - константа самодействия. Тензор энергии - импульса относительно этой функции
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имеет отрицательный кинетический член. Равенство нулю ковариантной дивергенции этого
тензора приводит к уравнению свободного фантомного скалярного поля:

äΦ−m2
∗Φ= 0, (1.3)

где
m2

∗ = m2 +αΦ
2 (1.4)

- эффективная масса скалярного бозона. Уравнение (1.3) отличается от уравнения Клейна-
Гордона наличием кубической нелинейности и отрицательным знаком массивного члена.

Выпишем также уравнения Эйнштейна с космологическим членом Λ> 0 4

R i k − 1

2
Rg i k =Λg i k +8πT i k

. (1.5)

1.2. Самосогласованные уравнения для пространственно - плоской модели Фридмана

Выпишем самосогласованныеуравненияпространственно - плоской космологическоймоде-
ли

d s2 = d t 2−a2
(t )(d x2 +d y2 +d z2

) (1.6)

- уравнение Эйнштейна
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и уравнение массивного фантомного скалярного поля с кубической нелинейностью5:

Φ̈+3
ȧ

a
Φ̇−m2

∗Φ= 0. (1.8)

При этом тензор энергии - импульса (1.2) имеет структуру тензора энергии - импульса изотроп-
ной жидкости с плотностью энергии и давлением:

ε= 1

8π

(

−Φ̇2 +m2
Φ

2 + α

2
Φ

4
)

;

p =− 1

8π

(

Φ̇
2 +m2

Φ
2 + α

2
Φ

4
)

, (1.9)

так что:

ε+p =−Φ̇
2

4π
.

1.3. Кинематические инварианты

В дальнейшем нам также понадобятся значения двух кинематических инвариантов Вселен-
ной Фридмана:

H (t )= ȧ

a
≥ 0; Ω(t )= aä

ȧ2
≡ 1+ Ḣ

H 2
(1.10)

- постоянная Хаббла и инвариантное космологическое ускорение.

4Мы используем планковскую систему единиц: G = c =ħ= 1 .
5Здесь и в дальнейшем ḟ ≡ d f /d t .



54 Yu. G. Ignat’ev, A.A. Agathonov

2. Качественный анализ

2.1. Приведение системы уравнений к нормальному виду

Пользуясь тем, что постоянную Хаббла можно выразить из уравнения Эйнштейна (1.7) через
функцииΦ, Φ̇, переходя к безразмерному комптоновскому времени:

mt = τ; (m 6≡ 0)

и проводя стандартную замену переменных Φ
′ = Z (t ), приведем уравнение поля (1.8) к виду

нормальной автономной системы обыкновенных дифференциальных уравнений на плоскости
{Φ, Z }:

Φ
′ = Z ; Z ′ =−

p
3

√

Λm −Z 2 +Φ2 + αm

2
Φ4 Z +Φ+αmΦ

3
, (2.1)

где f ′ ≡ d f /dτ и введены обозначения:

Λm ≡ Λ

m2
; αm ≡ α

m2
.

При этом:

H = m
a′

a
≡ mh; Ω= aa′′

a′2 ≡ 1+ h′

h2
. (2.2)

Таким образом, имеем автономную двумерную динамическую систему на фазовой плоско-
сти {Φ, Z }. Для приведения её к стандартным обозначениям качественной теории дифференци-
альных уравнений (см., например, [15]) положим:

Φ= x; Z = y ;P (x, y)= y ; Q(x, y) =−
p

3

√

Λm − y2 +x2 + αm

2
x4 y +x +αm x3

. (2.3)

Соответствующая нормальная система уравнений в стандартных обозначениях имеет вид:

x ′ = P (x, y); y ′ =Q(x, y). (2.4)

Для того, чтобы система дифференциальных уравнений (2.1) (или (14)) имела вещественное ре-
шение, необходимо выполнение неравенства:

Λm − y2 +x2 + αm

2
x4 ≥ 0. (2.5)

2.2. Особые точки динамической системы

Особые точки динамической системы определяются уравнениями (см., например, [15]) :

M : P (x, y) = 0; Q(x, y) = 0. (2.6)

Очевидно, что при любых значениях αm и Λm ≥ 0 система алгебраических уравнений (2.5), как
и в работах [13]-[14] имеет одно тривиальное решение

x = 0; y = 0 ⇒ M0(0,0). (2.7)

В случае αm < 0 кроме того, возможны и нетривиальные симметричные решения:

x = x± =± 1
p−αm

; y = 0 ⇒ M±(x±,0). (2.8)

Подставляя решения (2.8) в условие (2.5), получим необходимое условие вещественности реше-
ний в особых точках (2.7) и (2.8):

(17) →Λm ≥ 0;(18)→Λm − 1

2αm

≥ 0. (2.9)

Второе из этих условий всегда выполняется вследствие первого из них при αm < 0.
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2.3. Характеристическое уравнение и качественный анализ в случае вблизи нулевой особой
точки

Вычислим производные функций (2.3) в нулевой особой точке (2.6) при Λm > 0 :
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Таким образом, получаем характеристическое уравнение (см. [15]):
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так что:

λ+λ− =−1 (2.10)

- оба собственных значения вещественны и имеют противоположные знаки. Нетрудно видеть,
что собственные векторы λ - матрицы ортогональны:

u± = (λ±,1) ⇒ (u+,u−) = 0. (2.11)

Таким образом, согласно качественной теории динамических систем на плоскости (см., напри-
мер, [15]) исследуемая нами динамическая система (2.1) в случае Λm > 0 всегда имеет седловую
особуюточку (2.6), которая является неустойчивой при любом направлении времени. В случаеα> 0

эта точка является единственной особой точкой динамической системы. Нулевая особая точка
имеет 4 ортогональные сепаратрисы, которые соответствуют исключительным фазовым траек-
ториям, входящимпри t →±∞ в эту точкупонаправлениямсобственныхвекторов (2.11) (Рис.1).
Это означает, во-первых, что при t →±∞ во всех случаях, кроме исключительных, фазовые тра-
ектории не входят в особую точку, то есть, вблизи этой точки либо Φ 6= 0, либо Z 6= 0. При этом

Рис. 1. Фазовый портрет системы (2.1) при α> 0. Неустойчивое седло.

видно, что вся фазовая плоскость разделена на 4 квадранта, причем в левом и правом (симмет-
ричном) квадрантах всюду |Φ| > |Z |, а в верхнем и нижнем (симметричном) квадрантах всюду
|Φ| < |Z |. Таким образом, при приближении неисключительных фазовых траекторий к особой
точке либо a). Z → 0; Φ→Φ0 6= 0, либо b). Φ→ 0; Z → Z0 6= 0.
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2.4. Численное моделирование для α= 0

Численное моделирование динамической системы проводилось в прикладном математиче-
ском пакете Maple. На представленных ниже рисунках показаны некоторые результаты числен-
ного интегрирования уравнений (2.1) методом Розенброка, демонстрирующие наиболее харак-
терные особенности динамики космологической системы (Рис. 2 - 4).

На представленных фазовых портретах динамической системы (2.1), полученных числен-
ным интегрированием, можно проследить основные особенности космологической эволюции.
На раннем этапе наблюдается быстрый рост производной потенциала Φ′ = Z , затем возникает
длительный участок эволюции, на котором Z ≈ Const и значение скалярного потенциала растет
линейно со временем.

Рис. 2. Крупномасштабная картина фазового порт-
рета системы (2.1) для случая α = 0; Λm = 0.0001;
Φ(−1000) = 0.001; Z (−1000) = 0; t =−1000÷10000.

Рис. 3. Начальный участок фазового портрета си-
стемы (2.1) для случая α= 0; Λm = 0.0001; Φ(−1000) =
0.001; Z (−1000) = 0; t =−1001÷−999.

Рис. 4. Всплеск производной на начальном участке фазового портрета системы (2.1) для случая α= 0; Λm =
0.0001; Φ(−1000) = 0.001; Z (−1000) = 0; t =−1000÷−980.

Таким образом, представленныена рисунках 2 - 4 численно реализуют одну из фазовых тра-
екторий, показанных на качественной диаграмме (Рис. 1), а именно, - траекторию в правом
секторе диаграммы.
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2.5. Характеристическое уравнение и качественный анализ в случае αm < 0

Производные функций (2.3) в особых точках (2.8) при Λm > 0 равны:
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.

Характеристические уравнения для обеих особых точек совпадают и собственные точки имеют
один тип (см. [15]):
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Вследствие (2.10) подкоренное выражение в первом члене (2.13) строго больше нуля, поэтому
возможны три случая:
1) Λm −1/2αm −8/3 > 0 - тогда оба собственных значения вещественны и отрицательны. В этом
случае решение содержит два симметричных притягивающих (устойчивых) невырожденных узла.
Всефазовые траектории в окрестности таких особых точекпри t →∞ входят в эти точкии кроме
двух исключительных касаются собственного вектора минимальной длины. Собственные век-
торы снова определяются формулой (2.11), в которую необходимо подставить соответствующие
собственные значения из (2.13). Нетрудно показать, что таким собственным вектором мини-
мальной длины является u+ (Рис. 5).
2) Λm −1/2αm −8/3 = 0 - тогда оба собственных значения отрицательны и равны. В этом случае
решение содержит два симметричных вырожденных узла. Фазовый портрет практически совпа-
дает с портретом на рисунке 5.
3) Λm −1/2αm −8/3 < 0 - тогда оба собственных значения комплексно сопряженные, причем их
действительные части отрицательны. В этом случае решение содержит два симметричных при-
тягивающих фокуса (Рис. 6).

Рис. 5. Фазовый портрет системы (2.1) при α< 0; Λm −1/2αm −8/3 > 0. Один из симметричных притягиваю-
щих устойчивых симметричных узлов.
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Рис. 6. Фазовый портрет системы (2.1) при α< 0; Λm −1/2αm −8/3 < 0. Один из симметричных притягиваю-
щих устойчивых фокусов Re(λ) < 0 - вращение по часовой стрелке.

2.6. Численное моделирование для α< 0

Численное моделирование динамической системы проводилось в прикладном математиче-
ском пакетеMathematica. На представленныхниже рисунках 7 - 12 показаны некоторые резуль-
таты численного уравнений (2.1), демонстрирующие наиболее характерные особенности дина-
мики космологической системы.

Рис. 7. Космологическая эволюцияпотенциалаΦ(τ)

при αm = −100; Λm = 0.00001; Λm − 1/2αm − 8/3 =
−2.661656667; Φ(0) = 0.01, Z (0) = 0.

Рис. 8. Космологическая эволюция производной
потенциала Z (τ) для того же случая.

Заключение

Нетрудно видеть, что система (2.1) инвариантна относительно преобразования

Φ→−Φ; Z →−Z, (2.13)

то есть, по отношению отражения от нулевой особой точки, но не инвариантна по отношению
отражения от координатных осей. Кроме того видно, в что моменты времени t =±∞ перемен-
ные |Φ(±∞)| →∞ ; Z(±∞)| →∞ , то есть, в этой модели бесконечные значения скалярного по-
тенциала и его производной достигаются, как в бесконечном прошлом, так и в бесконечном
будущем. При этом фазовые траектории стремятся к сепаратрисам: Z = ±Φ, то есть, Φ ∼ e±t .
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Рис. 9. Участок фазового портрета системы (2.1) для того же случая. Правый притягивающий устойчивый
фокус Re(λ) > 0 - вращение против часовой стрелки. Фокус соответствует значению Φ≈ 0.1; τ= 0÷1000.

Рис. 10. Космологическая эволюция потенциала
Φ(τ) при αm =−100; Λm = 0.00001; Λm −1/2αm −8/3 =
−2.661656667; Φ(0) =−0.01, Z (0) = 0.

Рис. 11. Космологическая эволюция производной
потенциала Z (τ) для того же случая.

Рис. 12. Участок фазового портрета системы (2.1) для того же случая. Левый притягивающий устойчивый
фокус Re(λ) > 0 - вращение по часовой стрелке. Фокус соответствует значению Φ≈−0.1; τ= 0÷1000.

Поэтому при α> 0 в бесконечном прошлом и бесконечном будущем H = Const ⇒Ω= 1, то есть,
как в бесконечном прошлом, так и в бесконечном будущем Вселенная находится на стадии ин-
фляции.

В случае отрицательнойконстантывзаимодействия в наиболее интересном случае существо-
вания двух симметричных фокусов решение уравнений космологической модели стремится к
инфляционному в бесконечном будущем, причем в отличие от стандартной модели с классиче-
ским скалярным полем Φ(+∞) = Φ∞ 6= 0 и Φ(+∞) 6= Φ(−∞). В этом случае поздняя инфляция
может поддерживаться как космологической постоянной, так и поздним скалярным полем, что
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открывает новые возможности для манипуляции космологическими моделями в целях подгон-
ки их к наблюдательным данным.

В заключении Авторы выражают благодарность членам ВС (MW) — семинара по релятивист-
ской кинетике и космологии Казанского федерального университета за полезное обсуждение
работы.
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The qualitative and numerical analysis of the cosmological model based on phantom scalar field with self
interation

Keywords: cosmological model, phantom scalar field, quality analysis, asymptotic behavior, numerical simulation,
numerical gravitation.

PACS: 04.20.Cv, 98.80.Cq, 96.50.S 52.27.Ny

Based on a qualitative analysis of the system of differential equations a cosmological model based on phantom
scalar field, the asymptotic behavior of suchmodels and shows that in contrast to themodels with a classical scalar
field, such models are asymptotically stable solutions with a constant value of the potential in the infinite past,
and in the infinite future. The numerical models of cosmological evolution models with phantom scalar field.
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