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Исследуется космологическая эволюция статистических систем фермионов с межчастичным фантомным
скалярным взаимодействием, в котором вклад в полную энергию скалярного поля “кинетического” члена
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Введение

Фундаментальные скалярные поля играют важную роль в понимании динамики ранней Все-
ленной (см., например, [1], [2]) и с помощьюразличныхмодификаций теории гравитации, пред-
ложенных как самим А. Эйнштейном [3] (космологический Λ - член), так впоследствие Р. Ути-
ямом и Т. Фукуямой [4], A. Минкевичем [5], [6] (Poincarè gauge theory of gravity), A. Старобин-
ским [7] ( f (R) - гравитация), по-видимому, способны объяснить некоторые основные наблюда-
тельные факты космологии. Тем не менее, некоторые важные факты наблюдательной космоло-
гии до сих пор не нашли достаточно убедительного объяснения в рамках стандартного космоло-
гического сценария. К таким очевидным фактам, относится, например, существование нереля-
тивистского этапа расширенияВселенной, необходимогодля образования ее структуры. В связи,
в частности, и с этим обстоятельством в настоящее время рассматривается широкий спектр фе-
номенологических теорий фундаментального неминимально связанного скалярного поля, в ко-
торых вводятся различные связи между скалярными гравитационнымполями (потенциальная,
кинетическая, комбинированная). Соответствующие теоретико - полевые конструкции пресле-
дуют обычно следующую цель: подобрать такой феноменологический Лагранжиан взаимодей-
ствияи его параметры, которыйобеспечиваеткосмологический сценарийвсеминеобходимыми
этапами: инфляция→ ультрарелятивистский этап→ нерелятивистский этап→ вторичное уско-
рение. При этом, предшествующий стандартный космологический сценарий, общепринятый в
60-80-е годы XX-го столетия (горячая модель Гамова) встраивается между этапами раннего и
позднего космологического ускорения.

В этой статье мы рассматриваем космологические модели, построенные на фундаменталь-
ном скалярном взаимодействии. В отличие от феноменологических неминимальных моделей
скалярного взаимодействия мы рассмотрим динамические модели статистических систем ска-
лярно заряженных частиц, в которых некоторые сорта частиц могут прямым образом взаимо-
действовать со скалярным полем через некоторый фундаментальный скалярный заряд. Стати-
стическая система, обладая, скалярным зарядом и сама являясь источником скалярного поля,
может эффективно влиять на скалярное поле, управляя его поведением. Такое скалярное взаи-
модействие было введено в общерелятивистскую кинетическую теорию в 1982 г одним из авто-
ров статьи [8], [9], [10], [11] и несколько позже - Г.Г. Ивановым [12]. В частности, в работах [9], [10]
на основе кинетической теории получена самосогласованная система уравнений, описывающая
статистическую систему частиц со скалярным взаимодействием. В работе [13] были исследова-
ны групповые свойства равновесных статистических конфигураций со скалярным взаимодей-
ствием. В работах [14], [15] были сформулированы уравнения космологической модели на ос-
нове статистических Ферми - систем со скалярным взаимодействием и осуществлены попытки
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численного моделирования таких систем. В работах [16], [17], [18], [21], [23]4 макроскопическая
теория статистических систем со скалярным взаимодействием была значительно усовершен-
ствована и расширена на случай фантомных скалярных полей, а в работах [24], [25] - на сектор
отрицательных эффективных масс скалярно взаимодействующих частиц, в этих же работах бы-
ли изучены трансформационные свойства математических моделей статистических систем со
скалярным взаимодействиям по отношению к преобразованиям заряда, химического потенци-
ала и других параметров модели. В работах [26], [27] математическая модель космологических
систем со скалярным взаимодействием была расширена на случай конформно инвариантно-
го скалярного поля и изучены асимптотические трансформационные свойства этой модели, а
также исследована бесстолкновительная кинетическая модель Власова. В работе [28] исследова-
ныасимптотические свойствакосмологическоймодели, основанныена статистической системе
почти вырожденных фермионов с межчастичным скалярным взаимодействием.

Перейдем теперь к вопросам численного моделирования космологической эволюции стати-
стических систем смежчастичнымфантомным скалярным взаимодействием, обладающимотри-
цательной «кинетической» энергией. С математической точки зрения система дифференциаль-
ных уравнений, описывающих космологическую эволюцию таких динамических систем отно-
сится к классу жестких систем, численное моделирование которых сопряжено с весьма больши-
ми вычислительными трудностями. Жесткий характер системы обусловлен, в первую очередь,
уравнениями Эйнштейна, в левой части которых содержится квадрат “постоянной” Хаббла, а в
правой содержится знакопеременное выражение, знак которого определяется игрой двух фак-
торов - отрицательной кинетической энергии и положительной потенциальной. Некоторые ре-
зультаты численного моделирования таких систем были получены в работах [29] (космологиче-
ская эволюция вырожденногоФерми-газа), [30] (космологическая эволюция однокомпонентно-
го Больцмановского газа), [31] (комплексное исследование).

Результаты численного моделирования позволили выявить ряд уникальных свойств космо-
логических статистических моделей с межчастичным фантомным взаимодействием, в частно-
сти, (см., например, [31]):

1. всплеск ускорения - наличие резкихфантомных всплесковинвариантного космологическо-
го ускорения в достаточно широкой области параметров модели;

2. фаза плато - возникновение космологических этапов с постоянным ускорением;

3. температурная вспышка- быстрый разогрев статистической системы на определенных
этапах эволюции.

Эти, а также и другие особенности фантомного скалярного взаимодействия резко отличают его
от классического скалярного взаимодействия, сводящегося, фактически, к модели затухающих
колебаний осциллятора в потенциальной яме. Указанные особенности космологических стати-
стических моделей с межчастичным фантомным скалярным взаимодействием, возможно, мо-
гут объяснить ряд не совсем понятных в настоящее время наблюдательных фактов, относящим-
ся, как к ранним, так и поздним эпохам космологической эволюции, а также выявить природу
темной энергии и темной материи. Данная статья как раз и посвящена выявлению устойчивых
особенностей космологических статистических моделей с межчастичным фантомным скаляр-
ным взаимодействием, которые могут быть использованы в конструировании моделей темных
секторов энергиииматерии.Поскольку, какбылопоказано ранее (см.цитированные вышерабо-
ты) космологическая эволюция статистических систем со скалярным взаимодействием весьма
слабо зависит от типа статистики, в этой статье численное моделирование мы будем проводить
для вырожденные или почти вырожденных систем фермионов в качестве носителя скалярного
заряда.

4см. также монографии [19], [20] и обзор [22].
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1. Математическая модель статистических систем с межчастичным фантомным
скалярным взаимодействием

1.1. Микроскопическая динамика скалярно заряженных частиц

Канонические уравнения движения релятивистской частицы в фазовом пространствеΓ име-
ют вид (см., например, [9]):

d xi

d s
= ∂H

∂Pi

;
dPi

d s
=−∂H

∂xi
, (1.1)

где H (x,P ) - релятивистски инвариантная функция Гамильтона. u i = d xi /d s - вектор скоро-
сти частиц. Вычисляя полную производную от функции динамических переменныхΨ(xi ,Pk), с
учетом (1.1) найдем:

dΨ

d s
= [H ,Ψ], (1.2)

где введены инвариантные скобки Пуассона:

[H ,Ψ] = ∂H

∂Pi

∂Ψ

∂xi
− ∂H

∂xi

∂Ψ

∂Pi

. (1.3)

Отметим, что скобка Пуассона (1.3) может быть переписана в явно ковариантнойформе с помо-
щью оператора ковариантного дифференцирования по Картану, ∇̃i ,

5 (см., например, [34])6:

∇̃i =∇i +Γ
k
i j Pk

∂

∂P j

, (1.4)

где ∇i - оператор ковариантного дифференцирования по Риччи, а Γ
k
i j
- символы Кристоффеля

второго рода относительно метрики gi j базы X . Оператор ∇̃ определяется таким образом, что

∇̃i Pk ≡ 0 (1.5)

и выполняется следующее символическое правило дифференцирования функций:

∇̃iΨ(x,P ) =∇i [Ψ(x],P ). (1.6)

Это правило означает, что для вычисления производной по Картану от функции Ψ(x,P ) доста-
точно вычислить обычную ковариантную производную функции при ковариантном постоян-
стве вектора импульса. Вследствие этого равенства введенныйоператор удобен для выполнения
дифференциальных и интегральных операций в фазовом пространстве Γ. Перепишем скобки
Пуассона (1.3) в явно ковариантной форме:

[H ,Ψ] ≡ ∂H

∂Pi

∇̃iΨ− ∂Ψ

∂Pi

∇̃i H , (1.7)

Функция Гамильтона и соотношение нормировки для обобщенного импульса принимают
вид7:

H (x,P ) = 1

2

[
m−1

∗ (x)(P,P )−m∗
]
= 0, (1.8)

H (x,P ) = 0 ⇒ (P,P ) = m2
∗, (1.9)

гдеm∗ = m∗(Φ) - эффективная масса частиц.
Отметим тождества действительные для функции Гамильтона (1.8), которые могут быть по-

лезны в дальнейшем:
∇̃i H =−∇i m∗, (1.10)

5Ковариантная производная в расслоении Γ [35].
6Ковариантные производные по Картану впервые были использованы в релятивистской статистике А.А. Власовым

[36].
7Здесь и в дальнейшем принята универсальная система единиц ħ= c =G = 1.
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[H ,Ψ] = 1

m∗
P i ∇̃iΨ+∂i m∗

∂Ψ

∂Pi

, (1.11)

гдеΨ(x,P ) - произвольная функция.
Инвариантный функционал действия классической частицы в скалярных полях {Φ1, . . . ,Φn }

имеет вид [25]

S =
∫

m∗d s, (1.12)

где m∗(Φ1, . . . ,Φn ) - инвариантная эффективная масса частицы в скалярных полях. Вследствие
аддитивности функции Лагранжа эффективная масса частицы должна иметь вид [25]:

m∗ = m0 +
∑

r

q (r )
Φr , (1.13)

где m0 - некоторая начальная масса покоя и q (r ) - заряд частицы относительно скалярного по-
ля Φr , которые мы предполагаем функционально независимыми. В частности, для скалярного
синглета {Φ1, . . . ,Φn } ≡Φ

m∗ = m0 +qΦ. (1.14)

Как было показано в [21], отрицательность функции эффективной масс частицы не приводит к
каким-либо противоречий на уровне микроскопической динамики, так как наблюдаемый им-
пульс частицы (как и трехмерная скорость vα = uα/u4) сохраняет свою ориентацию в отличие от
не наблюдаемой кинематической 4-скорости частицы ui :

p i = m∗
d xi

d s
≡ P i . (1.15)

Заметим, что эффективная масса частицы (1.13) может быть и отрицательной величиной,
однако это никак не сказывается ни на уравнениях движения, ни на определении макроско-
пических потоков динамических величин [25], поскольку в эти величины и соответствующие
им уравнения входит лишь абсолютная величина эффективной массы частицы. Так, например,
уравненияЭйлера-Лагранжадля частицыв скалярныхи гравитационныхполях принимаютвид:

d 2xi

d s2
+Γ

i
j k

d x j

d s

d xk

d s
= ∂,k ln |m∗|P i k , (1.16)

где:

P
i k =P

ki = g i k −ui uk ; ui = d xi

d s
(1.17)

- тензор ортогонального проектирования на направление u такой, что:

P
i k uk ≡ 0; P

i k gi k ≡ 3. (1.18)

1.2. Макроскопические средние и уравнения переноса динамических средних

Пусть fa (x, p) есть инвариантная функция распределения a-го сорта частиц в семимерном
фазовом пространстве Γ= X ×P , причем

dP =p−g
d p1d p2d p3

p4

(1.19)

есть инвариантный элемент объема 3-х мерного пространства импульсов, где p4 есть положи-
тельный корень уравнения (1.9). С помощью инвариантной функции распределения определя-
ются макроскопические средние некоторой динамической скалярной функцииψ(x, p):

Ψ(τ) = 2S +1

(2π)3

∫

V

Ui dV

∫

P (X )

p i dPψ(x, p) f (x, p), (1.20)
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гдеU i есть вектор скорости макроскопического поля наблюдателей, а τ есть время, измеряемое
по часам этих наблюдателей. Внутренний интеграл по импульсному пространству в (1.20) пред-
ставляет собой вектор потока динамической величиныψ. В частности, приψ= 1мы получим из
(1.20) вектор плотности потока частиц8:

ni (x) = 2S +1

(2π)3

∫

P (X )

p i f (x, p)dP, (1.21)

так что:

N (τ) =
∫

V

niUi dV (1.22)

есть полное число частиц в объеме V в момент времени τ.
Пусть в статистической системе протекают реакции:

m∑

A=1

νAaA⇄
m′∑

B=1

ν′
B a′

B , (1.23)

где aA - символы частиц, а ν A - их числа в каждом канале реакции. Таким образом, обобщенные
импульсы начального (I) и конечного (F) состояний равны:

p I =
m∑

A=1

νA∑

α

pα
A, pF =

m′∑

B=1

ν′B∑

α′
p ′α′

B → p I = pF . (1.24)

Далее, строгими следствиями общерелятивистских кинетических уравнений являются уравне-
ния переноса динамических величин [25]:

∇i

∑

a

∫

P0

ψa fa p i dPa −
∑

a

∫

P0

fam∗[Ha ,ψa ]dPa =

−
∑

by chanel s

∫( m∑

A=1

νAψA −
m′∑

B=1

ν′
Bψ

′
B

)
×δ4(pF −p I )(ZI F WI F −ZF I WF I )

∏

I ,F

dP, (1.25)

где
WF I = (2π)4|MI F |22−∑

νA+
∑
ν′

b

- матрица рассеяния канала реакций (1.23), (|M I F | - инвариантные амплитуды рассеяния);

ZI F =
∏

I

f (pα
A)

∏

F

[1± f (pα′

B )];

ZF I =
∏

I

[1± f (pα
A)]

∏

F

f (pα′

B ),

знак “+” соответствует бозонам, “-” - фермионам (подробности см. в [10,11]).
Полагая в (1.25) Ψa = ga , где ga - некоторые фундаментальные заряды, сохраняющиеся в

реакциях (1.23), получим с учетом (1.11) уравнения переноса плотностей потоков числа частиц
статистической системы:

∇i J i
G = 0, (1.26)

где:

J i
G =

∑

a

2S +1

(2π)3
ga

∫

P

fa(x, p)p i dP. (1.27)

- вектор плотности фундаментального тока, соответствующего зарядам g a . В частности, закон
сохранения (1.26) всегдаимеетместодля каждого сортачастицb (ga = δb

a) при условииупругости
их столкновений.

8Числовой вектор по Дж. Сингу [32]
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Положимв (1.25)Ψa = P k . Тогда в результате закона сохраненияимпульса при столкновениях
(1.23), подынтегральное выражение в больших скобках (1.25) становится равным:

m∑

A=1

νAΨA −
m′∑

B=1

ν′
BΨ

′
B ≡ P I −PF = 0.

Тогда, получим уравнения переноса энергии-импульса статистической системы:

∇k T i k
p −

∑

r

σ(r )∇i
Φr = 0, (1.28)

где введентензор энергии-импульса статистической системы

T i k
p =

∑

a

2S +1

(2π)3

∫

P

fa(x, p)p i pkdP (1.29)

и скалярная плотность заряда статистической системы относительно скалярного поля Φr , σ
(r ) :

σ(r ) =
∑
a

σ(r )
a , (1.30)

гдеσ(r )
a скалярная плотность заряда a - компоненты статистической системыотносительно ска-

лярного поля Φr Φr :

σ(r )
a = 2S +1

(2π)3
m∗

a q (r )
a

∫

P

fa(x, p)dP0. (1.31)

В частности, для синглета (q,Φ) закон сохранения (1.28) принимает вид:

∇k T i k
p −σ∇i

Φ= 0, (1.32)

где (см. [10,22]):

σ=Φ
2S +1

(2π)3
q2

∫

P )

f (x, p)dP. (1.33)

Следует отметить, что форма (ТЭИ) (1.29), а также скалярной плотности заряда (1.31), найден-
ная для скалярно заряженных частиц при заданной функции Гамильтона является однознач-
ным следствием канонических уравнений и предположения о сохранении полного импульса в
локальных столкновениях частиц.

1.3. Фантомные скалярные поля с притяжением

Функция Лагранжа массивногофантомного скалярного поля с притяжением одноименно за-
ряженных частиц имеет вид [23]9:

Ls =− 1

8π

(
g i k

Φ,iΦ,k +m2
sΦ

2
)
, (1.34)

а соответствующий тензор энергии-импульса равен:

T i k
s = 1

8π

(
−2Φ,i

Φ
,k +g i k

Φ, jΦ
, j +g i k m2

sΦ
2
)
. (1.35)

В этой статье мы будем рассматривать скалярный синглет. В этом случае закон сохранения сум-
марного тензора энергии-импульса системы “скалярно заряженные частицы + скалярное поле”
T i k = T i k

p +T i k
s имеет вид:

∇k T i k =− 1

4π

(
�Φ−m2

s Φ−4πσ
)
∇i

Φ= 0, (1.36)

9В [18] показано, что классические скалярные поля с притяжением одноименно скалярно заряженных частиц несов-
местимы с уравнениями Эйнштейна, как и фантомные скалярные поля с отталкиванием одноименно заряженных ча-
стиц.
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откуда мы получаем уравнение для скалярного поля с источником (1.37):

�Φ−m2
s Φ= 4πσ. (1.37)

Решение уравнения поля для точечного скалярного источника, покоящегося в начале координат
евклидового пространства

f (x, p) = δ(3)(r)δ(3)(p),

имеет вид [18]:

Φ= q
sinmsr

r
, (1.38)

и, фактически, совпадает с решением уравнений Эйнштейна для малых сферических гравита-
ционных возмущений на фоне метрики Фридмана [37]. Из (1.38) следует, что собственная масса
скалярной частицы приm0 = 0 определяется ее потенциальной энергией в собственном скаляр-
ном поле10:

m0
∗ = lim

r→0
qΦ(r ) = qms . (1.39)

Заметим, что решение полевого уравнения для фантомного поля в случае одиночного отличает-
ся от соответствующегорешенияполевого уравнениядля классическогополя заменой sinmsr →
e−ms r .

Далее, сила взаимодействия двух скалярно заряженных частиц с зарядами q1 и q2, находя-
щихся на расстоянии r , согласно (1.16) и (1.17) равна:

F12 =−q1q2

r

r 3
(ms r cosms r −sinms r ). (1.40)

На малых расстояниях

F12 =−q1q2

r

3
m3

s , (r ms ≪ 1) (1.41)

эта сила является силой притяжения для одноименно скалярно заряженных частиц и действует
подобно упругой силе с модулем упругости k = q1q2m3

s /3. Поэтому можно утверждать, что при
малых расстояниях пары одноименно скалярно заряженных частиц будут подобно осциллятору
совершать гармонические колебания с частотой

√
k/m∗ = ms

√
q/3. На больших расстояниях

F12 =−q1q2

r

r 2
cosms r, (r ms ≫ 1) (1.42)

сила знакопеременна и падает пропорционально 1/r . Для разноименно скалярно заряженных
частиц сила F12 на малых расстояниях соответствует отталкиванию. Вакуумные решения урав-
нения (1.37) соответствуют запаздывающим и опережающим волнам при волновых числах k,
больших комптоновских,

Φ=
∑

±
C±+e±i

p
k2−m2

s t+i kr; k2 > m2
s , (1.43)

распространяющимся с фазовой скоростью, меньшей скорости света. Для волновых чисел k,
меньших комптоновских, вакуумные решения соответствуют растущим и затухающим стоячим
волнам11:

Φ=
∑

±
C±e±

p
m2

s−k2t+i kr; k2 < m2
s . (1.44)

1.4. Локально равновесные статистические системы скалярно взаимодействующих частиц

В случае локального термодинамическогоравновесия (ЛТР), которыйтолькои будетрассмат-
риваться в данной статье12, функция распределения частиц имеет локально - равновесный вид:

f 0
(a)(x, pa) =

{
exp

[−µa + (v,Pa)

θ

]
∓1

}−1

, (1.45)

10Заметим, что скалярный заряд частицы является безразмерной величиной ([q] = 0).
11Эти особенности решений еще раз подчеркивают уникальный, “экзотический” характер фантомного скалярного

поля.
12Бесстолкновительная кинетическая модель рассматривалась в работах [26], [27]



Статистические космологические системы фермионов с межчастичным фантомным скалярным взаимодействием 55

где знаки − и + соответствуют частицам с целым и полуцелым спином, v i - времениподобный
вектор макроскопической скорости статистической системы, так что:

(v, v)= 1, (1.46)

θ - локальная температура статистической системы. Далее, µ a - химический потенциал a -го
сорта частиц, при этом химические потенциалы должны удовлетворять условиям химического
равновесия:

m∑

A=1

νAµA =
m′∑

B=1

ν′
Bµ

′
B . (1.47)

1.5. Моменты равновесного распределения

Моменты распределения (1.45) равны [25]:

ni
(a)(x) = n(a)(x)v i ; (1.48)

T i k
p (x) = (Ep +Pp )v i vk −Pp g i k , (1.49)

где n(a) есть плотность числа частиц сорта “a”, Ep = ∑
E(a) и Pp = ∑

P (a) есть суммарные плот-
ность энергии и давление статистической системы:

n(a) = 2S +1

2π2
m3

∗

∫∞

0

sh2xchxd x

e−γa+λ∗chx ±1
; (1.50)

Ep =
∑

a

2S +1

2π2
m4

∗

∫∞

0

sh2xch2xd x

e−γa+λ∗chx ±1
; (1.51)

Pp =
∑

a

2S +1

6π2
m4

∗

∫∞

0

sh4xd x

e−γa+λ∗chx ±1
; (1.52)

Tp =
∑

a

2S +1

2π2
m2

∗

∫∞

0

sh2xd x

e−γa+λ∗chx ±1
; (1.53)

σ =
∑

a

2S +1

2π2
q(m +q(a)Φ)3

∫∞

0

sh2xd x

e−γa+λ∗chz ±1
, (1.54)

где введены две безразмерные скалярные функции:

λ∗ =
m∗
θ

; γ(a) =
µ(a)

θ
, (1.55)

а макроскопические скаляры Ep , Pp , Tp и σ получаются суммированием соответствующих ве-
личин по компонентам системы.

Заметим, что химический потенциал безмассовых частиц, обладающих нулевыми фунда-
ментальными зарядами, в состоянии ЛТР равен нулю. Этот вывод следует из того, что числа
νa

A таких частиц, участвующих в реакциях (1.23), могут быть совершенно произвольными. Тогда
из факта существования реакции аннигиляции частиц и античастиц следует известное соотно-
шение [39]:

µ (a) =−µ(a) . (1.56)

Заметим также, что релятивистский химический потенциал связан с импульсомФерми p f стан-
дартным релятивистским соотношением:

µ=
√

m2
∗+p2

f
. (1.57)
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2. Математическая модель локально равновесной самогравитирующей статистической
системы скалярно заряженных частиц

2.1. Полная система уравнений

Полная система самосогласованных макроскопических уравнений, описывающих самогра-
витирующую статистическую систему скалярно заряженных частиц, состоит:

• Во-первых, из уравнений Эйнштейна:

R i k − 1

2
Rg i k = 8π(T i k

p +T i k
s ), (2.1)

где T i k
p - определенный выше тензор энергии - импульса статистической системы (1.49),

(1.51), (1.52), а T i k
s тензор энергии - импульса скалярного поля (1.35).

• Во-вторых, из уравнений переноса тензора энергии - импульса частиц (1.32).

• В-третьих, из уравнения скалярного поля с источником (1.37).

• В-четвертых, из закона сохранения частиц (1.26):

∇i

∑

(a)

e(a)ni
(a) = 0. (2.2)

Выясним, к чему приводят законы сохранения (1.32) и (2.2) в условиях LTE (см. [31]). С помощью
(1.48) приведем закон сохранения числа частиц 2.2) к виду:

∇k (∆nvk) = 0, ∆n ≡
∑

(a)

e(a)n(a). (2.3)

Из соотношения нормировки вектора скорости (1.46) вытекает известное тождество:

vk
,i vk ≡ 0. (2.4)

Далее, с учетом определения (1.49) законы сохранения тензора энергии - импульса статистиче-
ской системы (1.32) можно привести к виду:

(Ep +Pp )v i
,k vk = (g i k−v i vk)(Pp,k +σΦ ,k ); (2.5)

∇k (Ep +Pp )vk = (Pp,k +σΦ ,k )vk . (2.6)

Таким образом,формально на 3макроскопическиескалярныефункции Ep ,Pp ,ne и 3незави-
симые компоненты вектора скорости v i макроскопические законы сохранения дают 5 незави-
симых уравнений (2.3) - (2.6), так как одно из уравнений (2.5) является зависимым от осталь-
ных вследствие тождества (2.4). Однако, не все указанные макроскопические скаляры функ-
ционально независимы, поскольку все они определяются локально равновесными функциями
распределения (1.45). При разрешенной серии условий химического равновесия, когда неза-
висимым остается лишь один химический потенциал, разрешенном уравнении массовой по-
верхности и заданных скалярном потенциале и масштабном факторе четыре макроскопиче-
ские скаляра, Ep ,Pp ,ne ,σ, определяются двумя термодинамическими скалярами — некоторым
химическим потенциалом µ и локальной температурой θ. Таким образом, система уравнений
(2.3) - (2.6) оказывается полностью определенной.

2.2. Космологическая модель

Рассмотрим сформулированную выше самосогласованную математическую модель приме-
нительно к космологической ситуации для пространственно - плоской модели Фридмана:

d s2 = d t 2 −a2(t )(d x2 +d y2 +d z2).
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В этом случае все термодинамическиефункции зависят только от времени. Нетрудно убедиться,
что v i = δi

4 обращает уравнения (2.5) в тождества, система уравнений (2.3) - (2.6) сводятся к двум
дифференциальным уравнениям относительно двух термодинамических функций µ и θ.а :

Ėp +3
ȧ

a
(Ep +Pp ) =σΦ̇; (2.7)

∆̇n+3
ȧ

a
∆n = 0 ⇒∆na3 = Const. (2.8)

ПриΦ=Φ(t ) тензор энергии - импульса скалярного поля также принимает вид тензора энергии
- импульса изотропной однородной жидкости:

T i k
s = (Es +P s )v i vk −P s g i k , (2.9)

где

Es =
1

8π
(−Φ̇2 +m2

sΦ
2); (2.10)

P s =− 1

8π
(Φ̇2 +m2

sΦ
2), (2.11)

так что:

Es +P s =−Φ̇
2

4π
. (2.12)

Уравнение скалярного поля в метрике Фридмана принимает вид:

Φ̈+3
ȧ

a
Φ̇−m2

sΦ= 4πσ. (2.13)

К этим уравнениям необходимо добавить нетривиальное уравнение Эйнштейна:

3
ȧ2

a2
= 8πE , (2.14)

где E - суммарная плотность энергии фермионов и скалярного поля. Эта система уравнений
(2.7), (2.8), (2.13) и (2.14) относительно переменных θ(t ),µ(t ),Φ(t ), a(t ) описывает замкнутую
математическую модель космологической эволюции статистической системы с межчастичным
фантомным скалярным взаимодействием (см. [23] ). В этих уравнениях одно, (2.8), является ал-
гебраическим, два, (2.7) и (2.14), являются обыкновенными дифференциальными уравнениями
первого порядка и одно уравнение, (2.13), является обыкновенным дифференциальным урав-
нением второго порядка. Таким образом, при приведении этой системы к нормальному виду
мы получим систему четырех обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с
алгебраической связью относительно пяти функций:

µ(t ); θ(t ); Φ(t ); Z (t )= Φ̇; a(t ). (2.15)

2.3. Упрощение уравнений космологической модели

Заметим следующие важные обстоятельства:

1. Система уравнений (2.7), (2.13) и (2.14) с учетом определений (1.50) - (1.54), а также (2.10) и
(2.11) является автономной системой обыкновенных дифференциальных уравнений отно-
сительно функций (2.15), так как временная переменная явно не входит в эти уравнения.
Следовательно, этупеременнуюможноисключить, переходяк новой системепеременных:

µ(a); θ(a); Φ(a); Φ′
a ; ȧ(a), (2.16)

полагая

dφ(t )

d t
= dφ

d a
ȧ; ä = d ȧ

d a
ȧ ≡ 1

2

d ȧ2

d a
;

d 2φ

d t 2
= d 2

d a2
+ 1

2

dφ

d a

d ȧ2

d a
. (2.17)
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2. В этихпеременныхзакон сохраненияэнергии-импульса статистической системы (2.7)при-
нимает вид:

dEp

d a
+ 3

a
(Ep +Pp ) =σΦ′

a . (2.18)

3. В этих переменных уравнение скалярного поля (2.13) принимает вид:

Φ
′′
aa ȧ2 + 1

2
Φ

′
a

d ȧ2

d a
+3

ȧ2

a
Φ

′
a −m2

sΦ= 4πσ. (2.19)

4. Наконец, уравнение Эйнштейна (2.14) становится алгебраическим уравнением относи-
тельно переменных (2.16):

(
3

a2
+Φ

′
a

2

)
ȧ2 = m2

sΦ
2 +8πEp . (2.20)

В принципе, это последнее уравнение легко разрешить относительно ȧ и результат подставить
в уравнение поля (2.19). В результате у нас останется система трех обыкновенных дифференци-
альных уравнений относительно переменныхΦ(a),Φ′

a (a) и одной из термодинамическихфунк-
ций. Найдя решение этих уравнений, мы должны разрешить уравнение

d a

d t
= ȧ ⇒ a = a(t ). (2.21)

3. Математическая модель релятивистской почти вырожденной Ферми - системы

3.1. Макроскопические скаляры для почти вырожденной однокомпонентной Ферми-системы

В этом разделе мы более подробно исследуем аналитические свойства почти вырожденной
локально равновесной Ферми - системы с межчастичным скалярным взаимодействием. Заме-
тим, что эти свойства, относящиеся непосредственно к частицам, не зависят от характера ска-
лярного взаимодействия: они совпадают для систем с классическим и фантомным скалярным
взаимодействием. Поскольку в этой статье мы рассматриваем космологические модели с уль-
трарелятивистским стартом, необходимо учитывать в состоянии термодинамического равно-
весия частицы и античастицы одновременно. Рассмотрим вопрос о необходимости учета анти-
частиц для простоты в симметричной модели, в которой m+

∗ = m−
∗ = |qΦ| (см., например, [31]).

Согласно (1.56)в условиях ЛТР должно выполняться условие антисимметрии химических потен-
циалов частици античастиц. Такимобразом, длямакроскопических скаляров (1.50) - (1.52) име-
ем:

n± = 2S +1

2π2

∞∫

0

1

e∓γ+
p

m2∗+p2

θ +1

p2d p ; (3.1)

E± = 2S +1

2π2

∞∫

0

p2
√

m2
∗+p2d p

e∓γ+
p

m2∗+p2

θ +1

; (3.2)

P± = 2S +1

6π2

∞∫

0

1

e∓γ+
p

m2∗+p2

θ +1

p4d p
√

m2
∗+p2

. (3.3)

Предполагая выполненным закон сохранения скалярного заряда фермионов (2.8), запишем:

∆n = 2S +1

2π2

∞∫

0

(
p2

e−γ+ ε(p)

θ +1
− p2

eγ+ ε(p)

θ +1

)
d p, (3.4)
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где ∆n - константа в правой части (2.8), пропорциональная избытку фермионов над антифер-

мионами; ε(p)=
√

m2
∗+p2 - кинетическая энергия частиц. Будем далее полагать выполненным

условие сильного вырождения:
γ≫ 1 ⇒ e−γ ≪ 1. (3.5)

Будем разлагать соответствующие интегралы по этой малой экспоненте. Вследствие (3.5) в по-
динтегральных выражениях для античастиц член с экспонентой является большим по сравне-
нию с единицей, которую можно отбросить. Как следует из (3.5) в условиях сильного вырожде-
ния число античастиц экспоненциальномало в статистической системе даже, если она является
ультрарелятивистской.

Античастицы:
Таким образом, макроскопические плотности для античастиц в условиях сильного вырождения
легко находятся [28] и сводятся к классическим выражениям для соответствующих плотностей
с учетом множителя e−γ:

n− = 2S +1

2π2
m3

∗e−γ K2(λ)

λ
; (3.6)

E− = (2S +1)

2π2
m4

∗e−γ
(

K3(λ)

λ
− K2(λ)

λ2

)
; (3.7)

P− = (2S +1)

2π2
m4

∗e−γ K2(λ)

λ2
; (3.8)

σ− = 2S +1

2π2
qm3

∗e−γ K1(λ)

λ
, (3.9)

где

Kn(z) =
p
πzn

2nΓ
(
n + 1

2

)
∫∞

0
e−z ch t sh2n td t (3.10)

- функции Бесселя мнимого аргумента (см., например, [42]), Γ(z) - гамма-функция.

Частицы:
Для нахождения макроскопических скаляров для скалярно заряженных фермионов используем
метод Зоммерфельда (см., например, [39]) приближенного вычисления интеграла вида:

∞∫

0

f (ε)dε

e−γ+ε/θ+1
≈

µ∫

0

f (ε)dε+ π2

6
θ2 f ′

ε(µ)+ 7π4

360
θ4 f ′′′

εεε(µ)+ . . . . (3.11)

для малых θ. При этом необходимо учесть релятивистскую связь (1.57) в интегралах (3.11), что
приведет к изменению пределов интегрирования. В случае плотности числа частиц n+ функция
f (ε) принимает вид:

f (ε) = 2S +1

2π2
ε

√
ε2 −m2

∗, (3.12)

поэтому интеграл (3.1) с точностью до θ2 можно аппроксимировать выражением:

n+ =
m3

∗ψ
3

3π2
+θ2 m∗

6

(1+2ψ2)

ψ
, (3.13)

где введена безразмерная функция

ψ=
p f

m∗
. (3.14)

Вычислим теперь плотность энергии Ферми частиц (3.2). В этом случае функция f (ε) для ин-
теграла (3.11) принимает вид:

f (ε) = 2S +1

2π2
ε2

√
ε2 −m2

∗. (3.15)



60 Yu. G. Ignat’ev, A.A. Agathonov

Тогда с точностью до квадратичного по температуре слагаемого плотность энергии фермионов
равна:

E+ =
m4

∗
8π2

[
ψ

√
1+ψ2(1+2ψ2)− ln(ψ+

√
1+ψ2)

]
+θ2 m2

∗
6

√
1+ψ2(1+3ψ2)

ψ
. (3.16)

Вычислим, наконец, давлениеФерми - частиц (3.3). В этом случаефункция f (ε)для интеграла
(3.11) равна:

f (ε) = 2S +1

6π2
(ε2 −m2

∗)3/2, (3.17)

и с точностью до квадратичного по температуре слагаемого давление фермионов равно:

P+ =
m4

∗
24π2

[
ψ

√
1+ψ2(2ψ2 −3)+3 ln(ψ+

√
1+ψ2)

]
+θ2 m2

∗
6

ψ
√

1+ψ2. (3.18)

Слагаемые в квадратных скобках (3.16) и (3.18) совпадают с соответствующими выражениями
для полностью вырожденной однокомпонентной Ферми - системы. Из (3.13) следует, что усло-
вие малости температурных поправок эквивалентно условию (3.5), то есть,

γ→∞⇒
p f

θ
→∞⇒λψ≫ 1. (3.19)

Фотоны:

Для установления термодинамического равновесия между частицами и античастицами при
высокихэнергияхнеобходимоучитывать фотоныидругие безмассовыечастицы, которыемогут
быть продуктами аннигиляциифермионов: именно, условие (1.56) справедливо при учете реак-
ций аннигиляции частиц и античастиц. При этом в реакциях аннигиляции рождаются фотоны,
которые необходимо учитывать в модели двухкомпонентной Ферми системы.

В условях ЛТР плотность энергии и давление фотонов задаются выражениями:

Eγ =
π2

15
θ4, Pγ =

π2

45
θ4. (3.20)

3.2. Закон сохранения заряда фермионов

В рассматриваемом приближении (3.5) закон сохранения числа фермионов (2.8) примет вид:

a3
∆n = a3(n+−n−) = a3

[
m3

∗ψ
3

3π2
+

m3
∗

6λ2

(1+2ψ2)

ψ
−

m3
∗e−λ

p
1+ψ2

π2

K2(λ)

λ

]
= Const. (3.21)

Разложим ∆n по малости температурной поправки:

∆n = n0 +δn(θ), (3.22)

где

n0 =
m3

∗ψ
3

3π2
(3.23)

есть плотность числа частиц полностью вырожденнойФерми - системы. Вычисляя поправку δn,
найдем:

δn =
m3

∗
6λ2

(1+2ψ2)

ψ
−

m3
∗e−λ

p
1+ψ2

π2

K2(λ)

λ
. (3.24)

В нулевом по 1/γ приближении вследствие закона сохранения числа частиц (3.21) и (3.23) полу-
чим интеграл движения:

m∗ψa = Const ⇒ p f a = Const. (3.25)
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3.3. Закон сохранения энергии-импульса

Найдем суммарные плотность энергии и давление Ферми - системы, состоящей из скалярно
заряженных фермионов, антифермионов и фотонов. Используя соотношения (3.7), (3.8), (3.16),
(3.18) и (3.20), получим выражение для полной плотности энергии статистической системы:

Ep =
m4

∗
8π2

[
ψ

√
1+ψ2(1+2ψ2)−ln(ψ+

√
1+ψ2)

]
+θ2 m2

∗
6

√
1+ψ2(1+3ψ2)

ψ
+

e−γ m4
∗

π2

(
K3(λ)

λ
− K2(λ)

λ2

)
+ π2

15
θ4 (3.26)

и ее давления:

Pp =
m4

∗
24π2

[
ψ

√
1+ψ2(2ψ2 −3)+3 ln(ψ+

√
1+ψ2)

]
+θ2 m2

∗
6

ψ
√

1+ψ2 +

e−γ m4
∗

π2

K2(λ)

λ2
+ π2

45
θ4. (3.27)

Переходя к безразмерным функциям λ, ψ

θ = m∗
λ

, γ=λ
√

1+ψ2, (3.28)

с учетом рекуррентных соотношений для функций Бесселя

K3(λ) = K1(λ)+ 4K2(λ)

λ
(3.29)

получим окончательные выражения для макроскопических скаляров Ep , Pp :

Ep =
m4

∗
8π2

[
ψ

√
1+ψ2(1+2ψ2)− ln(ψ+

√
1+ψ2)

]
+

m4
∗

6λ2

√
1+ψ2(1+3ψ2)

ψ
+

m4
∗e−λ

p
1+ψ2

π2

λK1(λ)+3K2(λ)

λ2
+ π2

15

m4
∗

λ4
; (3.30)

Pp =
m4

∗
24π2

[
ψ

√
1+ψ2(2ψ2 −3)+3 ln(ψ+

√
1+ψ2)

]
+

m4
∗

6λ2
ψ

√
1+ψ2 +

m4
∗e−λ

p
1+ψ2

π2

K2(λ)

λ2
+ π2

45

m4
∗

λ4
. (3.31)

Аналогично найдем скалярную плотность заряда:

σ=
qm3

∗
2π2

[
ψ

√
1+ψ2 − ln(ψ+

√
1+ψ2)

]
+

qm3
∗

6λ2

√
1+ψ2

ψ
+

qm3
∗e−λ

p
1+ψ2

π2

K1(λ)

λ
. (3.32)

Разложим полученные макроскопические скаляры по малости температурных поправок:

Ep = E0 +δE (θ); Pp =P0 +δP (θ); σ=σ0 +δσ(θ),

где E0,P0 и σ0 - первые члены в правых частях соотношений (3.30), (3.31) и (3.32), соответству-
ющие полностью вырожденной Ферми - системе. Таким образом, для полностью вырожденной
Ферми - системы закон сохранения энергии - импульса частиц (2.7) принимает вид:

Ė0 +3
ȧ

a
(E0 +P0)−σ0Φ̇= 0 ⇒

m4
∗ψ

3
√

1+ψ2

π2

d

d t
ln(m∗ψa) = 0 (3.33)

и тождественно выполняется вследствие интеграла движения (3.25). Полученный интеграл дви-
жения необходимоиспользовать в температурныхпоправках. Важно подчеркнуть, что интеграл
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движения (3.25) получается как интеграл закона сохранения энергии полностью вырожденной
Ферми - системы, закон сохранения числа фермионов можно получить из этого закона. Таким
образом, снимается кажущееся противоречие между числом независимых уравнений и числом
неизвестных функций в условиях полного вырождения13.

Таким образом, автономная система уравнений (2.7), (2.13) и (2.14) с учетом определений
(3.30) - (3.32), а также интеграла (3.25) описывает самосогласованную космологическую модель
на основе релятивистской статистической системы, состоящейиз почти вырожденных скалярно
заряженных фермионов, фотонов и фантомного скалярного поля.

4. Асимптотическое поведение системы в ультрарелятивистском пределе

4.1. Ультрарелятивистский предел и условие сильного вырождения

Исследуемтеперь асимптотическоеповедение системыв ультрарелятивистскомпределе, ко-
гда pF ≫ m, θ≫ m. Тогда:

µ→ p f , γ→
p f

θ
. (4.1)

Условие сильного вырождения фермионов γ≫ 1 приводит к ограничению на функции:

γ=
p f

θ
≫ 1 ⇒ p f ≫ θ. (4.2)

Разложим макроскопические скаляры статистической системы (3.30) - (3.32) по малому пара-
метру отклонения от вырождения релятивистской Ферми - системы:

ξ=
(
θ

p f

)2

≡ 1

ψ2λ2
≪ 1. (4.3)

В линейном приближении по ξ макроскопические скаляры для Ферми - системы (3.30) - (3.32)
принимают вид:

∆n =
p3

f

3π2
+ξ

p3
f

3
,

Ep =
p4

f

4π2
+ξ

p4
f

2
+ π2

15
(p2

f ξ)2,

Pp =
p4

f

12π2
+ξ

p4
f

6
+ π2

45
(p2

f ξ)2,

σ = 0. (4.4)

Таким образом, в этом приближении σ = 0, а, значит, ультрарелятивистские почти вырожден-
ные фермионы взаимодействуют со скалярным полем минимально, то есть скалярное поле ста-
новится свободным.

4.2. Законы сохранения

1. Из закона сохранения числа фермионов (2.8) следует:

a3p3
f

(
1+π2ξ

)
= Const ⇒

p f =
p0

a

(
1+π2ξ

)−1/3
. (4.5)

Таким образом, окончательно получим для импульса Ферми соотношение:

p f =
p0

a

(
1− π2

3
ξ

)
. (4.6)

13пропала локальная температура θ= 0
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2. Закон сохранения энергии-импульса перепишется как:

p4
f

π2

[
ȧ

a
+ ṗF

p f

+2π2ξ

(
ȧ

a
+ ṗF

p f

+ ξ̇

4ξ

)]
+ 4π2

15
(p2

f ξ)2

[
ȧ

a
+ ṗF

p f

+ ξ̇

2ξ

]
= 0.

Раскладывая полученное выражение по малости параметра ξ, получим окончательно:

p4
f

π2

[ d

d t
ln

(
ap f

)
+2π2ξ

d

d t
ln

(
ap f ξ

1/4
)]
+ 4π2

15
(p2

f ξ)2 d

d t
ln

(
ap f ξ

1/2
)
= 0. (4.7)

В случае полного вырождения ξ = 0 выражение (4.6) приводит к полученному выше интегралу
(3.25). В линейном по малости ξ приближении выражение (4.7) перепишем как:

C1

a4

[
−π2

3
ξ̇

(
1+π2

3
ξ

)
+2π2ξξ̇

(
1

4ξ
− π4

9
ξ− π2

3

)]
+ C2

a4

(
ξ2 − 4π2

3
ξ3

)
ξ̇

(
1

2ξ
− π4

9
ξ− π2

3

)
= 0.

Так как параметр вырождения ξ является свободным параметром и не зависит от других функ-
ций, входящих в соотношение (4.8), последнее может выполняться лишь в случае:

ξ̇= 0 ⇒ ξ= Const, (4.8)

откуда получим закон эволюции импульса Ферми и температуры в ультрарелятивистском пре-
деле:

p f =
p0

a

(
1− π2

3
ξ

)
= p̄0

a
, θ = θ0

a
. (4.9)

4.3. Учет нерелятивистских поправок

В ультрарелятивистском пределе для почти вырожденных фермионов должны выполняться
соотношения

p f ≫ m∗ ⇒ 1

ψ
= m∗

p f

→ 0.

Для почти вырожденных фермионов γ≫ 1 имеем:

γ= µ

θ
=

√
m2

∗+p2
f

θ
≡

p f

√
1+ (1/ψ)2

θ
.

(4.10)

В ультрарелятивистском пределе (1/ψ→ 0):

γ→ γ̄≡
p f

θ
.

Разложим макроскопические скаляры по малости нерелятивистских поправок:

∆n =
m3

∗ψ
3

3π2

(
1+π2ξ

)
,

Ep =
m4

∗ψ
4

4π2

(
1+ 1

ψ2
+2π2ξ

)
+ π2

15
(m2

∗ψ
2ξ)2,

Pp =
m4

∗ψ
4

12π2

(
1− 1

ψ2
+2π2ξ

)
+ π2

45
(m2

∗ψ
2ξ)2,

σ =
qm3

∗ψ
4

2π2

1

ψ2
. (4.11)

Доля античастиц в приближенииψ≫ 1, λ→ 0 равна:

n−
n+

= 6e−1/
p

ξξ3/2 ≪ 1 (4.12)
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и зависит только от ξ, поэтому вследствие (4.8) относительная концентрация античастиц оста-
ется постоянной.

Подводя итоги этому разделу, отметим следующие особенности поведения почти вырожден-
ной статистической системы:

1. В ходе космологической эволюции импульс Ферми изменяется по закону (3.25):

ap f = Const. (4.13)

2. В ходе космологической эволюции температура почти вырожденной Ферми - системыме-
няется по закону:

aθ = Const, (4.14)

а степень ее вырожденности остается постоянной.

3. В ходе космологической эволюции степень поляризации ультрарелятивистской почти вы-
рожденной Ферми - системы (4.12) остается малой и постоянной.

Заметим далее следующее обстоятельство. Степень релятивизма почти вырожденной стати-
стической системы, очевидно, определяется условием:

p2
f +θ2 ≫ m2

∗ ⇒ψ2(1+ξ2) ≫ 1, (4.15)

то есть, в условиях сильного вырождения (ξ→ 0) сводится, фактически, к одному условию:

ψ≫ 1 ⇒ p f ≫ m∗. (4.16)

Поэтому условие релятивизма статистической системы почти вырожденных фермионов легко
может быть нарушено, если только потенциал скалярного поля не падает пропорционально 1/a,
как в случае конформно инвариантного скалярного поля [26], [27]. Как будет видно ниже, усло-
вие релятивизма, действительно, достаточно быстро нарушается вследствие роста потенциала
скалярногополя. Вместе с этим статистическая система становитсянерелятивистской, а степень
ее вырождения растет.

5. Математическая модель космологической эволюции полностью вырожденной
статистической системы с фантомным скалярным взаимодействием

5.1. Полная система уравнений

Итак, в условиях полного вырождения макроскопические скаляры однокомпонентной те-
перь статистической системы равны:

n =
p3

f

3π2
≡

m3
∗ψ

3

3π2
; (5.1)

Ep =
m4

∗
8π2

[
ψ

√
1+ψ2(1+2ψ2)− ln(ψ+

√
1+ψ2)

]
; (5.2)

Pp =
m4

∗
24π2

[
ψ

√
1+ψ2(2ψ2 −3)+3 ln(ψ+

√
1+ψ2)

]
; (5.3)

σ = q
m3

∗
2π2

[
ψ

√
1+ψ2 − ln(ψ+

√
1+ψ2)

]
, (5.4)

причем:

ψ=
p f

m∗
m∗ = |m0 +qΦ|;

p f =
p0

a
, p0 = p f

∣∣
a=1

. (5.5)

Таким образом, в условиях полного вырождения все макроскопические скаляры явно определя-
ются элементарными скалярными функциямиΦ(t ) и a(t ).
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В ультрарелятивистском пределе значения этих скаляров определеныформулами (4.4), в ко-
торых надо положить ξ= 0, в нерелятивистском пределе

m∗ ≫ pF ⇒ ψ≪ 1 (5.6)

формулы (5.2) - (5.4) имеют следующие асимптотики:

Ep =
m∗p3

f

3π2
=

|m0 +qΦ|3p3
0

3π2a3
;

Pp = 0; σ=
qp3

f

3π2
=

qp3
0

π2a3
. (5.7)

В свою очередь, скалярные функцииΦ(t ) и a(t ) определяются системой двух обыкновенных
дифференциальных уравнений, (2.13) и (2.14):

Φ̈+3
ȧ

a
Φ̇−m2

sΦ= 4πσ; (5.8)

3
ȧ2

a2
= 8π(Ep +Es ), (5.9)

где Ep - плотность энергии Ферми - системы (5.2), а E s - плотность энергии фантомного ска-
лярного поля (2.10):

Es =
1

8π
(−Φ̇2 +m2

s Φ
2). (5.10)

Вводя переменные:
Z (t ) = Φ̇; Λ(t ) = ln a ⇔ a = eΛ, (5.11)

приведем уравнения (5.8) и (5.10) к виду:

Ż = −3Λ̇Z +m2
Φ+4πσ(Λ,Φ); (5.12)

Λ̇ = 8πEp(Λ,Φ)−Z 2 +m2
sΦ

2. (5.13)

Для того, чтобы получить из этой системынормальную систему дифференциальных уравнений,
удобнуюдля численногомоделирования,необходимоподставитьв левуючасть уравнения (5.12)
выражение для Λ̇ из уравнения (5.13).

5.2. Задача Коши

Сформулируем теперь задачу Коши для системы (5.11), (5.12) и (5.13). Пользуясь допустимы-
ми преобразованиями. выберем масштабный фактор и время таким образом, чтобы было:

Λ(0) = 0; p f (0) = p0; Φ(0) =Φ0; Z (0)= Z0. (5.14)

Поскольку a(0) = 1, выбранныймомент времени не совпадает с временной сингулярностью. Для
того, чтобы окончательные результаты переформулировать в терминах космологического вре-
мени t , отсчитываемого от космологической сингулярности, можно предложить два алгоритма.
В первом необходимо распространить численное интегрирование на отрицательный интервал
времени до тех пор, пока не получим a(−t0) = 0. Тогда все вычисленные функции необходимо
преобразовать следующим образом: Ψ(t ) → ψ(t + t0). Второй алгоритм заключается в следую-
щем. Поскольку мы рассматриваем здесь класс космологических моделей с ультрарелятивист-
ским стартом, в котором на ранних стадиях космологической эволюции вклад скалярного поля
в энергобаланс исчезающе мал, мы можем воспользоваться известным соотношением для уль-
трарелятивистской вселенной (см., например, [38]):

E = 3

32πτ2
, (5.15)

где τ - истинно космологическое время. Тогда мы можем осуществить следующую перекалиб-
ровку нашей временной переменной t . Пусть E (t0) есть величина полной плотной плотности
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энергии на ранних стадиях, полученная в результате численного интегрирования. Тогда должно
быть:

E (t0) = 3

32πτ2
0

⇒ τ0 =
√

3

32πE (t0)
. (5.16)

Заметим, что подобная перекалибровка времени к космологическому времени не была произ-
ведена в цитированных выше работах [29] - [31]. Временная переменная t на графиках космо-
логической эволюции этих работ имеет относительный смысл. Для приведения этих графиков к
космологическому времени необходимо произвести указанный сдвиг временной шкалы:

t → t + (τ0 − t0). (5.17)

В данной статье мы будем производить указанную перекалибровку временной шкалы на всех
графиках, таким образом, время t всюду будет отсчитываться от космологической сингулярно-
сти. Далее для простоты будем всюду полагать:

Z0 = 0. (5.18)

5.3. Анализ математической модели на малых временахms t ≪ 1

Как указано выше, мы рассматриваем космологические модели с ультрарелятивистским
стартом, в котором инфляционный режим расширения может реализовываться на более позд-
них стадиях. В самом крайнем, ультрарелятивистском пределеψ→∞формулы (4.4) для макро-
скопических скаляров принимают вид:

Ep =
p4

F

4π2
; Pp =

p4
F

12π2
; σ= 0. (5.19)

Далее, ранним стадиям соответствует условие:

ms t ≪ 1. (5.20)

В этом случае уравнение поля принимает вид:

Φ̈+3
ȧ

a
Φ̇= 0 (5.21)

и имеет своим первым интегралом
a3

Φ̇= C1, (5.22)

где C1 - произвольная константа. В этом же приближении плотность энергии скалярного поля
(5.10) равна:

Es =−
C2

1

8πa6
(5.23)

и уравнение Эйнштейна (5.9) с учетом (5.19) и (5.5) принимает вид

3
ȧ2

a2
=−

C2
1

a6
+

2p4
0

a4
. (5.24)

В случае классического скалярного поля главный вклад вблизи сингулярности вносит скалярное
поле, имеющее в этом случае предельно жесткое уравнение состояния Es = P s и приводящее к
закону эволюции масштабного фактора a ∼ t 1/3 [40]. Для фантомного же скалярного поля такой
возможностиC1 6= 0 не существует именно вследствие преобладания в этом случае вклада отри-
цательного скалярного поля вблизи сингулярности. Поэтому для фантомного поля, в отличие от
классического, вблизи сингулярности остается единственная возможность:

Φ=Φ0 = Const, (ms t ≪ 1). (5.25)
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В этом случае уравнение Эйнштейна принимает вид:

3
ȧ2

a2
= m2

sΦ
2
0 +

2p4
0

a4
. (5.26)

и имеет своим решением

a =

√p
2p2

0

msΦ0

√
sinh

(
2msΦ0p

3
t

)
. (5.27)

Решение (5.27) принадлежит к классу решений, полученных в [41] и описывающих плавный пе-
реход с ультрарелятивистской стадии a ∼ t 1/2 на стадию инфляции a ∼ ev0t . Как видно из реше-
ния (5.26), переход на инфляционную стадию происходит во времена порядка:

t & ti n f =
p

3

4msΦ0

. (5.28)

С другой стороны, условием корректности рассматриваемого приближения является (5.20). От-
сюдаможно сделать следующийвывод: при ti n f ms < 1 инфляцияможет развиться на рассматри-
ваемом промежутке времени, в противном случае вся ранняя эпоха вселенной является ультра-
релятивистской. Итак, условием возникновения ранней инфляции (во времена, меньшие m−1

s )
в случае системы с фантомным полем является малость начального скалярного потенциала14:

Φ0 ≪
p

3

4
. (5.29)

5.4. Безмассовое фантомное поле

Очевидно, что к случаю малого времени ms t ≪ 1 целиком относится и случай безмассового
фантомного поля. Замечательным является тот факт, что масса скалярного поляms выпадает из
условия (5.29). В частности, для безмассового скалярного поля, полагая в (5.27) ms → 0 получим:

a(t ) =
(

8

3

)1/4p
t (5.30)

ультрарелятивистскую асимптотику (Ω = −1). Как видно из предыдущего анализа, ультрареля-
тивистская асимптотика будет справедлива для безмассового фантомного поля до тех пор, пока
фермионы остаются ультрарелятивистскими.

Рассмотрим теперь случай нерелятивистской статистической системы для безмассового ска-
лярногополя. Внерелятивистскомпределеψ→ 0формулы (4.4) длямакроскопических скаляров
принимают вид:

Ep =
m∗p3

f

3π2
=

|m0 +qΦ|3p3
0

3π2a3
; (5.31)

Pp = 0; σ=
qp3

f

3π2
=

qp3
0

3π2a3
. (5.32)

В этом случае мы опять получаем уравнение безмассового скалярного поля без источника (5.21)
и, следовательно,по указаннымвышепричинамего единственнодопустимоепостоянное реше-
ние (5.25) Φ=Φ0. Таким образом, вклад в энергию вносит лишь нерелятивистские фермионы, в
результате чего мы получим решение

a(t ) =

√
2m(0)

∗ 3p3
0

π
t 2/3

(
m(0)

∗ = |m0 +qΦ0|
)
, (5.33)

14как это ни представляется, на первый взгляд, парадоксальным
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соответствующее нерелятивистскому режиму расширения (Ω = −1/2). Таким образом, в слу-
чае безмассового скалярного поля космологическая эволюцияможет стартовать с ультрареляти-
вистского режимаи окончить нерелятивистским.Для исследованияповедениямодели с безмас-
совым фантомным полем на промежуточных этапах необходимо численное интегрирование.

5.5. Свойства космологической модели с массивным фантомным полем на больших временах
ms t ≫ 1

Пусть теперьms 6≡ 0. Рассмотримповедениекосмологическоймодели при больших временах

ms t ≫ 1, (5.34)

предполагая, что на этих временах Ферми - система уже станет нерелятивистской. Поскольку,
однако, на таких временах масштабный фактор станет большой величиной, то согласно (5.32)
плотность скалярного зарядаσ снова станетмалой величиной, и ее можно отбросить. Но в урав-
нении поля (5.8) при этом нельзя отбросить первые и вторые производные по сравнению с мас-
сивным членом, так как мы получили бы m2

Φ= 0:

Φ̈+3Λ̇Φ̇−m2
s Φ= 0. (5.35)

В уравнении Эйнштейна (5.9) по этой же причине можно отбросить вклад частиц в плотность
энергии:

3Λ̇2 =−Φ̇2 +m2
s Φ

2. (5.36)

Эта система имеет следующее асимптотическое при ms t →∞ решение:

Φ
(0)(t ) = ms t

p
3
+Φ0, (ms 6≡ 0);

Λ
(0)(t ) =

m2
s t 2

6
+Φ0

ms t
p

3
, (5.37)

где Φ0 = Const - произвольная константа. Отметим, что решение (5.37) обращает в тождество
уравнение поля (5.35), а при подстановке в уравнение Эйнштейна (5.36) приводит к относитель-
ной погрешности порядка (ms t )−2.

Вычислим инвариантное космологическое ускорение относительно найденного решения:

Ω= ä(0)a(0)

ȧ(0)2
= 1+ Λ̈

(0)

Λ̇(0)2
= 1+ 1

(
Φ(0)(t )

)2
. (5.38)

Таким образом, при больших временах (ms t →∞) система выходит на режим инфляционного
расширения (Ω→ 1). Отметим, что можно доказать устойчивость полученного асимптотическо-
го решения при больших временах.

Нетрудно видеть, что эффективная масса фермионов при этом растет линейно со временем:

m∗ ≡ |m +qΦ| ≈ q
ms t
p

3
, (5.39)

так что фермионы быстро становятся нерелятивистскими (Ψ→ 0). В связи с этим сделаем сле-
дующие важные замечания:
1. Холодная полностью вырожденная Ферми - система с очень большими эффективными
массами скалярно заряженных фермионов может стать хорошей моделью темной мате-
рии.

2. На определенном этапе космологической эволюции гравитационные неустойчивости в
нерелятивистской материи могут привести к возникновению обособленных областей с
темной материей.

3. Стандартные Куперовские механизмы в Ферми - системах с притяжением частиц могут
привести к образованию бозонов из пар фермионов и, тем самым, к сверхтекучести обла-
стей темной материи.
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4. При росте эффективных масс фермионов выше планковского значения, то есть, согласно
(5.39) при

m∗ ≫ mPl ⇔ q
ms t
p

3
≫ 1, (5.40)

массивныефермионымогут, в принципе,могут образовать устойчивыепервичныечерные
дыры, скорее всего, с учетом теорем Хоукинга о черных дырах, в варианте со сверхтекучи-
ми квази-бозонами с нулевым спином.

6. Численное моделирование космологической эволюции

Итак, перейдем теперь к результатам численного интегрирования системы дифференциальных
уравнений (5.8), (5.9 с начальными условиями (5.14) и определениями плотностей энергии и
скалярного заряда (5.2), (5.4) и (5.10). При этом, мы должны помнить замечание в разделе 5.2
о перекалибровке момента времени t0. На представленных ниже графиках эта перекалибровка
произведена, так что всюду время отсчитывается от момента космологической сингулярности
в Планковской шкале времени. Все представленные на графиках величины также измеряются
в Планковских единицах. Далее, коэффициентом баратропы, κ, мы будем называть отношение
полного давления системы к ее полной плотности энергии:

κ= P

E
=

Pp +P s

Ep +Es

. (6.1)

Какизвестно (см., например, [31]), величинаинвариантного космологического ускоренияΩ свя-
зана с коэффициентом баратропы κ соотношением:

Ω=−1

2
(1+3κ), (6.2)

так что ультрарелятивистскому уравнению состояния κ = 1/3 соответствует значение Ω = −1;
нерелятивистскому уравнению состояния κ = 0 соответствуетΩ =−1/2; значению κ =−1/3 со-
ответствует Ω = 0; инфляционному (вакуумному) уравнению состояния κ = −1 соответствует
Ω=+1, значениям κ<−1 соответствует гиперинфляцияΩ> 1.

Также введем важный для дальнейшего безразмерный параметр

ηs =
Es

Ep

, (6.3)

равный отношению плотности энергии скалярного поля к плотности энергии фермионов.
Введем следующие характерные моменты времени, важные для понимания механизма кос-

мологической эволюции системы фермионов с фантомным скалярным полем:
1. Комптоновский момент времени по отношению к массе квантов скалярного поля:

ts =
1

ms

, ms 6= 0. (6.4)

2. Для безмассового скалярного поля с источником можно определить аналогичный момент
времени по отношению к эффективной массе скалярного поля. В работах [26], [27] (а также
в [28]) аналитическими методами показано, что плотность скалярного заряда σ при опре-
деленных условияхможет играть рольмассивногочлена в уравнении скалярногополя. При
этом можно ввести эффективную массу скалярного поля даже в случае ms = 0:

m∗
s =

√
4πσ

Φ
. (6.5)

Поэтому, даже при нулевой массе квантов скалярного поля при наличии функции источ-
ника σ скалярное поле ведет себя во многих случаях как массивное скалярное поле с той
лишь разницей, что эффективная масса (6.5) зависит от космологического времениm∗

s (t ).
Соответственно эффективной массе введем комптоновский момент времени:

t∗s = 1

m∗
s

, ms = 0. (6.6)
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3. Момент времени tη, когда становятся равными плотности энергиифермионов и скалярно-
го поля:

Es (tη) = Ep (tη) ⇔ ηs(tη) = 1. (6.7)

Заметим, что таких момента времени может быть два.

4. Момент времени tr перехода фермионов от ультрарелятивистского состояния к нереляти-
вистскому:

ψ(tr ) = 1. (6.8)

Далее, в графическомпредставлениирезультатов моделирования будет использована автор-
ская функция:

Lig(x) ≡ sgn(x) lg(1+|x|), (6.9)

необходимая для представления результатов в логарифмической шкале в тех случаях, когда
отображаемая функцияможет менять знак. Введенная намифункция Lig(x) удобна тем, что при
малых значениях аргумента функция совпадает со значением аргумента, а при больших значе-
ниях аргумента - с его десятичным логарифмом, взятого со знаком аргумента:

Lig(x) ≈
{

x, |x|→ 0;
sgn(x) ln |x|, |x|→∞.

Нетрудно показать, что
dLig(x)

d x
≥ 0,

что обеспечивает непрерывную дифференцируемость функции Lig(x), и тем самым - биектив-
ность отображения (6.9). Обратный пересчет осуществляется по формуле:

x =
{

10Lig(x) −1, x ≥ 0;

1−10−Lig(x), x < 0.

6.1. Случай массивного фантомного скалярного поля с минимальным взаимодействием (σ= 0)

Численное интегрирование выявило три характерные стадии космологической эволюции в
этом случае:15

1. t . ts: доминирование фермионов
Характерные особенности: Малые значений потенциала скалярного поля и его производ-
ной - влияние поля на эволюцию системы незначительно.

2. ts . t . tη: конкуренция фермионов и скалярного поля
Характерные особенности: Резкий рост потенциала скалярного поля и его производной в
момент времени tη (6.7) (Рис. 3). В этот момент времени достигают экстремума следующие
функции: Φ̇(максимум); коэффициент баротропы, κ,(минимум); инвариантное космо-
логическое ускорение, Ω, (максимум); плотность полной энергии, Epl + Es , (минимум).
В момент пика коэффициент баротропы становиться меньше -1 - фантомное уравнение
состояния.

3. tη . t <+∞: доминирование скалярного поля
Характерные особенности: Производнаяпотенциала скалярногополя стремится к констан-
те ms /

p
3; потенциал линейно возрастает; плотность энергии скалярного поля намного

превосходит энергию фермионов и определяет дальнейшую эволюцию системы; коэффи-
циент баротропы κ→−1; инвариантное космологическое ускорениеΩ→ 1 - выход на ин-
фляцию.

15Основные закономерности эволюции на ранних и поздних стадиях подтверждают приведенные выше результаты
аналитического исследования.
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Ниже приведены графики численного моделирования системы со следующими параметрами:

p0 = 100,m0 = 0.001,Φ(0) = 5 ·10−7. Всюду на графиках 1 - 10: жирная линия - m s = 10−2, тонкая
линия - m s = 10−4, средне - пунктирная линия - m s = 10−6, мелко - пунктирная линия - m s =
10−8. Также всюду на этих графиках, как и на всех остальных, по оси абсцисс отложены значения
десятичного логарифма времени от момента космологической сингулярности в Планковской
шкале, log10 t .

Рис. 1. Эволюция потенциалаΦ. По по оси ординат
отложены значения десятичного логарифма ска-
лярного потенциала, log10Φ.

Рис. 2. Эволюция производной потенциала Z = Φ̇.
По оси ординат отложены значения десятичного
логарифма скалярного потенциала, log10Φ.

Рис. 3. Эволюция отношения плотностей энергии
скалярного поля и фермионов ηs .

Рис. 4. Эволюция логарифмамасштабной функции
Λ(t) = exp a(t). По оси ординат отложены значения
значения десятичного логарифма, log10Λ, то есть,
log10(ln a(t)).

Ниже, на фазовой диаграмме (Рис. 9), можно отчетливо увидеть все три вышеуказанные ста-
дии космологическойэволюции.Далее, на рисунке 3можно увидетьмоментыкосмологического
времени tη, в которые ηs(tη) = 1. Сравнение с рисунком 2 показывает, что момент времени tη со-
ответствует экстремуму производной потенциала скалярного поля, Z .

На рисунках 5 - 7 показаны графики эволюции коэффициента баратропы κ(t ) и связанным с
ним инвариантным космологическим ускорением Ω(t ). Эти всплески возникают именно в мо-
менты времени tη.

Как видно из графиков на рисунке 6, всплескам предшествует ультрарелятивистский режим
расширения, который после всплеска сменяется инфляцией. На рисунке 7 показана детальная
структура всплеска космологического ускорения. Этот рисунок наглядно демонстрирует, что
всплеск не является компьютерным фантомом.
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Рис. 5. Эволюция коэффициента баротропы κ. Рис. 6. Эволюция инвариантного космологическо-
го ускорения Ω.

Рис. 7. Детальная структура второго фантомного
всплеска инвариантного космологического ускоре-
нияΩнарисунке 6: p0 = 100,m0 = 0.001,Φ(0) = 5·10−7,
ms = 10−4.

Рис. 8. Эволюция логарифма суммарнойплотности
энергии log10 E .

Рис. 9. Фазовый портрет. Левые вертикальные вет-
ви графиков соответствуют первой стадии эволю-
ции системы,наклонныечасти - второй стадии, го-
ризонтальные правые ветви - третьей стадии.

Рис. 10. Эволюция функции ψ = p f /m∗. Горизон-
тальная линия соответствует значению log10ψ= 0 →
ψ = 1, то есть, переходу с ультрарелятивистского
уравнения состояния фермионов на нерелятивист-
ское.
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6.2. Случай безмассового (ms = 0) фантомного скалярного поля с источником

В этом случае система дифференциальных уравнений примет вид:

Φ̈+3Λ̇Φ̇−4πσ= 0; (6.10)

Λ̇
2 = 8π

3
(Ep +Es ), (6.11)

где плотность энергии скалярного поля равна

Es =−Φ̇
2

8π
. (6.12)

и может быть только отрицательной, причем в начальный момент времени t = 0 она равна ну-
лю. В результате, космологический сценарий для массивного скалярного поля раздела 6.1 из-
менился, в нем по-прежнему присутствуют три стадии, но на последней стадии доминируют
фермионы:

1. t . t∗s : доминирование ультрарелятивистских фермионов.
Характерные особенности: малые значения потенциала скалярного поля и его производ-
ной - вклад поля в эволюцию системы незначителен.

2. t∗s < t . tr : доминирование скалярного поля.
Характерные особенности: Резкий рост потенциала скалярного поля и его производной,
максимальное влияние скалярного поля на эволюцию системы. В момент времени пере-
хода фермионов от релятивистского состояние к нерелятивистскому, tr , плотность скаляр-
ного заряда достигает максимума, в этот момент достигают экстремума функции: Z = Φ̇

(максимум); коэффициент баротропы,κ,(минимум); инвариантное космологическое уско-
рение, Ω, (максимум); плотность полной энергии, Ep +Es , (максимум). В момент пика ко-
эффициент баротропы в зависимости от параметров системы может становиться меньше
-1 - фантомное уравнение состояния и инфляция. Следует отметить важныйфакт: на этом
этапе вклад фермионов в плотность энергии незначителен, но именно фермионы управ-
ляют скалярным полем с помощью скалярной плотности зарядов σ. В этом смысле можно
провести аналогию между фермионами и катализаторами химических реакций.

3. tr < t <+∞: доминирование нерелятивистских фермионов
Характерные особенности: Плотность скалярного заряда падает, при этом влияние на кос-
мологическую эволюцию скалярного поля становитсяисчезающемалым. Производная по-
тенциала скалярного поля стремится к нулю (m∗

s → 0), потенциал стремиться к постоянно-
му значению; нерелятивистские фермионы определяют дальнейшую эволюцию системы,
коэффициент баротропы κ→ 016.

На приведенных ниже графиках (Рис. 11 - 18) представлены результаты численного модели-
рования космологическойэволюции системывырожденныхфермионов с безмассовымфантом-
нымскалярнымполем. Вюдуна указанных графикахприняты следующиезначенияпараметров:
p0 = 0.01,m0 = 0,Φ(0) = 5 ·10−7. Жирная линия - q = 0.01, тонкая линия - q = 0.1, средне - пунк-
тирная линия - q = 1, мелко - пунктирная линия - q = 5.

16Таким образом, рассмотренный случай показывает, что данная модель может снять проблему остановки ранней
инфляции и тем самым - обеспечить необходимый для образования структуры нерелятивистский этап эволюции все-
ленной.
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Рис. 11. Эволюция логарифма потенциала log10Φ. Рис. 12. Эволюция логарифма производной потен-
циала log10 Z = log10 Φ̇.

Рис. 13. Эволюция логарифма масштабной функ-
ции log10Λ(t).

Рис. 14. Эволюция коэффициента баротропы κ.

Рис. 15. Эволюция инвариантного космологиче-
ского ускорения Ω.

Рис. 16. Детальная структура третьего фантомного
всплеска инвариантного космологического ускоре-
ния на фигуре (Рис. 15): Ω; q = 1.
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Рис. 17. Эволюциялогарифмаплотностискалярно-
го заряда log10σ.

Рис. 18. Эволюция логарифма функции
ψ= p0/m∗a.

6.3. Случай массивного фантомного скалярного поля (ms 6= 0) с источником (σ 6= 0)

В этом, наиболее общем случае, нам необходимо решать систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (5.11), (5.12) и (5.13) с начальными условиями (5.14) с учетом определений
(5.2) - (5.4) и (5.10). Ниже (Рис. 19 - 26) представлены результаты численного интегрирования
системы со следующими параметрами: p0 = 0.01, m0 = 0.001, Φ(0) = 5 · 10−7. Жирная линия -
ms = 10−4, q = 0; тонкая линия - m s = 10−4, q = 0.1; мелко пунктирная линия - m s = 0, q = 0.01.

Рис. 19. Эволюция логарифма потенциала log10Φ. Рис. 20. Эволюция логарифма производной потен-
циала log10 Z = log10 Φ̇.

Рис. 21. Эволюция логарифма масштабной функ-
ции log10Λ(t).

Рис. 22. Эволюция коэффициента баротропы κ.



76 Yu. G. Ignat’ev, A.A. Agathonov

Рис. 23. Эволюция инвариантного космологиче-
ского ускорения Ω.

Рис. 24. Детальная структура первого фантомного
всплеска инвариантного космологического ускоре-
ния на рисунке 23: Ω; ms = 10−4, q = 0.1.

Рис. 25. Эволюция логарифмаплотностискалярно-
го заряда log10σ.

Рис. 26. График функции m∗
s t .

7. Характерные примеры случая массивного фантомного скалярного поля (ms 6= 0) с
источником (σ 6= 0)

7.1. Случай перехода от релятивистской стадии к инфляции через нерелятивистское плато

При малых значениях ms переход к инфляционной стадии отодвигается на поздние време-
на и ферми - система успевает к этому моменту стать нерелятивистской. На графике коэффи-
циента баротропы появляется характерное нерелятивистское плато (κ = 0) перед фантомным
всплеском. При увеличенииms всплеск сдвигается к малым временам, обрезая плато вплоть до
его полного исчезновения. В этом случае происходит переход от релятивистской стадии к ин-
фляции через фантомный всплеск.

Приведем графики численного моделирования системы со следующими параметрами:
p0 = 1, m0 = 0.1, q = 0.001, Φ(0) = 0.05. Жирная линия - m s = 10−8, тонкая линия - m s = 10−6,
средне - пунктирная линия - m s = 10−3, мелко - пунктирная линия - m s = 10−1.
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Рис. 27. Эволюция логарифма потенциала log10Φ. Рис. 28. Эволюция логарифма производной потен-
циала log10 Z = log10 Φ̇.

Рис. 29. Эволюция логарифма масштабной функ-
ции log10Λ(t).

Рис. 30. Эволюция коэффициента баротропы κ.

Рис. 31. Эволюция инвариантного космологиче-
ского ускорения Ω.

Рис. 32. Эволюция функции m∗
s t .
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7.2. Случай двух стадий ускорения с промежуточной нерелятивистской стадией

При определенных значения параметров системы можно наблюдать две стадии ускорения:
первая - временное доминирование скалярного поля за счет достаточно больших значений эф-
фективноймассы скалярного поляm∗

s на соответствующихвременах (m
∗
s t > 1) и вторая - устой-

чивое доминирование скалярного поля на временахms t > 1. Между инфляционными стадиями
может возникать нерелятивистское плато (κ= 0, Ω=−1/2).

7.2.1. Зависимость от скалярного заряда

Меняя значение скалярного заряда q при постоянном значении массы скалярного поля ms ,
можно наблюдать сдвиг первого инфляционного всплеска и соответствующее изменение дли-
тельности нерелятивистской стадии.

Приведем графики численного моделирования системы со следующими параметрами:
p0 = 1, m = 0, ms = 10−8, Φ(0) = 5 ·10−8. Жирная линия - q = 1, тонкая линия - q = 0.1, средне -
пунктирная линия - q = 0.01, мелко - пунктирная линия - q = 0.001.

Рис. 33. Эволюция логарифма потенциала log10Φ. Рис. 34. Эволюция логарифма производной потен-
циала log10 Z = log10 Φ̇.

Рис. 35. Эволюция логарифма масштабной функ-
ции log10Λ(t).

Рис. 36. Эволюция коэффициента баротропы κ.
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Рис. 37. Эволюция инвариантного космологиче-
ского ускорения Ω.

Рис. 38. График функции m∗
s t .

7.2.2. Зависимость космологической эволюции от начального значения потенциала скалярного поля

Меняя начальное значение потенциала скалярного поля Φ0, можно наблюдать сдвиг первой
инфляционной стадии и изменение амплитуды всплеска космологического ускорения.

Малые начальные значения потенциала скалярного поля Φ0 = 10−4÷10−14.
Приведем графики численного моделирования системы со следующими параметрами:
p0 = 1, m = 0, ms = 10−8, q = 1. Жирная линия - Φ(0) = 10 −4, тонкая линия - Φ(0) = 10 −8, средне
пунктирная линия - Φ(0) = 10 −14, мелко пунктирная линия - Φ(0) = 10 −20.

Рис. 39. Эволюция логарифма потенциала log10Φ. Рис. 40. Эволюция логарифма производной потен-
циала log10 Z = log10 Φ̇.

Рис. 41. Эволюция логарифма масштабной функ-
ции log10Λ(t).

Рис. 42. Эволюция коэффициента баротропы κ.
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Рис. 43. Эволюция инвариантного космологиче-
ского ускорения Ω.

Рис. 44. График функции m∗
s t .

Еще меньшие начальные значения потенциала скалярного поля Φ0 = 10−50 ÷10−300.

Приведем графики численного моделирования системы со следующими параметрами: p0 = .1,
m = 0, ms = 10−10, q = 5. Жирная черная линия - Φ(0) = 10 −50, тонкая черная линия - Φ(0) =
10−150, средне пунктирная линия - Φ(0) = 10 −250, мелко пунктирная линия - Φ(0) = 10 −300.

Рис. 45. Эволюция логарифма потенциала log10Φ. Рис. 46. Эволюция логарифма производной потен-
циала log10 Z = log10 Φ̇.

Рис. 47. Эволюция логарифма масштабной функ-
ции log10Λ(t).

Рис. 48. Эволюция коэффициента баротропы κ.
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Рис. 49. Эволюция инвариантного космологиче-
ского ускорения Ω.

Рис. 50. Детальная структура четвертого фантом-
ного всплеска инвариантного космологического
ускорения на рисунке 49.

8. Космологическая эволюция термодинамических величин

Исследуем теперь влияние тепловых поправок на космологическую эволюцию почти вырож-
денной Ферми - системы с фантомным скалярным взаимодействием. В этом случае в уравне-
ниях поля и уравнении Эйнштейна (5.11) - (5.13) вместо выражений (5.2) - (5.4) для макроско-
пических скаляров полностью вырожденной Ферми - системы необходимо использовать выра-
жения для макроскопических скаляров почти вырожденной Ферми - системы (3.30) - (3.32). К
начальным данным задачи Коши добавится еще и начальное значение обратной температуры
λ= m∗/θ.

Λ(0) = 0; p f (0) = p0; λ(0) =λ0;

Φ(0) =Φ0; ñ(0) = Z0. (8.1)

При этом безразмерный химический потенциал γ определяется с помощью двух безразмерных
функций λ= m∗/θ (3.28) и ψ= p f /m∗ (3.14) как γ=λ

√
1+ψ2.

Таким образом для определения четырех неизвестных скалярных функций Λ(t ), Φ, Z (t ) ψ,
λ имеем полностью определенную систему пяти обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка:

∆ṅ +3Λ̇∆n = 0; (8.2)

Φ̇= Z ; (8.3)

Ż =−3Λ̇Z +m2
Φ+4πσ(Λ,Φ); (8.4)

Λ̇= 8πEp −Z 2 +m2
s Φ

2; (8.5)

Ėp +3Λ̇(Ep +Pp ) =σΦ̇. (8.6)

Перейдем к результатам численного интегрирования этой системы.

8.1. Случай безмассового фантомного скалярного поля (ms = 0) с источником σ 6= 0

На рисунках 51 - 59 приведены результаты численного моделирования системы со следую-
щими параметрами:
λ0 = 10−6; Φ(0) = 5 ·10−7; q = 0.01;ψ0 = 2 ·106.



82 Yu. G. Ignat’ev, A.A. Agathonov

Рис. 51. Эволюция логарифма потенциала log10Φ. Рис. 52. Эволюция логарифма производной потен-
циала log10 Z = log10 Φ̇.

Рис. 53. Эволюция логарифма масштабной функ-
ции log10Λ(t).

Рис. 54. Эволюция логарифма температуры
log10θ(t).

Рис. 55. Эволюция логарифма химического потен-
циала log10µ(t).

Рис. 56. Эволюция коэффициента баротропы κ.
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Рис. 57. Эволюция инвариантного космологиче-
ского ускорения Ω.

Рис. 58. График функции m∗
s t .

Рис. 59. Эволюция логарифма эффективной массы
log10 m∗.

На приведеных выше графиках можно обнаружить следующие закономерности:

1. На этапе роста Z = Φ̇ (t > 108) наблюдается одновременный рост химического потенциала
µ и падение температуры θ.

2. С момента максимума Z и одновременногомаксимума ускоренияΩ и эффективноймассы
скалярного поля m∗

s (t ≈ 3 ·109) химический потенциал становится приближенно постоян-
ным, а температура начинает расти, все-таки, оставаясь малой.

3. Таким образом, в целом, степень вырождения Ферми - системы растет со временем.

8.2. Случай массивного фантомного скалярного поля (ms 6= 0) с источником σ 6= 0

На рисунках 60 - 67 приведены результаты численного моделирования системы со следую-
щими параметрами: ms = 10−6, λ0 = 10−7, Φ(0) = 5 · 10−8. Жирная линия - q = 1, ψ 0 = 2 · 107;
тонкая линия - q = 0.1, ψ 0 = 2 ·108; средне - пунктирная линия - q = 0.01, ψ 0 = 2 ·109; мелко -
пунктирная линия - q = 0.001,ψ 0 = 2 ·1010.
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Рис. 60. Эволюция логарифма потенциала log10Φ. Рис. 61. Эволюция логарифма производной потен-
циала log10 Z = log10 Φ̇.

Рис. 62. Эволюция логарифма температуры
log10θ(t).

Рис. 63. Эволюция логарифма химического потен-
циала log10µ(t).

Рис. 64. Эволюция коэффициента баротропы κ. Рис. 65. Эволюция инвариантного космологиче-
ского ускорения Ω.
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Рис. 66. График функции m∗
s t . Рис. 67. Эволюция логарифма эффективной массы

log10 m∗.

9. Обсуждение результатов

Таким образом, проведенные исследования выявили следующие закономерности космологиче-
ской эволюции статистических систем фермионов с фантомным скалярным взаимодействием.
1. В процессе космологической эволюции в таких системах обязательно возникают всплески
ускорения Ω, которые можно охарактеризовать тремя параметрами: моментом времени
максимума всплеска tm , полушириной всплеска ∆t и высотой h всплеска в максимуме.

2. Статистические системы фермионов с фантомным скалярным взаимодействием обнару-
живают тенденциюкобразованиюустойчивыхрежимов с постояннымускорением (этапов
космологической эволюции) Ω = −1 (κ = 1/3, ультрарелятивистское состояние), Ω = −1/2
(κ= 0, нерелятивистское состояние) иΩ= 1 (κ=−1, инфляционное, вакуумное состояние).

3. Динамические особенности статистических систем с фантомным скалярным взаимодей-
ствием слабо зависят от типа статистики систем частиц [31].

4. Четко выявляются 4 различных типа принципиально различных космологических сцена-
риев для статистических систем частиц с фантомным скалярным взаимодействием в за-
висимости от параметров системы (фундаментальных констант и начальных условий):

• 1-й тип. Ультрарелятивистский старт→
всплеск ускорения→ инфляционная стадия (рисунок 68). Этот сценарий осуществля-
ется для случая минимального взаимодействия (σ= 0 → q = 0) массивного скалярного
поля (ms 6= 0).

Рис. 68. Первый тип космологического сценария.

Этому сценариюотвечают следующиехарактерные
параметры: tm ∼ 10−1 ÷ 103; ∆t ∼ 2; h ∼ 10, то есть,
ранний всплеск ускорения и раннийпереход на ин-
фляционную стадию.

• 2-й тип. Ультрарелятивистский старт→
всплеск ускорения→ нерелятивистская стадия (Рис. 69). Этот сценарий осуществля-
ется для случая неминимального взаимодействия (σ 6= 0 → q 6= 0) и безмассового ска-
лярного поля (ms = 0).
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Рис. 69. Второй тип космологического сценария.

Для этого сценария характерны следующие пара-
метры: tm ∼ 106 ÷ 109; ∆t ∼ 106; h ∼ 10, то есть, до-
статочно длительный промежуточный этап свер-
хускорения с окончательнымпереходомна нереля-
тивистскую стадию.

• 3-й тип. Ультрарелятивистский старт→ плавный переход на нерелятивистскую ста-
дию→ небольшой всплеск ускорения→ инфляционная стадия (Рис. 70). Этот сцена-
рий осуществляется для случая неминимального взаимодействия (σ 6= 0 → q 6= 0) и
массивного скалярного поля (ms 6= 0).

Рис. 70. Третий тип космологического сценария.

Для этого сценария характерны следующие пара-
метры: t1 ∼ 102 (время смены ультрарелятивист-
ской стадии на нерелятивистскую стадию); ∆τ =
103 ÷108 (длительность нерелятивистской стадии),
tm ∼ 102 ÷109 ÷109, h ∼ 2÷3, ∆t ∼ 106 ÷108.

• 4-й тип. Ультрарелятивистский старт→ небольшой всплеск ускорения→ нереляти-
вистская стадия→ переход на инфляционную стадия (Рис. 71). Этот сценарий также
осуществляется для случая неминимального взаимодействия (σ 6= 0 → q 6= 0) и мас-
сивного скалярного поля (ms 6= 0).

Рис. 71. Четвертый тип космологического сцена-
рия.
Для этого сценария характерны следующие пара-
метры: tm ∼ 102÷106÷109, t1 ∼ 102÷106 (началонере-
лятивистской стадии);∆τ∼ 107 (длительностьнере-
лятивистской стадии), h ∼ 0.5.

5. Самые большие и вместе с тем поздние всплески космологического ускорения (порядка
Ω∼ 102 и даже большие)17 во времена tm ∼ 105÷109 присущи космологическому сценарию
1-го типа.

Отметим, что, фактически, все рассмотренные выше явления имеют место быть на пост-
планковских временах, когда необходимость квантования гравитации исчезает. Заметим, что
как известно (см., например, [2]), согласно современным наблюдениям для решения проблем
горизонта и плоскостности вселенной достаточна длительность инфляции 10−42 ÷10−9 s (см.,

17В работе [31] приводятся примеры всплесков космологического ускорения до Ω∼ 108 ÷1010.
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например, [2]), то есть, достаточна послепланковская инфляция t ∼ 10÷1024 в планковских мас-
штабах времени. В эти масштабы укладываются даже длительности всплесков космологическо-
го ускорения. Далее отметим очень важный факт, выявленный в данном исследовании. В ходе
космологической эволюции естественно образуются нерелятивистские этапы, как ранние (3-й
тип сценария), так промежуточные (четвертый тип сценария) и конечные (2-й тип сценария).
Существование этих этапов даст возможность развития гравитационной неустойчивости, сле-
довательно, образование космической структуры. При этом 2-й и 4-й типы сценария ограни-
чивают сверху и снизу масштаб неустойчивых мод kt > 1. Таким образом, на основе модели
с межчастичным фантомным скалярным взаимодействием, по-видимому, возможно создание
более полной космологической модели, способной описать основные наблюдательные данные.

В заключении Авторы выражают благодарность членам MW - семинара по релятивистской
кинетике и космологииКазанскогофедерального университета за полезное обсуждениеработы.
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The article represents a research of the cosmological evolution of fermion statistical systems with fantom scalar
interaction where “kinetic” term’s contribution to the total energy of a scalar field is negative. As a result of
analytical and numerical simulation of such systems it has been revealed a existence of four possible scenarios
depending on parameters of the system and initial conditions. Among these scenarios there are scenarios with an
early, intermediate and late non-relativistic stages of the cosmological evolution, all of which also have necessary
inflation stage.
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