
Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ, Â�ÅÌß È ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß 2016, Âûï. 1ÓÄÊ 53.01; 53.02; 539 Þ.Ñ. Âëàäèìèðîâ,1 Ä.À. Òåðåùåíêî 2�ÅËßÖÈÎÍÍÎ-ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅÎ(4)-ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈ ÀÒÎÌÀ ÂÎÄÎ�ÎÄÀÂ ðàìêàõ ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ãåîìåòðèè è �èçèêå ïðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è àòîìàâîäîðîäà. Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà òåîðèè áèíàðíûõ ñèñòåì êîìïëåêñíûõ îòíîøåíèé ïîêà-çàíà Î(4)-ñèììåòðèÿ àòîìà âîäîðîäà. Ïðîèçâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå äàííîãî ðåøåíèÿ ñ ðàáîòàìè Â. À. Ôî-êà è Å.À. Õèëëåðààñà îá Î(4)-ñèììåòðèè, âûïîëíåííûõ â ðàìêàõ îáùåïðèíÿòîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû âûâîäà êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïðåäñòàâëåíèé èç áîëåå ýëåìåíòàðíûõ ïîíÿòèé è çàêîíîìåðíîñòåé, ïðèñóùèõ �èçèêå ìèêðî-ìèðà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ ñèñòåì îòíîøåíèé, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, àòîì âîäîðîäà, Î(4)-ñèììåòðèÿ, ýíåð-ãåòè÷åñêèå óðîâíè àòîìà, óðàâíåíèå Ëàãåððà.PACS: 03.65.Ca.; 03.65.Fd.; 03.65.TaÂâåäåíèåÎäíîé èç êëþ÷åâûõ çàäà÷ êâàíòîâîé �èçèêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ àòîìîâ, ðåøåíèå êîòî-ðîé â ñâîå âðåìÿ çàëîæèëî îñíîâû âñåé êâàíòîâîé òåîðèè. Èìåííî èñõîäÿ èç íåîáõîäèìîñòè ðå-øåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûëî çàïèñàíî íåðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, çàòåì áûëî çàïèñàíîðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå Êëåéíà�Ôîêà��îðäîíà è ïîòîì óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Î÷åâèäíî, ÷òî çà-ïèñü âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå àïðèîðíî çàäàííîãî êëàññè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Íàëè÷èå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî �îíà è ïîñòóëèðîâàíèå íà åãî îñíîâå óðàâíåíèéïîëÿ ñîñòàâëÿåò áàçèñ íûíå äîìèíèðóþùåé òåîðåòèêî-ïîëåâîé ïàðàäèãìû.Îäíàêî íàðÿäó ñ ýòîé ïàðàäèãìîé â ÕÕ âåêå ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ òàêæå â ðàìêàõ åùåäâóõ ïàðàäèãì [1℄: êëè��îðä-ýéíøòåéíîâñêîé ãåîìåòðè÷åñêîé è ðåëÿöèîííîé, îñíîâàíèÿ êîòîðîéáûëè çàëîæåíû â òðóäàõ �. Ëåéáíèöà è Ý. Ìàõà. Â ðàìêàõ íàçâàííûõ òðåõ ïàðàäèãì ðÿä ïîíÿòèéè çàêîíîìåðíîñòåé �èçè÷åñêîãî ìèðîçäàíèÿ âûãëÿäÿò ïî-ðàçíîìó, ìîæíî ñêàçàòü, ðàñêðûâàþòñÿïîä ðàçíûìè óãëàìè çðåíèÿ. Êàê íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, íàèáîëåå ïîëíóþ èí�îðìàöèþ îá îêðó-æàþùåì ìèðå ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî íàó÷èâøèñü ñìîòðåòü íà íåãî ñ ïîçèöèé òðåõ íàçâàííûõïàðàäèãì. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ è ê ïîíèìàíèþ ñòðóêòóðû àòîìîâ. Áîëåå òîãî, ïîñêîëü-êó ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ÿâèëîñü èñòîêîì ñîçäàíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè, èíîé âçãëÿä íà ýòó çàäà÷óñî ñòîðîíû äðóãèõ ïàðàäèãì ìîæåò ïðîëèòü äîïîëíèòåëüíûé ñâåò íà ñóùíîñòü (èíòåðïðåòàöèþ)êâàíòîâîé ìåõàíèêè è âñåé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.Â ýòîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ âçãëÿíóòü íà çàäà÷ó àòîìà âîäîðîäà ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ãåîìåòðèè è �èçèêå. Íàïîìíèì, ÷òî â ðåëÿöèîííîì ïîäõîäå îòñóòñòâóåòàïðèîðíî çàäàííûé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé �îí, à ñëåäîâàòåëüíî, òåðÿþò ñèëó è �îðìóëèðóå-ìûå íà åãî îñíîâå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Âìåñòî ýòîãî ñòðîèòñÿ òåîðèÿ îòíîøåíèé ìåæäóìàòåðèàëüíûìè îáúåêòàìè è ñîáûòèÿìè. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ äâóõ ïàðàäèãì, êàê íàì ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ, ÷ðåçâû÷àéíî âàæíóþ ðîëü èãðàåò îòêðûòàÿ â 30-õ ãîäàõ ÕÕ âåêà Å.À. Õèëëåðààñîì [2℄ èÂ.À. Ôîêîì [3, 4℄ O(4)-ñèììåòðèÿ âîäîðîäîïîäîáíûõ àòîìîâ.1. Î(4)-ñèììåòðèÿ àòîìà âîäîðîäàÎáñóæäåíèå äàííîãî âîïðîñà íà÷íåì ñ íàïîìèíàíèÿ ðåçóëüòàòà Å.À. Õèëëåðààñà è Â.À. Ôî-êà, à òàêæå ñïîñîáà åãî ïîëó÷åíèÿ. Òàê, â ðàáîòå Â.À. Ôîêà [3℄ ïîêàçàíî, ÷òî íåðåëÿòèâèñòñêîåóðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â çàäà÷å àòîìà âîäîðîäà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèåíà òðåõìåðíîé ãèïåðñ�åðå â 4-ìåðíîì (åâêëèäîâîì) èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå.Ïîÿñíèì ýòîò ðåçóëüòàò, îïèðàÿñü íà ìåòîäèêó, îòëè÷íóþ îò èñïîëüçîâàííîé Ôîêîì è áîëååáëèçêóþ ê èçëîæåííîé â ðàáîòå Õèëëåðààñà [2℄. Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî âîçüìåì ñîîòâåòñòâóþùåå1E-mail: yusvlad�rambler.ru2E-mail: dima91ter�yandex.ru
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henkoíåðåëÿòèâèñòñêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó 3-èìïóëüñîì ~p è ýíåðãèåé E â öåíòðàëüíîì êóëîíîâîì ïîëåçàðÿäà Ze:
~p2

2µ
− Ze2

r
= E → (p̂2 − 2µE)r̂ = 2µZe2, (1.1)ãäå ïðàâîå âûðàæåíèå çàïèñàíî â îïåðàòîðíîì âèäå.×òîáû ïåðåéòè îò ýòîãî âûðàæåíèÿ ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â èìïóëüñíîì ïðåä-ñòàâëåíèè íóæíî, âî-ïåðâûõ, ïðåäâàðèòåëüíî âîçâåñòè (1.1) â êâàäðàò, âî-âòîðûõ, ïîçàáîòèòüñÿ îïðàâèëüíîì âûáîðå ïîðÿäêà îïåðàòîðîâ p̂ è r̂. Â êà÷åñòâå ïðàâèëüíîãî ïîðÿäîê âûáèðàåòñÿ ñëå-äóþùèé:

(p̂2 − 2µE)r̂(p̂2 − 2µE)r̂φ = 4µ2Z2e4φ. (1.2)Â-òðåòüèõ, ñëåäóåò ïðîêîììóòèðîâàòü îïåðàòîðû r̂ è (p̂2 − 2µE), ÷òîáû r̂ âõîäèëî êâàäðàòè÷íî.Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðàâèëà êîììóòàöèè îïåðàòîðîâ r̂ è p̂:
r̂(p̂2 − 2µE) = (p̂2 − 2µE)r̂ + 2i~(p̂1x̂1 + p̂2x̂2 + p̂3x̂3) +

2(i~)2

r
. (1.3)Â-÷åòâåðòûõ, ñëåäóåò ïåðåéòè ê îïåðàòîðàì â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, ãäå x̂i = i~∂/∂pi. Òîãäà,ïîäñòàâëÿÿ (1.3) â (1.2), ïðèõîäèì ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

[
(p2 − 2µE)2

(
∂2

∂p21
+

∂2

∂p22
+

∂2

∂p23

)
+

+2(p2 − 2µE)

(
p1

∂

∂p1
+ p2

∂

∂p2
+ p3

∂

∂p3
+ 1

)
+

4µ2Z2e4

~2

]
ϕ(p) = 0. (1.4)Äàëåå ñëåäóåò ïåðåéòè îò èìïóëüñîâ íà òðåõìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòè ê èìïóëüñàì íà òðåõìåðíîéãèïåðñ�åðå â 4-ìåðíîì èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå {P1, P2, P3, P5}. Çäåñü äîïîëíèòåëüíàÿ êîìïîíåí-òà èìïóëüñà îáîçíà÷åíà ñèìâîëîì P5, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíîé, òî åñòüêàëóöåâñêîãî òèïà. Íàçâàííûé ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé ñòåðåîãðà�è-÷åñêîé ïðîåêöèè. Â ðàáîòå Ôîêà ðàññìàòðèâàëàñü òðåõìåðíàÿ ãèïåðñ�åðà ðàäèóñà ρ =

√
−µE/2,êàñàþùàÿñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò òðåõìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòè ~p. Òî÷êè íà ãèïåðïëîñêîñòè ñîïî-ñòàâëÿëèñü ñ òî÷êàìè íà ãèïåðñ�åðå ïîñðåäñòâîì ïðîâåäåíèÿ ïðÿìûõ ëèíèé èç âåðõíåé òî÷êèãèïåðñ�åðû äî ïåðåñå÷åíèé ñ ãèïåðñ�åðîé è ãèïåðïëîñêîñòüþ. Â àíàëèòè÷åñêîì âèäå òàêîå ïðå-îáðàçîâàíèå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P1 =
4ρ2p1

4ρ2 + p2
; P2 =

4ρ2p2
4ρ2 + p2

; P3 =
4ρ2p3

4ρ2 + p2
; P5 =

(−4ρ2 + p2)ρ

4ρ2 + p2
. (1.5)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî óðàâíåíèå ãèïåðñ�åðû â 4-ìåðíîì åâêëèäîâîì ìíîãîîáðàçèè: P 2

1 +
P 2
2 + P 2

3 + P 2
5 = ρ2. Ïåðåéäåì ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì α, θ è ϕ íà òðåõìåðíîé ãèïåðñ�åðåñîãëàñíî èçâåñòíûì �îðìóëàì:

P1 = ρ sinα sin θ cosϕ; P2 = ρ sinα sin θ sinϕ; P3 = ρ sinα cos θ; P5 = ρ cosα. (1.6)Ïðîèçâåäÿ çàìåíó �óíêöèè φ(α, θ, ϕ) = sin2(α/2)Φ(α, θ, ϕ), óðàâíåíèå (1.4) ïðèâîäèì ê âèäó
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Φ(α, θ, ϕ) = 0.(1.7)Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ�åðè÷åñêóþ ÷àñòü 4-ìåðíîãî óðàâíåíèÿËàïëàñà (
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Ψ(P1, P2, P3, P5) = 0 (1.8)ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, êîãäà Ψ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå Ψ = R(Pr)Φ(α, θ, ϕ). Ïîñòîÿííàÿðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ Λ1 ñâÿçàíà ñî ñëàãàåìûìè â (1.7) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Λ1 = −1 +
µ2e4Z2

4~2ρ2
. (1.9)



�åëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå O(4)-ñèììåòðèè àòîìà âîäîðîäà 45Óðàâíåíèå (1.7), â ñâîþ î÷åðåäü, äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ íà îáû÷íûå óãëû θ è ϕ íàäâóìåðíîé ñ�åðå è óãîë α. Ïîëàãàÿ Φ(α, θ, ϕ) = A(α)Y (θ, ϕ), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ:
[
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]
A(α) = 0; (1.10)
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Y (θ, ϕ) = 0, (1.11)ãäå Λ2 �ïîñòîÿííàÿ. Î÷åâèäíî, óðàâíåíèå (1.11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçâåñòíîå óðàâíåíèå äëÿ ñ�å-ðè÷åñêèõ �óíêöèé íà äâóìåðíîé ñ�åðå. Åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: Λ2 = l(l + 1), ãäå l = 0, 1, . . .�åøåíèå óðàâíåíèÿ (1.10) òàêæå ëåãêî íàéòè. Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî çíà÷åíèå Λ2 è ïðîèçâîäÿ çàìå-íû z = cosα è A(z) = (1− z2)−1/4B(z), ïðèâîäèì (1.10) ê ïðèñîåäèíåííîìó óðàâíåíèþ Ëåæàíäðà.Åãî ñîáñòâåííûå �óíêöèè òàêæå èçâåñòíû, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò âèä
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)
, (1.12)òî åñòü Λ1 = L(L + 2), ãäå L � öåëîå ÷èñëî, ðàâíîå 0, 1, 2, . . . Âñïîìèíàÿ (1.9) è ðàíåå ñäåëàííîåîòîæäåñòâëåíèå 4ρ2 = −2µE, íàõîäèì ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè àòîìà âîäîðîäà:

µ2Z2e4

4~2ρ2
= (L+ 1)2 = n2 → E = −µe

4Z2

2~2n2
. (1.13)Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (1.4) â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå îáëàäàåòO(4)-ñèììåòðèåé,åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â òî÷íîñòè òå æå, ÷òî è äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â êîîðäèíàòíîìïðåäñòàâëåíèè, à ðàäèóñ ãèïåðñ�åðû, èñïîëüçîâàííîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåê-öèè, íå ïîñòîÿíåí, à æåñòêî ñâÿçàí ñ ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè àòîìà âîäîðîäà. �àññòîÿíèå îòöåíòðà ãèïåðñ�åðû äî ãèïåðïëîñêîñòè {~p} òàêæå ïåðåìåííî ïî ïîñòðîåíèþ.Â.À. Ôîê ïî ïîâîäó ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ïèñàë: ¾Ñèììåòðèÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ àòîìàâîäîðîäà ñîâïàäàåò ñ ñèììåòðèåé ÷åòûðåõìåðíîãî øàðà. Ýòà ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, áî-ëåå âûñîêîé, ÷åì ñèììåòðèÿ òðåõìåðíîãî øàðà; ïîñëåäíÿÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé â òîì ÷àñòíîìñëó÷àå, êîãäà ÷åòûðåõìåðíûå âðàùåíèÿ ïðîèñõîäÿò âîêðóã îäíîé îïðåäåëåííîé îñè è ïðèâîäÿòñÿê òðåõìåðíûì¿ [3℄.Áîëåå òîãî, îí ïîä÷åðêèâàë òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ãèïåðñ�åðà âîçèêàåò òîëüêî â ñëó÷àå, êî-ãäà ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè àòîìà, îäíàêî, êîãäà îí îêàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì,¾âìåñòî ÷åòûðåõìåðíîãî øàðà ìû ïîëó÷àåì ÷åòûðåõìåðíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ. Òðåõìåðíàÿïîâåðõíîñòü ýòîãî ãèïåðáîëîèäà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðîñòðàíñòâî ñ ïîñòîÿííîé îòðèöà-òåëüíîé êðèâèçíîé. Â òàêîì ïðîñòðàíñòâå èìååò ìåñòî ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî¿ [3℄.Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷àþùàÿñÿ íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà �îðìóëà äëÿ ýíåðãåòè÷åñêèõóðîâíåé àòîìà âîäîðîäà íå â ïîëíîé ìåðå ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì. Ïðàâèëü-íûå óðîâíè ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è àòîìà âîäîðîäà íà îñíîâå ðåëÿòèâèñòñêèõ óðàâíåíèéÄèðàêà.2. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ áèíàðíûõ ñèñòåì êîìïëåêñíûõ îòíîøåíèéÒåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó àòîìà âîäîðîäà ñ ïîçèöèé ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà, âêîòîðîì ñðåäè ïåðâè÷íûõ ïîíÿòèé îòñóòñòâóåò êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, à ñëåäîâàòåëüíî,òåðÿþò ñìûñë äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ â îáùåïðèíÿòîì èõ ïîíèìàíèè. Âìåñòî ýòîãîïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðèþ ñèñòåì îòíîøåíèé, â êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû äâàâàðèàíòà: 1) íà îäíîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ � óíàðíûå ñèñòåìû âåùåñòâåííûõ îòíîøåíèé (ÓÑÂÎ),â òåðìèíàõ êîòîðûõ ïåðå�îðìóëèðóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ãåîìåòðèè è êëàññè÷åñêàÿ �èçèêà è 2) íàäâóõ ìíîæåñòâàõ ýëåìåíòîâ � áèíàðíûå ñèñòåìû êîìïëåêñíûõ îòíîøåíèé (ÁÑÊÎ), ïðèãîäíûåäëÿ îïèñàíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé êâàíòîâîé �èçèêè.Òåîðèÿ áèíàðíûõ ñèñòåì êîìïëåêñíûõ îòíîøåíèé (ÁÑÊÎ) äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçëîæåíà âðÿäå íàøèõ ïóáëèêàöèé [5�7℄. Òåì íå ìåíåå íàïîìíèì ñàìûå íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ äàííîéçàäà÷è ïîëîæåíèÿ.1. Çàäàþòñÿ äâà ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, îïèñûâàþùèõ íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòî-âûõ ñèñòåì, è ââîäÿòñÿ êîìïëåêñíûå ïàðíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè äâóõ ìíîæåñòâ. Ïîñòó-ëèðóåòñÿ, ÷òî ïàðíûå îòíîøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò íåêîìó àëãåáðàè÷åñêîìó çàêîíó, ñïðàâåäëèâîìó
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henkoäëÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó ëþáûìè r ýëåìåíòàìè îäíîãî ìíîæåñòâà è s ýëåìåíòàìè âòîðîãî ìíîæåñòâà.Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë (r, s) íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ÁÑÊÎ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû õàðàêòåðèçóþò-ñÿ ñîîòâåòñòâåííî s−1 è r−1 ïàðàìåòðàìè, èìåþùèìè ñìûñë îòíîøåíèé ê ýòàëîííûì ýëåìåíòàìïðîòèâîïîëîæíûõ ìíîæåñòâ. Îñîáî ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðè ðàçâèòèè ýòîé òåîðèè íèãäå íåèñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè èëè êëàññè÷åñêîé �èçèêè. Áîëåå òî-ãî, ñòàâèòñÿ çàäà÷à âûâîäà êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ îòíîøåíèé è �èçè÷åñêèõâçàèìîäåéñòâèé èç ïîíÿòèé òåîðèè ÁÑÊÎ.2. Â íàøèõ ðàáîòàõ ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä âàæíûõ çàêîíîìåðíîñòåé �èçèêè ìèêðîìèðà àäåêâàò-íî îïèñûâàåòñÿ ÁÑÊÎ ñèììåòðè÷íûõ ìèíèìàëüíûõ ðàíãîâ (2, 2), (3, 3) è (4, 4). Ïðè ýòîì ÁÑÊÎìèíèìàëüíîãî ðàíãà (2, 2) îêàçûâàåòñÿ ïîäñèñòåìîé ÁÑÊÎ áîëåå âûñîêèõ ðàíãîâ. Ïîêàçàíî, ÷òîýëåìåíòû ÁÑÊÎ ðàíãà (3, 3) îïèñûâàþòñÿ 2-êîìïîíåíòíûìè ñïèíîðàìè. Â òàêîé òåîðèè âàæíóþðîëü èãðàåò ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé SL(2, C). Â ðàçâèâàåìîé òåîðèè ïðåäëàãàåòñÿ îïèñûâàòü ýëå-ìåíòàðíûå ÷àñòèöû äâîéêàìè èëè òðîéêàìè ýëåìåíòîâ, îòíîøåíèÿ ìåæäó êîòîðûìè óäîâëåòâîðÿ-þò ñïåöèàëüíûì óñëîâèÿì ñâÿçè. Îò äàííîé òåîðèè ñâîåîáðàçíûì êâàäðèðîâàíèåì ìîæíî ïåðåéòèê óíàðíîé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.3. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïèñàíèÿ âîäîðîäîïîäîáíûõ àòîìîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòüÁÑÊÎ ðàíãà (4, 4), äëÿ êîòîðîé çàêîí èìååò âèä:
Φ(4,4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

uiα uiβ uiγ uiδ
ukα ukβ ukγ ukδ
ujα ujβ ujγ ujδ
usα usβ usγ usδ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (2.1)ãäå i, k, j, s � ýëåìåíòû ïåðâîãî ìíîæåñòâà, α, β, γ, δ � ýëåìåíòû âòîðîãî ìíîæåñòâà à uiα � ïàðíûåîòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè äâóõ ìíîæåñòâ, ïðåäñòàâèìûå â âèäå

uiα = i1α1 + i2α2 + i3α3. (2.2)Çäåñü i1, i2, i3 � òðè ïàðàìåòðà ýëåìåíòà ïåðâîãî ìíîæåñòâà, à α1, α2, α3 � òðè ïàðàìåòðà ýëåìåíòàâòîðîãî ìíîæåñòâà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîé òåîðèè ýëåìåíòû îïèñûâàþòñÿ 3-êîìïîíåíòíûìè�èíñëåðîâûìè ñïèíîðàìè è â íåé êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé SL(3, C).4. Â íàøèõ ðàáîòàõ ïðåäëîæåíî îïèñûâàòü â ðàìêàõ äàííîé òåîðèè âñå èçâåñòíûå âèäû �è-çè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé: ñèëüíûå, ýëåêòðîñëàáûå, ýëåêòðîìàãíèòíûå. Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ, ÷òîîáùèé ñëó÷àé òåîðèè ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíûì âçàèìîäåéñòâèÿì, îïèðàþùèìñÿ íà ãðóïïó ïðåîáðà-çîâàíèé SU(3) (ïîäãðóïïó ãðóïïû SL(3, C)), ñïåöè�è÷åñêîå âûðîæäåíèå îáùåãî ñëó÷àÿ ñîîòâåò-ñòâóåò ýëåêòðîñëàáûì âçàèìîäåéñòâèÿì, à èíòåðåñóþùèé íàñ ñëó÷àé ýëåêòðîìàãíèòíûõ âçàèìî-äåéñòâèé ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåíèþ òåîðèè, êîãäà èç ãðóïïû SL(3, C) âûäåëÿåòñÿ îäèí èç òðåõâàðèàíòîâ ïîäãðóïïû SL(2, C). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûå äâà ïàðàìåòðà ýëåìåíòîâ (�èíñëåðîâûõñïèíîðîâ) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îáû÷íûå 2-êîìïîíåíòíûå ñïèíîðû, òîãäà êàê òðåòüè ïàðàìåòðûÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè.5. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è àòîìà âîäîðîäà ñëåäóåò îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âçà-èìîäåéñòâèé è äîñòàòî÷íî ïîëàãàòü, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö (ýëåêòðîí èïðîòîí) îïèñûâàþòñÿ ïàðàìè ýëåìåíòîâ. Ïóñòü, íàïðèìåð, ýëåêòðîí îïèñûâàåòñÿ ýëåìåíòàìè i è
k â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè è ñîïðÿæåííûìè ýëåìåíòàìè α = i∗ è β = k∗ â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè, àïðîòîí � ýëåìåíòàìè j è s â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè è γ = j∗ è δ = s∗ â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè.6. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå â ðàáîòå [8℄ áûë ïðåäëîæåí ïåðâûé âàðèàíò îáîñíîâàíèÿO(4)-ñèììåòðèèâ çàäà÷å àòîìà âîäîðîäà íà áàçå ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà, îäíàêî ïðè ýòîì èñïîëüçî-âàëñÿ ðÿä íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàííûõ ïîñòóëàòîâ. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé âàðèàíòîáîñíîâàíèÿ, ñâîáîäíûé îò ïðåæíèõ íåäîñòàòêîâ.3. Áàçîâîå 4× 4-îòíîøåíèåÂ ðåëÿöèîííîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö â îáùåì ñëó÷àå îïèñûâàþòñÿ òàê íàçû-âàåìûì áàçîâûì 4 × 4-îòíîøåíèåì, ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì ñîäåðæàùèì äâå ïàðû ýëåìåíòîâ âíà÷àëüíîì è äâå ïàðû ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèÿõ. Îíî ñòðîèòñÿ îêàéìëåíèÿ åäèíèöàìèîïðåäåëèòåëÿ â çàêîíå (2.1), òàê ÷òî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SL(3, C) è âîáùåì ñëó÷àå îòëè÷íî îò íóëÿ.



�åëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå O(4)-ñèììåòðèè àòîìà âîäîðîäà 471. Ïóñòü äâå âçàèìîäåéñòâóþùèå ÷àñòèöû â äâóõ ìíîæåñòâàõ îïèñûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè
(i, k, α, β) è (j, s, γ, δ), òîãäà áàçîâîå 4× 4-îòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä
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. (3.1)Â âåðõíåì îïðåäåëèòåëå âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè, êàê è ðàíåå, ðàçäåëÿþò ïàðíûåîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì âçàèìîäåéñòâóþùèì ÷àñòèöàì, à ãîðèçîíòàëüíûåëèíèè â íèæíèõ îïðåäåëèòåëÿõ îòäåëÿþò äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû (ñ èíäåêñîì 3) îò ïàðàìåò-ðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÁÑÊÎ ðàíãà (3, 3).2. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî áàçîâîå îòíîøåíèå îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ÷àñòèö áåç ó÷àñòèÿ êà-êèõ áû òî íè áûëî ïðîìåæóòî÷íûõ ïîëåé. Â íåì ïðèñóòñòâóþò ëèøü õàðàêòåðèñòèêè (ïàðàìåòðû)÷àñòèö â äóõå òåîðèè ïðÿìîãî ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Ôîêêåðà�Ôåéíìàíà [13℄. Ïðè æå-ëàíèè ïðîìåæóòî÷íûå áîçîíû ìîæíî ââåñòè êàê âòîðè÷íûå, âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ.Êðîìå òîãî, äëÿ îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé àòîìà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü âàðèàíòòåîðèè, ãäå ýëåìåíòû âòîðîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ îïèñûâàþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè ïà-ðàìåòðàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàëüíåéøåì âåçäå áóäåì ïîëàãàòü: α = i∗; β = k∗; γ = j∗; δ = s∗.3. Ïðîèçâåäåì ïðîöåäóðó (2+1)-ðàñùåïëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íà äâà èìïóëüñíûõ è äîïîëíèòåëüíûéòðåòèé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàñïèñàòü îïðåäåëèòåëè ñïðàâà â (3.1) ïî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêàì.Â èòîãå íàõîäèì êîìáèíàöèþ èç 36 ñëàãàåìûõ:
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)
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[
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k s
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+
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j∗s∗

i s
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i∗k∗
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)
+
[
j∗s∗
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](
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i s
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−
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j∗s∗

k s

](
i∗k∗

i j

)
+
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j∗s∗

j s

](
i∗k∗

i k

)
,

(3.2)
ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ:

[
i∗k∗

i k

]
=

∣∣∣∣
i1 k1

i2 k2

∣∣∣∣×
∣∣∣∣
i∗1 k∗1

i∗2 k∗2

∣∣∣∣ = (i1k2 − i2k1)(i∗1k∗2 − i∗2k∗1);

(
i∗

i

k∗

k

)
=

∣∣∣∣
i3 k3

1 1

∣∣∣∣×
∣∣∣∣

1 1
i∗3 k∗3

∣∣∣∣ = (i3 − k3)(k∗3 − i∗3). (3.3)Äàííîå âûðàæåíèå ñïåöèàëüíî ïðåäñòàâëåíî â âèäå 6 × 6-òàáëèöû òàê, ÷òî ñòðîêè ðàçëè÷àþòñÿïåðåñòàíîâêàìè ÷åòûðåõ èíäåêñîâ: i∗, k∗, j∗, s∗, à ñòîëáöû � ïåðåñòàíîâêàìè èíäåêñîâ i, k, j, s.4. Àíàëèç áàçîâîãî 4× 4-îòíîøåíèÿÏðîèçâåäåì àíàëèç ïîëó÷èâøåãîñÿ áàçîâîãî 4 × 4-îòíîøåíèÿ, èñõîäÿ èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèéäîïîëíèòåëüíûõ, òðåòüèõ ïàðàìåòðîâ �èíñëåðîâûõ ñïèíîðîâ, êîòîðûå ïðè âûäåëåíèè ãðóïïû
SL(2, C) ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè. Ïðåäñòàâèì ýòè ïàðàìåòðû â ñëåäóþùåì âèäå:

i3 = b1 + a1; k3 = b1 − a1; j3 = b2 + a2; s3 = b2 − a2, (4.1)
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henkoãäå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî a1, a2, b1, b2 � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååòñÿ òðè õàðàêòåðíûõ âàðèàíòà âûáîðà ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ðåøåíèÿïîñòàâëåííîé çàäà÷è íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà a1 = a2 = 0. Äëÿ îñòàâøåéñÿêîìáèíàöèè ââåäåì îáîçíà÷åíèå b2 − b1 = 2b. Òîãäà èç ñîâîêóïíîñòè ñëàãàåìûõ â (3.2) îñòàíóòñÿîòëè÷íûìè îò íóëÿ ëèøü 16 öåíòðàëüíûõ ñëàãàåìûõ:
{
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

. (4.2)
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò èíâàðèàíòà, îáðàçîâàí-íîãî äâóìÿ 2-êîìïîíåíòíûìè ñïèíîðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè äâå îòäåëüíûå ÷àñòèöû:

(
i1 − k1

i2 − k2

)
;

(
j1 − s1

j2 − s2

)
. (4.3)Äâà äðóãèõ õàðàêòåðíûõ âàðèàíòà ñîîòâåòñòâóþò ëèáî 1) óñëîâèÿì íà òðåòüè ïàðàìåòðû: b2 −

b1 = 0, a1−a2 = 0 è a1+a2 = 2a, ëèáî 2) óñëîâèÿì: b2−b1 = 0, a1+a2 = 0, a1−a2 = 2c. Â ýòèõ äâóõñëó÷àÿõ òàêæå îêàçûâàþòñÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ êîìáèíàöèè èç 16 ñëàãàåìûõ, íî óæå èíûõ. Ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî èõ òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç èíâàðèàíòû îò ïàð 2-êîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ,îäíàêî òåïåðü îíè áóäóò ñîñòàâëåíû èç êîìáèíàöèé ïàðàìåòðîâ ðàçíûõ ÷àñòèö.5. Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè àòîìîâÅñëè äâå ÷àñòèöû îáðàçóþò åäèíîå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå, òî èõ ïàðàìåòðû äîëæíû óäîâëå-òâîðÿòü íåêèì óñëîâèÿì. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ðàçëè÷àòü, âî-ïåðâûõ, àëãåáðàè÷åñêèå óñëîâèÿ ñâÿçèïàðàìåòðîâ ýëåìåíòîâ äâóõ ÷àñòèö è, âî-âòîðûõ, óñëîâèÿ, îáóñëîâëåííûå ñòàòèñòè÷åñêèì õàðàê-òåðîì ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé.5.1. Àëãåáðàè÷åñêèå óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû ÷àñòèö1. Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî âòîðîé è òðåòèé âàðèàíò óñëîâèé íà òðåòüè (èíâàðèàíòíûå) ïà-ðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþò îïèñàíèþ àòîìà êàê öåëîãî, òîãäà êàê ïåðâûé âàðèàíò ñîîòâåòñòâóåò îïè-ñàíèþ âíóòðåííèõ îòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ ÷àñòèöàìè, ñîñòàâëÿþùèìè àòîì. Ýòà ñèòóàöèÿ ñîîò-âåòñòâóåò îáùåïðèíÿòîìó ïîäõîäó â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êîãäà îáùàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ àòîìàðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ âîëíîâûõ �óíêöèé: 1) íà îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå àòîìà êàêöåëîãî è 2) íà âîëíîâóþ �óíêöèþ ýëåêòðîíà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ñèñòåìû.Èñõîäÿ èç ýòîãî îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ïåðâûì âàðèàíòîì, òî åñòü ïîëîæèì:
a1 = a2 = 0; b2 − b1 = 2b. (5.1)2. Äàëåå ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî äâà 2-êîìïîíåíòíûõ ñïèíîðà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì ÷àñòèöàì,ñîñòàâëÿþùèì àòîì, íå ïðîèçâîëüíû, à óäîâëåòâîðÿþò íåêèì óñëîâèÿì. Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü,÷òî ýòè óñëîâèÿ àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå íàêëàäûâàëèñü íà ëåâóþ è ïðàâóþ êîìïîíåíòû åäè-íîé ñïèíîðíîé ÷àñòèöû. Íàïîìíèì, ÷òî â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòíîøåíèé ýòè óñëîâèÿ ñîñòîÿëèâ ïîñòóëèðîâàíèè îäèíàêîâîñòè ïàðíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè â äâóõ ìíîæåñòâàõ äëÿêàæäîãî èç ýëåìåíòîâ è ðàâåíñòâà íóëþ ïåðåêðåñòíûõ ïàðíûõ îòíîøåíèé (2.2).Îáîáùèì ýòè óñëîâèÿ íà ñëó÷àé ñîñòàâíûõ 2-êîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ èç äâóõ ÷àñòèö, îáðàçó-þùèõ àòîì:

(i1 − k1)(i∗1 − k∗1) + (i2 − k2)(i∗2 − k∗2) = (j1 − s1)(j∗1 − s∗1) + (j2 − s2)(j∗2 − s∗2) = λ̃1; (5.2)
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(i1 − k1)(j∗1 − s∗1) + (i2 − k2)(j∗2 − s∗2) = (i∗1 − k∗1)(j1 − s1) + (i∗2 − k∗2)(j2 − s2) = λ̃2, (5.3)ãäå λ̃1 è λ̃2 íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ñîñòîÿíèå àòîìà. Îòìåòèì, ÷òî â (5.3) ïðî-èçâåäåíî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé îòëè÷èÿ îò íóëÿ ïåðåêðåñòíûõ ïàðíûõ îòíîøåíèé. Êðîìå òîãî, âîáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîëàãàòü çíà÷åíèå λ̃ çàâèñèìûì îò òðåòüèõ ïàðàìåòðîâ.3. Êðîìå ýòîãî, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ îòäåëüíîé ÷àñòèöû, ïîñòóëèðóåì, ÷òîèíâàðèàíò, ïîñòðîåííûé èç äâóõ ñïèíîðîâ (4.3), èìååò íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå λ̃, òàêæåõàðàêòåðèçóþùåå ñîñòîÿíèå àòîìà:

(i1 − k1)(j2 − s2)− (i2 − k2)(j1 − s1) = λ̃, (5.4)Âûðàæàÿ èç (5.2), íàïðèìåð, (j1 − s1) è ïîäñòàâëÿÿ â èíâàðèàíò (5.4), ïîëó÷àåì âìåñòå ñ (5.2) è(5.3) ñèñòåìó óðàâíåíèé, èç êîòîðîé íàõîäèì óñëîâèÿ ñâÿçè ïàðàìåòðîâ äâóõ ÷àñòèö â àòîìå
(j1 − s1) =

λ̃

λ̃1
(i∗2 − k∗2) +

λ̃2

λ̃1
(i1 − k1); (j2 − s2) = − λ̃

λ̃1
(i∗1 − k∗1) +

λ̃2

λ̃1
(i2 − k2). (5.5)Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðîîáðàç óðàâíåíèé Äèðàêà äëÿ àòîìà â ñîáñòâåííîéñèñòåìå îòíîøåíèé.4. Â âûïèñàííûõ óðàâíåíèÿõ ñîäåðæàòñÿ òðè ïàðàìåòðà: λ̃1, λ̃2 è λ̃ âìåñòî îäíîãî ïàðàìåòðà âîïðåäåëåíèè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè òðè ïàðàìåòðà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþ-ùåìó ñîîòíîøåíèþ:

λ̃2 = λ̃21 − λ̃22. (5.6)Â ñëó÷àå, åñëè áû ïàðíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè (5.3) îáðàòèëèñü â íóëü (ïðè λ̃2 = 0), òîäâà îñòàâøèõñÿ ïàðàìåòðà ñîâïàëè áû, êàê ýòî èìåëî ìåñòî â ñëó÷àå îòäåëüíîé ÷àñòèöû.5. Äàëåå ìîæíî áûëî áû ïîéòè ïî òîìó æå ïóòè, ÷òî è ïðè âûâîäå ïðîîáðàçà óðàâíåíèé Äèðàêàäëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòíîøåíèé [8℄, òî åñòü ïðîèçâåñòè ïðåîáðàçîâàíèåáóñòîâ. Îäíàêî ïîéäåì ïî äðóãîìó ïóòè � áóäåì àíàëèçèðîâàòü çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòà, ÷òî �àê-òè÷åñêè îçíà÷àåò ïåðåõîä ê êâàäðèðîâàííîìó óðàâíåíèþ Äèðàêà. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïîëîæèìïåðåêðåñòíûå îòíîøåíèÿ ðàâíûìè íóëþ, òî åñòü ïóñòü
λ̃2 = 0; → λ̃ = λ̃1, (5.7)òîãäà èíâàðèàíò (5.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

[(i1 − k1)(i∗1 − k∗1) + (i2 − k2)(i∗2 − k∗2)] = y21 + y22 + y23 + y24 = λ̃1, (5.8)ãäå èñïîëüçîâàíû åñòåñòâåííûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íà èõ ñîïðÿ-æåííûå çíà÷åíèÿ:
(i1 − k1)(i∗1 − k∗1) = y21 + y22; (i2 − k2)(i∗2 − k∗2) = y23 + y24 . (5.9)6. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëîæåííîì óñëîâèè áàçîâîå 4 × 4-îòíîøåíèå (4.2) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå:

−4b2(y21 + y22 + y23 + y24)
2 = −4b2λ̃21 = −λ21. (5.10)Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê çàäàíèå òî÷êè íà íåêîé 3-ìåðíîé ãèïåðñ�åðå â àáñòðàêòíîì4-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.5.2. Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè1. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷åìó ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè íà 3-ìåðíîé ãèïåðñ�åðå? ×òîáû íàíåãî îòâåòèòü íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü áëîê èäåé î ìàêðîñêîïè÷åñêîé (ñòàòèñòè÷åñêîé) ïðèðîäåïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ñîãëàñíî ýòîìó ïîäõîäó êëàññè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ïîíÿòèÿÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì èòîãîì íàëîæåíèÿ îãðîìíîãî ÷èñëà íåêèõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ �àêòîðîâ.Îá ýòîì ïèñàëè Ï.Ê. �àøåâñêèé, Å. Öèììåðìàí, �. Ïåíðîóç è ðÿä äðóãèõ àâòîðîâ [9�11℄. Îäíàêî,êàê ïðàâèëî, ïðè ýòîì íå íàçûâàëèñü ñóììèðóåìûå �àêòîðû.2. Â ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå ÿâëåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî �èçëó÷åíèÿ� íå ñîïðÿæåíîñ ïðîöåññîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, ïîñêîëüêó â ýòîì ïîäõîäå ñðåäè ïåðâè÷-íûõ ïîíÿòèé íåò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî êîíòèíóóìà, ïî êîòîðîìó ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
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henkoâîëíà. Âìåñòî ýòîãî ñîçäàåòñÿ ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà ��îòîííûõ� îòíîøåíèé ìåæäó èçëó÷àòåëåì èâñåìè âîçìîæíûìè ïîãëîòèòåëÿìè. Íî èçëó÷åííûõ, íî åùå íå ïîãëîùåííûõ èçëó÷åíèé âî Âñåëåí-íîé ÷ðåçâû÷àéíî ìíîãî. Åñòü îñíîâàíèÿ óòâåðæäàòü, ÷òî êëàññè÷åñêèå (ãåîìåòðè÷åñêèå) ïîíÿòèÿÿâëÿþòñÿ èòîãîì íàëîæåíèÿ èìåííî ýòèõ ��îòîííûõ� âêëàäîâ.Âñå èçëîæåííîå âûøå â äàííîé ñòàòüå ñëåäóåò îòíåñòè ê ñâîéñòâàì îòíîøåíèé, ñîçäàâàåìûõâ êàæäîé èç òàêèõ ��îòîííûõ� ìàòðèö, à òî÷êà óêàçàííàÿ âûøå íà 3-ìåðíîé ãèïåðñ�åðå ñîîò-âåòñòâóåò âêëàäó ëèøü îäíîé èç òàêèõ ��îòîííûõ� ìàòðèö. Íî òàêèõ òî÷åê ìíîãî. Åñòåñòâåííîïîëàãàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü òàêèõ òî÷åê óäîâëåòâîðÿåò íåêîìó óñëîâèþ ñòàöèîíàðíîñòè (àòîìà).3. Ê ââåäåíèþ óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ìîæíî ïîäîéòè ñ ðàçíûõ ïîçèöèé. Ïðåäëàãàåòñÿ ñëå-äóþùåå îáîñíîâàíèå, êîòîðîå áîëåå ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòàõ [6, 8℄. Äåëî â òîì, ÷òî çàêîíÁÑÊÎ ðàíãà (4, 4), âûïèñàííûé â 2.1 äîïóñêàåò êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âäàííîé òåîðèè âûäåëåíèþ ÁÑÊÎ ðàíãà (2, 2) êàê ïîäñèñòåìû ÁÑÊÎ ðàíãà (4, 4). Ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî ïàðàìåòðû ýòîé ÁÑÊÎ ðàíãà (2, 2) èìåþò ðàâíûå åäèíèöå ìîäóëè, òî åñòü îòëè÷àþùèåñÿ ëèøüèíâàðèàíòíûìè �àçîâûìè ïàðàìåòðàìè. Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè èç ñîâîêóïíîñòèïàðàìåòðîâ â �èìïóëüñíîì� è �êîîðäèíàòíîì� ïðåäñòàâëåíèÿõ.4. Åñëè ââåäåííûå âûøå ïàðàìåòðû yk ñ÷èòàòü èìïóëüñíûìè, òî èõ çíà÷åíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòüäè��åðåíöèðîâàíèåì ýêñïîíåíò ïî ñîïðÿæåííûì èì �êîîðäèíàòíûì� ïàðàìåòðàì zk, êàê ýòî ïðè-íÿòî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Ïîëàãàÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå �îòîííûõ âêëàäîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîé�óíêöèåé Ψ(z1, z2, z3, z4), ñîîòíîøåíèþ (5.10) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñëåäóþùåå äè��åðåíöèàëüíîåóñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè:
±2b
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∂2

∂z21
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∂2

∂z22
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∂2
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+

∂2
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)
Ψ(z1, z2, z3, z4) = λ1Ψ(z1, z2, z3, z4), (5.11)ãäå ñëåâà ñòîèò îïåðàòîð Ëàïëàñà, äåéñòâóþùèé íà �óíêöèþ Ψ(z1, z2, z3, z4), à λ1 � ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà, õàðàêòåðèçóþùåå ðàäèóñ ãèïåðñ�åðû.5. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå �àêòè÷åñêè îáîñíîâûâàåò ðåçóëüòàò Ôîêà è Õèëëåðà-àñà, îòêðûâøèõ â 30-õ ãîäàõ O(4)-ñèììåòðèþ â çàäà÷å àòîìà âîäîðîäà ïðè åå ðåøåíèè íà îñíîâåóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.6. �àçäåëåíèå ïåðåìåííûõ è óðàâíåíèå Ëàãåððà1. Ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ z1, z2, z3, z4 ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ρ, α, θ, ϕ, ñîãëàñíî �îð-ìóëàì:

z1 = ρ sinα sin θ cosϕ; z2 = ρ sinα sin θ sinϕ; z3 = ρ sinα cos θ; z4 = ρ cosα, (6.1)òîãäà óðàâíåíèå (5.11) ïðèíèìàåò âèä
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)]
Ψ(ρ, α, θ, ϕ) = ±λ1ρ2Ψ(ρ, α, θ, ϕ). (6.2)2. Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ψ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñëàãàåìûõ, îòäåëüíî çà-âèñÿùèõ îò äâóõ ïàð ïåðåìåííûõ: Ψ(ρ, α, θ, ϕ) = R(ρ, α)Φ(θ, ϕ).Äàëåå ïðîèçâåäåì ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ ïî óêàçàííûì äâóì ïàðàì.3. Äëÿ �óíêöèè Φ(θ, ϕ) ïîëó÷àåì èçâåñòíîå óðàâíåíèå äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé íà äâóìåðíîéñ�åðå: [
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]
Φ(θ, ϕ) = 0, (6.3)ãäå Λ2 � êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ õîðîøî èçâåñòíî. Åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: Λ2 = l(l + 1), ãäå l =

0, 1, . . .4. Óðàâíåíèå äëÿ âòîðîé �óíêöèè R(ρ, α) íàõîäèòñÿ â âèäå
[
ρ2

∂2

∂ρ2
+ 3ρ

∂

∂ρ
+

(
∂2

∂α2
+ 2ctgα

∂

∂α

)
± ρ2

λ1
2b

− Λ2

sin2 α

]
R(ρ, α) = 0. (6.4)



�åëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå O(4)-ñèììåòðèè àòîìà âîäîðîäà 515. Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå â íîâûõ êîîðäèíàòàõ:
x = ρ sinα; y = ρ cosα. (6.5)Â èòîãå èìååì: [

x2
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+ 2x

∂

∂x
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∂2

∂y2
− Λ2 ± x2

λ1
2b

]
R(x, y) = 0. (6.6)6. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ýòîì óðàâíåíèè ðîëü êîîðäèíàòû y ðåçêî îòëè÷àåòñÿ îò ðîëèêîîðäèíàòû x. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â �îðìóëàõ (6.1) 3-ìåðíûå óãëîâûå êîîðäèíàòû íåïî-ñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ëèøü ñ ïåðåìåííîé x. Ïðîèçâåäåì â (6.6) ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, ïîëîæèâ

R(x, y) = Y (y)φ(x), Äëÿ �óíêöèè Y (y) íàõîäèì óðàâíåíèå è ðåøåíèå â âèäå
[
d2

dy2
+ Λ1

]
Y (y) = 0, Y (y) = C1 exp(i

√
Λ1y), (6.7)ãäå Λ1 � êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ.7. Ïðîèçâåäÿ ïðåîáðàçîâàíèå �óíêöèè

φ(x) =
1√
x
ψ(x) (6.8)è ðàçäåëèâ âñå óðàâíåíèå íà x, ïðèõîäèì ê ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (�ÑÓ)

[
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d
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4x
(1 + 4Λ2)− xΛ1 ± x

λ1
2b

]
ψ(x) = 0. (6.9)8. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå î÷åíü íàïîìèíàåò óðàâíåíèå Ëàãåððà:
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4x
− 1

4
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]
ψ(x) = 0. (6.10)Äëÿ ñîâïàäåíèÿ óðàâíåíèé ñëåäóåò â �îðìóëå (5.11) âûáðàòü çíàê ìèíóñ è ïîëîæèòü:

1 + 4Λ2 = (2l+ 1)2 = s2; Λ1 =
1

4
; 2b = x; λ1 = λ. (6.11)9. Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàãåððà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ψ(x) = xs/2e−x/2Q

(s)
n (x),ãäå Qs

n(x) � îáîáùåííûå ïîëèíîìû ×åáûøåâà�Ëàãåððà, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàïèñûâàþòñÿ÷åðåç öåëûå ÷èñëà:
s = 2l+ 1; λ = nr +

1

2
(s+ 1) = nr + (l + 1). (6.12)Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî ïðèéòè ê ñîáñòâåííûìçíà÷åíèÿì, õàðàêòåðèçóþùèì ñîñòîÿíèå àòîìà â îáùåïðèíÿòîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â äàííûõ ðàññóæäåíèÿõ íèãäå íå èñïîëüçîâàëèñü íè êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàí-ñòâî-âðåìÿ, íè îáùåïðèíÿòûå óðàâíåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè: Øðåäèíãåðà èëè Êëåéíà�Ôîêà��îðäîíà.7. Ñîïîñòàâëåíèå äâóõ âàðèàíòîâ ïåðåõîäà îò ãèïåðñ�åðû ê óðàâíåíèÿì êâàíòîâîéìåõàíèêèÏðîèçâåäåì ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ â äâóõ îïèñàííûõ ïîäõîäàõ: òåîðåòèêî-ïîëåâîì è ðåëÿ-öèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîì. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ãëàâíîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò â èñõîäíûõ ïîçèöèÿõ: âòåîðåòèêî-ïîëåâîì ïîäõîäå Ôîê è Õèëëåðààñ èñõîäèëè èç àïðèîðíî çàäàííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðå-ìåíè è ïîñòóëèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, òîãäà êàê â ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäåèñõîäíûìè áûëè ïîëîæåíèÿ ÁÑÊÎ, êîòîðûìè îïèñûâàëèñü îòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ÷àñòèöàìè,ñîñòàâëÿþùèìè àòîì.Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ äâóõ ïîäõîäîâ öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü ðàçëè÷èÿ è îáùèå ìîìåíòû âïðîöåäóðå îáðàòíîãî ïåðåõîäà îò ãèïåðñ�åðû ê îáùåïðèíÿòûì óðàâíåíèÿì êâàíòîâîé ìåõàíèêè.Ïðè ýòîì áóäåì îïèðàòüñÿ íà ïðîàíàëèçèðîâàííûé â ðàáîòå îäíîãî èç àâòîðîâ [12℄ îáðàòíûéïåðåõîä äëÿ âàðèàíòà òåîðèè Ôîêà è Õèëëåðààñà.
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henko1. Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü ïðèíöèïèàëüíî âàæíîå ðàçëè÷èå ïðè ïåðåõîäå îò àë-ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ãèïåðñ�åðû (5.10) ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (5.11). Â òåîðåòèêî-ïîëåâîì ïîäõîäå ýòî îáîñíîâàíî óæå èñïîëüçîâàííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, à âðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå äàííûé ïåðåõîä îáóñëîâëåí èäåîëîãèåé ñóììèðîâàíèÿ îãðîì-íîãî êîëè÷åñòâà âêëàäîâ îò ðàíåå ñëó÷èâøèõñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåññîâ â îêðóæàþùåì ìèðå.Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âîçíèêëî êàê ý��åêòèâíûé ñïîñîá ðàáîòû ñ îãðîìíûì êîëè÷åñòâîìêîìïëåêñíûõ âêëàäîâ. Ýòî ïðèíöèïèàëüíî âàæíûé ìîìåíò, ñóùåñòâåííûé äëÿ âñåé ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîé ïåðå�îðìóëèðîâêè êâàíòîâîé ìåõàíèêè.2. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â îáîèõ ïîäõîäàõ ñíà÷àëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñîîòíîøåíèÿì ÷åò-âåðòîé ñòåïåíè ïî èñïîëüçóåìûì êîîðäèíàòàì. Â òåîðåòèêî-ïîëåâîì ïîäõîäå ýòî óðàâíåíèå (1.4),ïîëó÷àåìîå êâàäðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, à â ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå ýòîêâàäðàò èíâàðèàíòà (5.10), ê êîòîðîìó ñâîäèòñÿ áàçîâîå 4× 4-îòíîøåíèå.3. Äàëåå ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî â òåîðåòèêî-ïîëåâîì ïîäõîäå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñàñòîèò íóëü, à â ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå ñïðàâà ïèøåòñÿ âûðàæåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîåñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ.4. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îïåðàòîð Ëàïëàñà ðàñïèñûâàåòñÿ â 4-ìåðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, îä-íàêî èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ. Â òåîðåòèêî-ïîëåâîé ïàðàäèãìå îãðàíè÷èâàþòñÿ 3-ìåðíîéñ�åðè÷åñêîé ÷àñòüþ, èãíîðèðóÿ ðàäèàëüíóþ. À â ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå ïðîèçâîäèò-ñÿ (2+2)-ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ íà äâóìåðíóþ ñ�åðè÷åñêóþ ÷àñòü (
 óãëàìè θ, ϕ) è íà ðàäèàëüíî-ñ�åðè÷åñêóþ ÷àñòü (ñ ρ è òðåòüèì óãëîì α).5. Â òåîðåòèêî-ïîëåâîé ïàðàäèãìå ïåðåõîä ê 3-ìåðíûì äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì îñóùåñòâëÿ-åòñÿ ìåòîäîì ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèè ñ 3-ìåðíîé ãèïåðñ�åðû íà 3-ìåðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü èëèøü ïîòîì ïðîèçâîäèòñÿ ðàçäåëåíèå íà 2-ìåðíóþ óãëîâóþ ÷àñòü è 1-ìåðíîå ðàäèàëüíîå óðàâíå-íèå. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Ëåæàíäðà.Â ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå â ðàäèàëüíî-óãëîâîì óðàâíåíèè ÷åðåç ρ è α îïðåäåëÿ-þòñÿ äâå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x è y, è ïðîèçâîäèòñÿ ðàçäåëåíèå ýòèõ ïåðåìåííûõ òàê, ÷òî îñòàâ-øååñÿ óðàâíåíèå çàâèñèìîñòè îò x îêàçûâàåòñÿ ñîâïàäàþùèì ñ óðàâíåíèåì Ëàãåððà, ê êîòîðîìóïðèâîäèòñÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â îáùåïðèíÿòîì èçëîæåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è àòîìà âîäîðîäà.6. Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ïîäõîäàõ ìîæíî îñóùåñòâèòü ïåðåõîä êàê ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâ-íåíèþ Øðåäèíãåðà, òàê è ê ðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ Êëåéíà�Ôîêà��îðäîíà [14℄.7. Â ðåëÿöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ïåðåõîä îò O(4)-ñèììåòðè÷íûõðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà èëè Êëåéíà�Ôîêà��îðäîíà ê ðåøåíèÿì, ãäå ñíèìàåòñÿ âû-ðîæäåíèå ïî îðáèòàëüíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó l. Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå ýòîò âîïðîñ íå çàòðàãè-âàåòñÿ. ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Âëàäèìèðîâ Þ.Ñ. Ìåòà�èçèêà. Ì.: ÁÈÍÎÌ (Ëàáîðàòîðèÿ áàçîâûõ çíàíèé), 2009.2. Õèëëåðààñ Å.À. Âîëíîâûå óðàâíåíèÿ çàäà÷è Êåïëåðà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå // Zeits
hrift furPhysik. 1932. B74. � 3, 4. P. 216.3. Ôîê Â.À. Àòîì âîäîðîäà è íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�. 1935. Ò. 2. C. 169�184.4. Ôîê Â.À. Ñèììåòðèÿ àòîìà âîäîðîäà // Ñîðåíà. 1935. Ò. 5. C. 3�9.5. Âëàäèìèðîâ Þ.Ñ. �åëÿöèîííàÿ òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è âçàèìîäåéñòâèé. ×àñòü 1. Òåîðèÿ ñè-ñòåì îòíîøåíèé. Ì.: Èçä-âî Ìîñêîâñêîãî ãîñ. óí-òà, 1996.6. Âëàäèìèðîâ Þ.Ñ. �åëÿöèîííàÿ òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è âçàèìîäåéñòâèé. ×àñòü 2. Òåîðèÿ �è-çè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé. Ì.: Èçä-âî Ìîñêîâñêîãî óí-òà, 1998.7. Âëàäèìèðîâ Þ.Ñ. Ôèçèêà äàëüíîäåéñòâèÿ. Ïðèðîäà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ì.: Êíèæíûé äîì �ËÈÁ-�ÎÊÎÌ�, 2016.8. Âëàäèìèðîâ Þ.Ñ. Îñíîâàíèÿ �èçèêè. Ì.: ÁÈÍÎÌ (Ëàáîðàòîðèÿ áàçîâûõ çíàíèé), 2008.9. �àøåâñêèé Ï.Ê. �èìàíîâà ãåîìåòðèÿ è òåíçîðíûé àíàëèç. Ì.: Íàóêà, 1967. 658 
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