
Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ, Â�ÅÌß È ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß 2016, Âûï. 1ÓÄÊ 5530.12+531.51+517.944+519.713+514.774Þ.�. Èãíàòüåâ1, È.À. Êîõ 2ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÊÎÑÌÎËÎ�È×ÅÑÊÎÉ ÝÂÎËÞÖÈÈ ×ÀÑÒÈÖÑÂÅ�ÕÂÛÑÎÊÈÕ ÝÍÅ��ÈÉ Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÑÊÅÉËÈÍ�ÀÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÉ Â ÓÍÈÒÀ�ÍÎÌ Ï�ÅÄÅËÅÑ�îðìóëèðîâàíà ñòðîãàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ñâåðõòåïëîâûõ ÷àñòèö ñ ýíåð-ãèÿìè âûøå óíèòàðíîãî ïðåäåëà âî Âñåëåííîé, îïèñûâàåìîé òî÷íîé ìîäåëüþ ïåðåõîäà ñ óëüòðàðåëÿòè-âèñòñêîé ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ íà èí�ëÿöèîííóþ. Íà îñíîâå ñ�îðìóëèðîâàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëèïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè äèíàìè÷åñêîãî ñïåêòðà ÷àñòèö ñâåðõâûñîêèõ ýíåðãèé, ïîñòðîåíà è èñ-ñëåäîâàíà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè òàêèõ ÷àñòèö íà èí�ëÿöèîííîé ñòàäèè ðàñøèðå-íèÿ Âñåëåííîé. Ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä ïàðàìåòðîâ ñïåêòðà ÷àñòèö �èêñèðóþòñÿ íà èí�ëÿöèîííîé ñòàäèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �åëÿòèâèñòñêàÿ êèíåòèêà, äè��óçèÿ, êîñìîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ, ñâåðâûñîêèå ýíåð-ãèè, ñêåéëèíã.PACS: 04.20.Cv, 98.80.Cq, 96.50.S, 52.27.NyÂâåäåíèåÂ 1986 ãîäó îäíèì èç Àâòîðîâ íà îñíîâå àíàëèçà óñëîâèé ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâ-íîâåñèÿ (ËÒ�) â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé Âñåëåííîé Ôðèäìàíà è ñå÷åíèé âçàèìîäåéñòâèé ýëåìåí-òàðíûõ ÷àñòèö ñ ýíåðãèÿìè âûøå òàê íàçûâàåìîãî óíèòàðíîãî ïðåäåëà áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçàî âîçìîæíîì íàðóøåíèè ËÒ� â êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìå íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ýâîëþöèè Âñåëåííîéè áûëî ïðåäëîæåíî óíè�èöèðîâàííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ñå÷åíèå, (ÓÀÑ), ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö çà óíè-òàðíûì ïðåäåëîì [1℄. Â äàëüíåéøåì íà îñíîâå ýòîé ãèïîòåçû è ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåî-ðèè áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà è ïîäðîáíî èññëåäîâàíà ñòðîãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà âîñ-ñòàíîâëåíèÿ ËÒ� íà ðàííèõ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ñòàäèÿõ ýâîëþöèè Âñåëåííîé [2℄, [3℄, [4℄, [5℄, [6℄.Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàëîñü3, ÷òî èíâàðèàíòíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â ÷åòûðåõ÷àñòè÷íûõðåàêöèÿõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö çà óíèòàðíûì ïðåäåëîì àñèìïòîòè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ ÓÀÑ, îáðà-çîâàííûì òðåìÿ �óíäàìåíòàëüíûìè êîíñòàíòàìè G, ~, c4:
σ0(s) =

8πβ

sL(s)
, (1)ãäå β ∼ 1, L(s) � ëîãàðè�ìè÷åñêèé �àêòîð:

L(s) = 1 + ln2
(
1 +

s0
s

)
> 1, (2)ÿâëÿþùèéñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé �óíêöèåé êèíåìàòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà s (ñì., íàïðèìåð, [9℄):

dL/ds < 0, è s0 = 4 åñòü êâàäðàò ïîëíîé ýíåðãèè äâóõ ñòàëêèâàþùèõñÿ ïëàíêîâñêèõ ìàññ, òàê ÷òîíà ïëàíêîâñêèõ ìàñøòàáàõ ýíåðãèè:
L(s0) ≃ 1, (3)à â êîìïòîíîâñêîé øêàëå ýíåðãèé, òî åñòü, ïðè s = m2

e:
1√
L(m2

e)
≈ 1

102
≃ α ≈ 1

137
, (4)ãäå α = 1/137 � ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû.Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ èññëåäîâàëàñü, â îñíîâíîì ìîäåëü ïëàçìû, îñíîâàííàÿ íà ïðåäïîëîæåíèèî ìàëîñòè ÷èñëà íåðàâíîâåñíûõ ÷àñòèö, δn, ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì ðàâíîâåñíûõ, n0:

δn≪ n0, (5)÷òî ïîçâîëÿëî ñâåñòè çàäà÷ó ê ìîäåëè ýíåðãîáàëàíñà è çàòåì ñòðîãî åå ðåøèòü. Îñíîâíûå âûâîäûïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé êðàòêî ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.1E-mail: ignatev_yu�rambler.ru2E-mail: irina_kokh�rambler.ru3ñì. òàêæå ìîíîãðà�èè [7,8℄4Âñþäó â ñòàòüå ïðèíÿòà Ïëàíêîâñêàÿ ñèñòåìà åäèíèö G = ~ = c = 1.



Äè��óçèîííàÿ ìîäåëü êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ÷àñòèö 551. Â êîñìîëîãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé Âñåëåííîé ïðè óñëîâèè âîññòàíîâ-ëåíèÿ ñêåéëèíãà âçàèìîäåéñòâèé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö çà óíèòàðíûì ïðåäåëîì íà÷àëüíîåñòàòèñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ïëàçìû ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì è ìîæåò ñèëü-íî îòêëîíÿòüñÿ îò ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîãî.2. Â õîäå êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ñîñòîÿíèå ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî â óëüòðàðåëÿ-òèâèñòñêîé ïëàçìå ïîñòåïåííî, â öåëîì, âîññòàíàâëèâàåòñÿ, îäíàêî, íà êàæäûé ìîìåíò êîñ-ìîëîãè÷åñêîãî âðåìåíè â ïëàçìå ïðèñóòñòâóåò óìåíüøàþùàÿñÿ, íî òåì íå ìåíåå, êîíå÷íàÿäîëÿ íåðàâíîâåñíûõ ñâåðõòåïëîâûõ ÷àñòèö.3. Ýòè ñâîéñòâà êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ïëàçìû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì àñèìïòîòè÷åñêîéêîí�îðìíîé èíâàðèàíòíîñòè êèíåòè÷åñêîé òåîðèè â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå [10�12℄.Â ñâÿçè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì îáíàðóæåíèåì óñêîðåíèÿ Âñåëåííîé â äàëüíåéøåì áûëî ïîñòðî-åíî îáîáùåíèå ýòîé ìîäåëè íà ñëó÷àé Âñåëåííîé ñ ïðîèçâîëüíûì óñêîðåíèåì [13�17℄, îñíîâàííîåíà òî÷íîì ðåøåíèè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, îïèñûâàþùåì ïåðåõîä ñ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèèðàñøèðåíèÿ íà èí�ëÿöèîííóþ. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íà èí�ëÿöèîííîé ñòàäèè ýâîëþ-öèè Âñåëåííîé íåðàâíîâåñíûå ïàðàìåòðû ïëàçìû �èêñèðóþòñÿ, è ëîêàëüíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîåðàâíîâåñèå óæå íå âîññòàíàâëèâàåòñÿ íèêîãäà.Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [2℄ áûëà ïîñòðîåíà è äðóãàÿ ìîäåëü íåðàâíîâåñíîé Âñåëåííîé â ïðåä-ïîëîæåíèè, ÷òî, �àêòè÷åñêè, âñå ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ íåðàâíîâåñíûìè. Ýòà ìîäåëü áûëà îñíîâàíàíà ðåëÿòèâèñòñêîì îáîáùåíèè óðàâíåíèÿ òèïà Ôîêêåðà - Ïëàíêà, ïîëó÷åííîãî èç ðåëÿòèâèñòñêèõêèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðèáëèæåíèè ìàëîãî ïåðåäàâàåìîãî ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ èìïóëüñà. Ýòàìîäåëü áûëà ïåðâîíà÷àëüíî ïîñòðîåíà â ðàáîòå [2℄, â êîòîðîé îíà è ïîëó÷èëà íàçâàíèå äè��óçèîí-íîé ìîäåëè. Òàêàÿ ìîäåëü Âñåëåííîé ìîãëà áû ðåàëèçîâûâàòüñÿ íà ñàìûõ ðàííèõ åå ñòàäèÿõ, êîãäà÷èñëî ÷àñòèö åùå ñðàâíèòåëüíî ìàëî. Â ýòîé æå ðàáîòå áûëè ïðîèçâåäåí ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèçìîäåëè è ïîëó÷åíû êðèòåðèè åå ïðèìåíèìîñòè. Â äàëüíåéøåì, íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî â ðàáîòå [2℄óðàâíåíèÿ òèïà Ôîêêåðà - Ïëàíêà â ðàáîòàõ [18, 19℄ áûëè ïîñòðîåíû ÷èñëåííûå ìîäåëè ïðîöåññàâîññòàíîâëåíèÿ ËÒ� â òàêèõ ñâåðõíåðàâíîâåñíûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ äëÿ óëüòðàðåëÿòè-âèñòñêîé Âñåëåííîé. Ýòè ìîäåëè âûÿâèëè ðÿä �åíîìåíàëüíûõ ñâîéñòâ ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿËÒ�: �îðìèðîâàíèå äâóõ ïèêîâ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè â îáëàñòè ìàëûõ (òåïëîâûõ) èñâåðõâûñîêèõ ýíåðãèé.Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ îáîáùåíèÿ äè��óçèîííîé ìî-äåëè íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî óñêîðåíèÿ Âñåëåííîé. Êðîìå òîãî, êàê îêàçàëîñü âïîñëåäñòâèè, èñàìà äè��óçèîííàÿ ìîäåëü äîëæíà áûòü íåñêîëüêî ìàòåìàòè÷åñêè ñêîððåêòèðîâàíà. �åøåíèþýòèõ äâóõ çàäà÷ è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ñòàòüÿ. Ìû íå áóäåì ïðîèçâîäèòü êàêèõ - ëèáî îöåíîê, ïîä-òâåðæäàþùèõ ðåàëèçàöèþ îïèñûâàåìûõ äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ âî Âñåëåííîé è, òåì ñàìûì, àâ-òîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàþùèõ �àêòîð àêòóàëèçàöèè èññëåäîâàíèÿ. Íàøå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíîòåîðåòè÷åñêîìó àñïåêòó ïðîöåññà äè��óçèè ÷àñòèö ñâåðõâûñîêèõ ýíåðãèé, èññëåäîâàíèå êîòîðîãîíåîáõîäèìî äëÿ âíóòðåííåãî ðàçâèòèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè.1. Êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ è óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà1.1. Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ�åëÿòèâèñòñêèå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìàêðîñêîïè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäå-ëåíèÿ fa(xi, pk) ÷àñòèö ñîðòà ¾a¿ èìåþò âèä [1℄, [4℄, [7℄, [20℄:
pi∇̃ifa(x, p) =

∑

b,c,d

Jab⇆cd(x, p), (1.1)ãäå ∇̃ - îïåðàòîð êîâàðèàíòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ Êàðòàíà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå X × P :
∇̃ = ∇i + Γj

ikp
k ∂

∂pj
. (1.2)Ñ ïîìîùüþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ fa(x, p) îïðåäåëåíû ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîìåíòû:

ni
a(x) =

∫

P (x)

fa(x, p)p
idP (1.3)
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T ik
a (x) =

∫

P (x)

pipkfa(x, p)dP (1.4)- òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷àñòèö ñîðòà ¾a¿, ãäå
dP =

√−gd3p/p4 (1.5)- èíâàðèàíòíûé ýëåìåíò îáúåìà èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñâîðà÷èâàÿ �îðìóëó (1.4) ñ ïîìîùüþìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gik, âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ íîðìèðîâêè 4-èìïóëüñà:
(p, p) = m2

a, (1.6)ïîëó÷èì:
Ta(x) = m2

a

∫

P (x)

fa(x, p)dP, (1.7)ãäå Ta(x) - ñëåä òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷àñòèö ñîðòà¾a¿.1.2. Êèíåìàòèêà ÷åòûðåõ÷àñòè÷íûõ ñòîëêíîâåíèé×åòûðåõ÷àñòè÷íûå ðåàêöèè òèïà:
a+ b→ c+ d (1.8)ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ äâóìÿ êèíåìàòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè, s è t, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèéñìûñë: √s- ýíåðãèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö â öåíòðå ìàññ (ÑÖÌ):

s = (pa + pb)
2 = (pc + pd)

2, (1.9)à t-ðåëÿòèâèñòñêèé êâàäðàò ïåðåäàííîãî èìïóëüñà:
t = (pc − pa)

2 = (pb − pd)
2, (1.10)ãäå êâàäðàòû èìïóëüñîâ ïîíèìàþòñÿ êàê ñêàëÿðíûå ÷åòûðåõìåðíûå êâàäðàòû:

p2a = (pa, pa) = (p4)2 − (p1)2 − (p2)2 − (p3)2 = m2
a,è òàê äàëåå. Òàê, íàïðèìåð:

(pa + pb)
2 = p2a + 2(papb) + p2b = m2

a + 2(pa, pb) +m2
b .Ïðè ýòîì èíâàðèàíòíûå àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ F (s, t), îïðåäåëÿåìûå êàê ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿèíâàðèàíòíîé àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ïî ñîñòîÿíèÿì ÷àñòèö, c è d, îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèìè ëèøüîò ýòèõ äâóõ èíâàðèàíòîâ (ñì., íàïðèìåð, [9℄):

∑
|MFJ |2 =

|F (s, t)|2
(2Sc + 1)(2Sd + 1)

, (1.11)ãäå Si - ñïèíû. Ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîé àìïëèòóäû F (s, t) îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíîå ñå÷åíèå ðåàêöèè(1.8) (ñì. [9℄):
σtot =

1

16π2λ2(s,m2
a,m

2
b)

0∫

tmin

dt|F (s, t)|2, (1.12)ãäå λ - �óíêöèÿ òðåóãîëüíèêà:
λ(a, b, c) = a2 + b2 + c2 − 2ab− 2ac− 2bc;

tmin = −λ
2

s
.
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pi
mi

→ ∞,
s

m2
i

→ ∞, (1.13)
λ→ s, è �îðìóëà (1.12) çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ ââåäåíèåì áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé:

x = − t

s
; (1.14)

σtot =
1

16πs

1∫

0

dx|F (s, x)|2. (1.15)�àññìîòðèì ÷åòûðåõ÷àñòè÷íóþ ðåàêöèþ âèäà (1.8). Òðåõìåðíûå ìîäóëè èìïóëüñîâ ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ÷àñòèö áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü p, q, p′, q′. Ââåäåì óãëû ϕ - ìåæäó âåêòîðàìè èìïóëü-ñîâ ÷àñòèö ~p è ~q, ψ - ìåæäó âåêòîðàìè èìïóëüñîâ ~p è ~p ′, à ϕ′ - óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~p ′ è ~q ′.Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ 4-õ ìåðíîãî èìïóëüñà ÷àñòèö çàïèøåì â âèäå:
√
m2

a + p2 +
√
m2

b + q2 =
√
m2

c + p′ 2 +
√
m2

d + q′ 2 (1.16)- çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è
~p+ ~q = ~p ′ + ~q ′ (1.17)- çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Äàëåå íàéäåì:

s = m2
a +m2

b + 2
√
m2

a + p2
√
m2

b + q2 − 2pq cosϕ;

t = m2
a +m2

c − 2
√
m2

a + p2
√
m2

c + p ′2 + 2pp′ cosψ.Â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå p/m→ ∞ ïîëó÷èì èç (1.16):
p+ q = p′ + q′. (1.18)Òàêèì îáðàçîì, âîçâîäÿ â êâàäðàòû ñîîòíîøåíèÿ (1.17) è (1.18), ïîëó÷èì â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìïðåäåëå:

pq(1− cosϕ) = p′q′(1− cosϕ′), (1.19)
lim

p,q→∞
s = 2pq(1− cosϕ) = 4pq cos2

ϕ

2
;

lim
p,p′→∞

t = −2pp′(1 − cosψ) = −4pp′ cos2
ψ

2
. (1.20)Òàêèì îáðàçîì, â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå äëÿ ïåðåìåííîé x ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:

x =
q(1− cosϕ)

p′(1− cosψ)
. (1.21)Ïîëàãàÿ p′ = p−∆p, q′ = q −∆q, âñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (1.18) ïîëó÷èì:

∆q = −∆p,ñëåäîâàòåëüíî:
p′ = p−∆p; q′ = q +∆p. (1.22)Âåëè÷èíó ∆p â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (1.13) ìîæíî çàïèñàòü â �îðìå:

∆p = x(p− q)− cosϕ
√
x(1 − x)(4pq − s). (1.23)Èíâàðèàíòíûå àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ â ïðåäåëå (1.13) äîëæíû áûòü �óíêöèÿìè ëèøü ïåðåìåí-íîé x = −t/s, òî åñòü:

|F (s, t)| = |F (x)|, (s→ ∞). (1.24)
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σtot(s) =

1

16πs

1∫

0

dx|F (x)|2 =
Const
s

, (1.25)- ïîëíîå ñå÷åíèå âåäåò ñåáÿ òàêæå, êàê è ñå÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âçàèìîäåéñòâèé, òî åñòü, ïðèñâåðõâûñîêèõ ýíåðãèÿõ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñêåéëèíã.1.3. Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ Âñåëåííîé Ôðèäìàíà�àññìîòðèì êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ìåòðèêå Ôðèäìàíà. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãîðàñïðåäåëåíèÿ f(η, p) â ìåòðèêå Ôðèäìàíà:
ds2 = a2(η)(dη2 − dl2) = dt2 − a2(t)dl2, (1.26)ãäå:

dl2 = dχ2 + ρ2(χ)dΩ2, (1.27)
ρ(χ) =





sh(χ), k = −1;
χ, k = 0;
sin(χ), k = +1.

k - èíäåêñ êðèâèçíû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:
∂fa
∂t

− ȧ

a
p
∂fa
∂p

=
1√

m2
a + p2

∑

b,c,d

Jab⇆cd(t, p), (1.28)èëè â ïåðåìåííûõ η, p:
∂fa
∂η

− a′

a
p
∂fa
∂p

=
a(η)√
m2

a + p2

∑

b,c,d

Jab⇆cd(t, p), (1.29)ãäå òî÷êîé îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t, à øòðèõîì - ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåííîé ïåðå-ìåííîé η, ïðè÷åì:
a(η)dη = dt.Â ðàáîòå [12℄ ïîêàçàíî, ÷òî â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå ïðè óñëîâèè êîí�îðìíîé èíâàðè-àíòíîñòè íåãðàâèòàöèîííûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïîëåâûõ óðàâíåíèé è ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòèìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ:

|M(p, q|p′, q′)|2 = |M(p, q|p′, q′)|2, (1.30)êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êîí�îðìíî èíâàðèàíòíû.1.4. Âûâîä èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé â �îðìå Ôîêêåðà-ÏëàíêàÈíòåãðàë óïðóãèõ ïàðíûõ ñòîëêíîâåíèé äëÿ ðåàêöèè âèäà (1.8) äëÿ èçîòðîïíûõ ðàñïðåäåëåíèé
fa(p, x

i), çàâèñÿùèõ ëèøü îò àáñîëþòíîé âåëè÷èíû èìïóëüñà, ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó [4℄5:
Jab(p) =

2Sb + 1

(2π)3p

∞∫

0

qdq√
m2

b + q2

4pq∫

0

ds

16π

1∫

0

dx|M(s, x|2
2π∫

0

dϕ [fa(p
′)fb(q

′)− fa(p)fb(q)] , (1.31)êóäà íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ (1.22) äëÿ p′, q′ è (1.23) äëÿ ∆p. Îñíîâíàÿ èäåÿ âûâî-äà ðåëÿòèâèñòñêîãî èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé â �îðìå Ôîêêåðà - Ïëàíêà çàèìñòâîâàíà èç ðàáîòûËàíäàó [22℄. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ÷àñòèö â ñðåäíåì ïåðåäàåòñÿ íåáîëüøîéèìïóëüñ, òî åñòü,
(pa − pc)2 ≪ p2, (1.32)5Íà ñàìîì äåëå ïðèâåäåíèå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé äëÿ èçîòðîïíûõ ðàñïðåäåëåíèé ê ïðîñòîé �îðìå, êàê èâûâîä èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé â �îðìå Ôîêêåðà - Ïëàíêà, áûëî âïåðâûå îïóáëèêîâàíî â ìàëîäîñòóïíîé ðàáîòå [2℄,îïóáëèêîâàííîé â òÿæåëîå äëÿ ñòðàíû âðåìÿ íà î÷åíü ïëîõîé áóìàãå. Ïîýòîìó èç ìåòîäè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ìûïîâòîðèì çäåñü ýòîò âûâîä ñ ó÷åòîì ïîïðàâîê ê áîëåå ïîçäíèì ðåäàêöèÿì ÓÀÑ.
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x = 1− ξ2, (1.33)ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé ïî ìàëîñòè ïåðåäàâàåìîãî èìïóëüñà, òî åñòü, ïîìàëîñòè ïàðàìåòðà ξ2 ≪ 1. Èç �îðìóëû (1.23) èìååì:

∆p = (1− ξ2)(p− q)− cosϕξ
√

4pq − s. (1.34)Óäåðæèâàÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà ξ2, çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ:
f(p′) = f(q) +

df

dq
[cosϕξ

√
4pq − s+ ξ2(p− q)] +

1

2

d2f

dq2
ξ2(4pq − s) cos2 ϕ;

f(q′) = f(p)− df

dp
[cosϕξ

√
4pq − s+ ξ2(p− q)] +

1

2

d2f

dp2
ξ2(4pq − s) cos2 ϕ.Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé èíòåãðàëû, ëèíåéíûå ïî ξ, èñ÷åçíóò, ïîýòîìó äëÿâíóòðåííåãî èíòåãðàëà ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

1

2π

2π∫

0

dϕ [f(p′)f(q′)− f(p)f(q)] = f(p)f(q) + (p− q)ξ2
[
f(p)

df(q)

dq
− f(q)

df(p)

dp

]
+

+
1

4
ξ2(4pq − s)

[
f(p)

d2f(q)

dq2
− 2

df(p)

dp

df(q)

dq
+ f(q)

d2f(p)

dp2

]
. (1.35)Ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé x ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ (1.15),ïîëîæèì:

A =

1∫

0

|F (s, x)|2(1− x)dx; B =

1∫

0

x|F (s, x)|2dx, (1.36)òàê ÷òî:
A+B =

1∫

0

|F (s, x)|2dx. (1.37)Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (1), (2) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:
A+B =

128π2

L(s)
, A ≈ 64π2

L(s)
. (1.38)Â äàëüíåéøåì áóäåì ó÷èòûâàòü òîò �àêò, ïðè ñâåðõâûñîêèõ ýíåðãèÿõ âîññòàíàâëèâàåòñÿñêåéëèíã, òî åñòü, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1.25), ñîãëàñíî êîòîðîìó F (s, x) ≈ F (x), òàê ÷òî

A ≈ Const, B ≈ Const. Òîãäà, ïðîèçâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé s â ïîëó÷åííîì âûðàæå-íèè, íàéäåì:
Jab(p) = A

2Sb + 1

(4π)3p

∞∫

0

dq

{[
f(p)

df(q)

dq
− f(q)

df(p)

dp

]
+

+ 2p2q2
[
f(p)

d2f(q)

dq2
− 2

df(p)

dp

df(q)

dq
+ f(q)

d2f(p)

dp2

]}
.Ïðîèçâåäåì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â ÷àñòè èíòåãðàëà, ñîäåðæàùåãî âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïîïåðåìåííîé q, ïðè ýòîì:

∞∫

0

q2
d2f(q)

dq2
dq = q2

df(q)

dq

∣∣∣∣
∞

0

− 2

∞∫

0

q
df(q)

dq
dq = − 2qf(q)|∞0 + 2

∞∫

0

f(q)q2dq = 2

∞∫

0

f(q)q2dq,ãäå ìû ó÷ëè:
lim
q→∞

qnf(q) = 0, (0 ≤ n ≤ 3), (1.39)óñëîâèå, íåîáõîäèìîå äëÿ ñõîäèìîñòè âûðàæåíèé äëÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö è ýíåðãèè.



60 Yu.G. Ignat'ev, I. A. KokhÒàêèì îáðàçîì, ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî èíòåãðàë ñòîëêíî-âåíèé â �îðìå Ôîêêåðà-Ïëàíêà:
Jab(p) =

2(2S + 1)

πL(s)

1

p

∂

∂p



p2
∞∫

0

q2
(
f(q)

∂f(p)

∂p
− f(p)

∂f(q)

∂q

)
dq



 . (1.40)2 Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñâåðõòåïëîâîé êîìïîíåíòû â äè��óçèîííîì ïðèáëè-æåíèèÏîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûé èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé â �îðìå Ôîêêåðà-Ïëàíêà (1.40) â êèíåòè÷åñêîåóðàâíåíèå (1.28), ïðèâåäåì åãî ê âèäó ïðè óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ çíà÷åíèÿõ èìïóëüñà p:
∂f

∂t
− ȧ

a
p
∂f

∂p
=

2(2S + 1)

πL(s)

1

p2
∂

∂p



p2
∞∫

0

q2
(
f(q)

∂f(p)

∂p
− f(p)

∂f(q)

∂q

)
dq



 . (2.1)Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàëüíûìè ñëåäñòâèÿìè óðàâíåíèÿ (2.1) ÿâëÿþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ÷èñëà è ýíåðãèè óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö:
n(t) =

4π(2S + 1)

(2π)3

∞∫

0

q2f(q)dq,⇒ a3n = Const (2.2)� ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö,
E(t) = 4π(2S + 1)

(2π)3

∞∫

0

q3f(q)dq,⇒ a4E(t) = Const (2.3)� ïëîòíîñòü ýíåðãèè ÷àñòèö. Ââåäåì òàêæå ñëåä òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷àñòèö:
T (t) =

4π(2S + 1)

(2π)3

∞∫

0

qf(q)dq. (2.4)Ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì: âðåìåíè η è òàê íàçûâàåìîìó êîí�îðìíîìó èìïóëüñó p̄, êîòî-ðûé ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö â ìåòðèêå Ôðèäìàíà, ïî �îðìóëå (ñì.,íàïðèìåð, [1℄):
p̄ = a(η)p, (2.5)òàê ÷òî íà ïëàíêîâñêèé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà a(η) = 1, p̄ = p. Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå êîí�îðì-íûå ïëîòíîñòè:

n̄(η) =
4π(2S + 1)

(2π)3

∞∫

0

q̄2f(q̄)dq̄,⇒ n̄ = Const ≡ n̄0; (2.6)
Ē(η) = 4π(2S + 1)

(2π)3

∞∫

0

q̄3f(q̄)dq̄,⇒ Ē = Const ≡ Ē0; (2.7)
T̄ (η) =

4π(2S + 1)

(2π)3

∞∫

0

q̄f(q̄)dq̄. (2.8)Ââåäåì òàêæå áåçðàçìåðíóþ �óíêöèþ β(η) ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ:
β(η)n̄ =

4π(2S + 1)

(2π)3

∞∫

0

f(η, p̄)p̄dp̄ ≡ T̄ (η). (2.9)Ïðîèçâîäÿ åùå ðàç èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â óðàâíåíèè (2.1), ïðèâåäåì åãî ê áîëåå èçÿùíîé�îðìå îòíîñèòåëüíî �óíêöèè f(η, p̄):
∂f

∂η
=
An̄

p̄2
∂

∂p̄
p̄2

(
∂f

∂p̄
+ 2β(η)f

) (2.10)



Äè��óçèîííàÿ ìîäåëü êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ÷àñòèö 61� ýòî è åñòü èñêîìîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè.Ââåäåì òàêæå ñðåäíþþ êîí�îðìíóþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû:
< p̄ >=

Ē(η)
n̄(η)

≡ Ē0(η)
n̄0(η)

= Const. (2.11)Çàìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ (2.9) �óíêöèÿ β(η) ñàìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îò �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ïðîñòîòó, óðàâíåíèå (2.10) îñòàåòñÿ èíòåãðî- äè��åðåíöèàëüíûì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óëüòðàðåëÿòèâèñòñêàÿ ðàâíîâåñíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäå-ëåíèÿ:
f0 = C(η)e

−2
β(η)

p̄ , (2.12)ãäå C(η) - ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, îáðàùàåò â íóëü ïîëó÷åííûé èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé. Ýòî îçíà-÷àåò, ÷òî ñ òå÷åíèå âðåìåíè η → ∞ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.10) ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó ðàñïðå-äåëåíèþ (2.12) ñ òåìïåðàòóðîé:
θ(η) =

β(η)

a(η)
⇒ θ̄ = β(η), (2.13)ãäå θ̄ - êîí�îðìíàÿ òåìïåðàòóðà. Ïîäñòàâëÿÿ ðàâíîâåñíóþ�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðàâóþ ÷àñòüêèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.10), ïîëó÷èì âñëåäñòâèå íåçàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ η è p̄:

C = Const; β = Const (η → ∞) ⇒ θ → θ̄/a(η), (2.14)òî åñòü, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà - Ïëàíêà àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó ðàñïðå-äåëåíèþ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö.3. �åøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà - Ïëàíêà äëÿ Âñåëåííîé, ïåðåõîäÿùåé èçóëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ íà èí�ëÿöèîííóþ3.1. Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ÝéíøòåéíàÂ òî÷íîé ìîäåëè óñêîðåííîé Âñåëåííîé ïðè ïåðåõîäå îò óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè ê èí-�ëÿöèîííîé, êîãäà ìàòåðèÿ ñîñòîèò èç óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ìàòåðèè ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ
P = E/3 è ìàòåðèè ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ P − E , òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà èìååòâèä [15℄:

a(t) =
1√
2Λ0

√
sh(2Λ0t), (3.1)êîòîðîå ïðè t→ 0 ïåðåõîäèò â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîå ðåøåíèå:

a(t) =
√
t, (3.2)a ïðè t→ ∞ - â èí�ëÿöèîííîå ðåøåíèå:

a(t) =
1√
2Λ0

eΛ0t. (3.3)3.2. Íîðìèðîâêà óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà - ÏëàíêàÑ öåëüþ îáåçðàçìåðèâàíèÿ çàäà÷è ïðîèçâåäåì ïåðåíîðìèðîâêó âðåìåííûõ è èìïóëüñíûõ ïå-ðåìåííûõ, à òàêæå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â óðàâíåíèè Ôîêêåðà - Ïëàíêà (2.10) ñëåäóþùèìîáðàçîì:
x =

p̄

p̄0
, f(τ, x) =

3π

4(2S + 1)

G(x, τ)

p̄40
,òàê ÷òî

∞∫

0

G(x)x2dx = 1,



62 Yu.G. Ignat'ev, I. A. Kokhè ïîëó÷èì äè��óçèîííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâàííîé �óíêöèè G(x, τ) â �îðìå:
∂G

∂τ
=

1

x2
∂

∂x
x2

(
∂G

∂x
+ 2b(τ)G

)
, (3.4)ãäå

b(τ) =

∞∫

0

G(x, τ)xdx, (3.5)à �óíêöèÿ G(x, τ) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì âèäà:
G(x, 0) = g0(x), (3.6)

lim
x→∞

G(x, τ)x3 = 0.Âñëåäñòâèå íîðìèðîâêè è çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ �óíêöèÿ g0(x) íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæíàóäîâëåòâîðÿòü èíòåãðàëüíûì óñëîâèÿì:
∞∫

0

g0(x)x
2 = 1, (3.7)

∞∫

0

g0(x)x
3 = 1. (3.8)3.3. �åøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà - Ïëàíêà ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé�åøèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.4) ñ íà÷àëüíî - ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3.6). Ïðîèçâåäÿâ (3.4) ïîäñòàíîâêó

G(x, τ) =
V (x, τ)

x
, (3.9)ïîëó÷èì:

∂V

∂τ
=
∂2V

∂x2
+ F (x, τ), (3.10)ãäå

F (x, τ) =
2

x

∂

∂x
xV b(τ), (3.11)

b(τ) =

∞∫

0

V (x, τ)dx, (3.12)ïðè÷åì
V (x, 0) = xg0(x), V (0, τ) = 0. (3.13)Â [18, 19℄ áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîäîáíîé çàäà÷è ðàçëîæåíèåì ðåøåíèé ïî ìàëîñòèâðåìåííîé �óíêöèè b(τ) = 0 (b = b(0) + b(1) + b(2) + . . .). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ïîñëå-äîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ V (x, t) îáîçíà÷èì ÷åðåç V (i)(x, t), ãäå i = 0, 1, 2, . . .; çíà÷åíèå �óíêöèè

V (x, t) ñ ó÷¼òîì i -îé ïîïðàâêè áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Vi(x, t) =

i∑

k=0

V (k)(x, t). (3.14)Ñëåäóÿ ýòîìó ìåòîäó, â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå:
∂V (0)

∂τ
=
∂2V (0)

∂x2
, (3.15)



Äè��óçèîííàÿ ìîäåëü êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ÷àñòèö 63ãäå V (0) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì íà÷àëüíî - êðàåâûì óñëîâèÿì:
V (0)(0, τ) = 0; (3.16)

V (0)(x, 0) = ϕ(x);

x, τ ∈ R
+.Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì:

∂V (1)

∂τ
=
∂2V (1)

∂x2
+

2

x

∂

∂x
xV (0)b(0)(τ), (3.17)ãäå

b(0)(τ) =

∞∫

0

V (0)(x, τ)dx, (3.18)à �óíêöèÿ V (1) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óæå íóëåâûì íà÷àëüíî-êðàåâûì óñëîâèÿì:
V (1)(0, τ) = 0; (3.19)
V (1)(x, 0) = 0;

x, τ ∈ R
+.Âòîðîå óñëîâèå â (3.19) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V (x, 0) = V (0)(x, 0) + V (1)(x, 0) + . . .⇒ V (1)(x, 0) = 0.Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê íà÷àëüíî - êðàåâûì çàäà÷àì Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî è íåîäíîðîäíîãîóðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè íà ïîëóáåñêîíå÷íîé ïðÿìîé. Ìåòîä ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ îïèñàí â [27℄è îñíîâàí íà èçâåñòíîé ëåììå ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè:Ëåììà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ ϕ̃(x) îïðåäåëåíà íà áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé R
1, èìååò íà íåé îãðàíè-÷åííûå ïðîèçâîäíûå äî N -îãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, è ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

Φ(x) =

N∑

k=0

akϕ̃
(k)(x),ãäå ak = const, k = 0, 1, . . . , íå÷åòíà îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0. Òîãäà �óíêöèÿ

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∞∫

−∞

exp

(
− (x− ξ)2

4a2t

)
ϕ̃(ξ)dξóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∞∑

k=0

ak
∂ku

∂xk

∣∣∣∣∣
x=0

= 0.Âûáåðåì â êà÷åñòâå �óíêöèè íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �óíêöèþ âèäà g0(x) = aχ (x0 − x), ãäåïåðåìåííûå a è x0 íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ (3.7). Òàêèì îáðàçîì, èìååì:
g0(x) =

81

64
χ

(
4

3
− x

)
. (3.20)Òîãäà �óíêöèÿ ϕ(x) = xg0(x, 0) áóäåò èìåòü âèä:

ϕ(x) =
81x

64
χ

(
4

3
− x

)
. (3.21)



64 Yu.G. Ignat'ev, I. A. KokhÈñïîëüçóÿ ìåòîä [27℄, ïðîäîëæèì �óíêöèþ ïåðâîíà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ(x) òàê, ÷òîáû îíàñòàëà íå÷åòíîé íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïîñòðîèì ýòî ïðîäîëæåíèå, ϕ̃(x), ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ϕ̃(x) =

{
ϕ(x), x > 0;

−ϕ(−x), x 6 0.
(3.22)Ñîãëàñíî [27℄ ðåøåíèå çàäà÷è (3.15)-(3.16) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå èíòåãðàëà Ïóàññîíà:

V (0)(x, τ) =

∞∫

−∞

G(x, ξ, τ)ϕ̃(ξ)dξ, (3.23)ãäå �óíêöèÿ �ðèíà, G(x, ξ, τ), èìååò âèä
G(x, ξ, τ) = 1

2
√
πτ

exp

(
− (x− ξ)2

4τ

)
.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (3.22), ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (3.15)-(3.16) â âèäå:

u(x, τ) =

∞∫

0

G(x, ξ, τ)ϕ(ξ)dξ −
0∫

−∞

G(x, ξ, τ)ϕ(−ξ)dξ.Ïðîèçâîäÿ âî âòîðîì èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû çàìåíó ξ íà −ξ, ïîëó÷èì
u(x, τ) =

∞∫

0

{G(x, ξ, τ) − G(x,−ξ, τ)}ϕ(ξ)dξ =
∞∫

0

Gg(x, ξ, τ)ϕ(ξ)dξ, (3.24)ãäå
Gg(x, ξ, τ) =

1

2
√
πτ

{
exp

(
− (x− ξ)2

4τ

)
− exp

(
− (x+ ξ)2

4τ

)}
. (3.25)Ôóíêöèÿ Gg(x, ξ, τ) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ �ðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íàïîëóïðÿìîé.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ðåøåíèå äëÿ �óíêöèè íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ:

V (0)(x, τ) =
1

2
√
πτ

∞∫

0

{
exp

(
− (x− ξ)2

4τ

)
− exp

(
− (x+ ξ)2

4τ

)}
ϕ(ξ)dξ. (3.26)Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèå çàäà÷è (3.17)�(3.19) äëÿ �óíêöèè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ áóäåò èìåòü âèä:

V (1)(x, τ) =

τ∫

0

∞∫

0

Gg(x, ξ, τ − t)F (ξ, t)dξdt, (3.27)ãäå
F (x, τ) =

2

x

∂

∂x
xV (0)(x, τ)

∞∫

0

V (0)(x, τ)dx. (3.28)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èì:
V (1)(x, τ) =

1

2
√
π

τ∫

0

dt√
(τ − t)

∞∫

0

{
exp

(
− (x− ξ)2

4(τ − t)

)
− exp

(
− (x+ ξ)2

4(τ − t)

)}
F (ξ, t)dξ. (3.29)Ñäåëàåì îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó G = V

x . Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè �óíêöèÿ G(x, τ) áóäåò èìåòü âèä:
G(0)(x, τ) =

1

2x
√
πτ

∞∫

0

{
exp

(
− (x− ξ)2

4τ

)
− exp

(
− (x+ ξ)2

4τ

)}
G(0)(ξ, 0)ξdξ. (3.30)



Äè��óçèîííàÿ ìîäåëü êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ÷àñòèö 65Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè �óíêöèÿ G(x, τ) áóäåò èìåòü âèä:
G(1)(x, τ) =

1

2x
√
π

τ∫

0

b(0)(t)dt√
(τ − t)

∞∫

0

{
exp

(
− (x− ξ)2

4(τ − t)

)
− exp

(
− (x+ ξ)2

4(τ − t)

)}
2

ξ

∂

∂ξ
ξ2G(0)(ξ, t)dξ, (3.31)ãäå

b(0)(τ) =

∞∫

0

G(0)(x, τ)xdx.Ïîäñòàâëÿÿ â (3.30) �óíêöèþ ïåðâîíà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (3.21), ïîëó÷èì:
G(0)(x, τ) =

81

128

1

x
√
πτ

x0∫

0

{
exp

(
− (x− ξ)2

4τ

)
− exp

(
− (x+ ξ)2

4τ

)}
ξdξ. (3.32)

3.4. Âû÷èñëåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ èíòåãðàëîâÂû÷èñëèì âñïîìîãàòåëüíûå èíòåãðàëû
I1(x0, x) =

x0∫

0

exp

(
− (x− ξ)2

4τ

)
ξdξ, (3.33)

I2(x0, x) =

x0∫

0

exp

(
− (x+ ξ)2

4τ

)
ξdξ. (3.34)Âûïîëíÿÿ â (3.33) çàìåíó x−ξ

2
√
τ
= z, ïîëó÷èì

I1(x0, x) = −2
√
τ

x−x0

2
√

τ∫

x

2
√

τ

e−z2

(x− 2
√
τz)dz = 2

√
τ


x

x

2
√

τ∫

x−x0

2
√

τ

e−z2

dz − 2
√
τ

x

2
√

τ∫

x−x0

2
√

τ

e−z2

zdz


 .Òàêèì îáðàçîì,

I1(x0, x) =
√
τπx

(
erf

(
x

2
√
τ

)
− erf

(
x− x0
2
√
τ

))
+ 2τ

(
exp

(
−x

2

4τ

)
− exp

(
− (x− x0)

2

4τ

))
. (3.35)Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì

I2(x0, x) =
√
τπx

(
erf

(
x

2
√
τ

)
− erf

(
x+ x0
2
√
τ

))
+ 2τ

(
exp

(
x2

4τ

)
− exp

(
− (x+ x0)

2

4τ

))
. (3.36)Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùåå �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4) ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè (3.6):

G(0)(x, τ) =
81

128

(
erf

(
x+ x0
2
√
τ

)
− erf

(
x− x0
2
√
τ

))
+

81
√
τ

64x
√
π

(
exp

(
− (x+ x0)

2

4τ

)
− exp

(
− (x− x0)

2

4τ

))
,(3.37)

G(1)(x, τ) =
2

x

τ∫

0

b(0)(t)G(0)(x, t)dt, (3.38)ãäå
x0 =

4

3
,
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b(0)(τ) =

∞∫

0

G(0)(x, τ)xdx. (3.39)Íàéäåì b(0)(τ), èç (3.39) è (3.37) èìååì:
b(0)(τ) =

∞∫

0

(
81

128

(
erf

(
x+ x0
2
√
τ

)
x− erf

(
x− x0
2
√
τ

)
x

)
+

81
√
τ

64
√
π

(
exp

(
− (x+ x0)

2

4τ

)
− exp

(
− (x− x0)

2

4τ

)))
dx.(3.40)Âû÷èñëÿÿ (3.40), ïîëó÷èì

b(0)(τ) =
81

64

√
τ

π
x0e

−
x
2
0

4τ − 81

64
τerf

(
x0
2
√
τ

)
+

81

128
x20erf

(
x0
2
√
τ

)
. (3.41)Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå x0 â (3.41), èìååì

b(0)(τ) =
27

16

√
τ

π
exp

(
− 4

9τ

)
− 81

64
τ erf

(
2

3
√
τ

)
+

9

8
erf

(
2

3
√
τ

)
. (3.42)Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè �óíêöèè G(0)(x, τ) âûÿñíÿåì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó èí-òåãðàëüíîìó óñëîâèþ (3.7) (Ñì. �èñ. 1), íî íå óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó èíòåãðàëüíîìó óñëîâèþ (3.7)(Ñì. �èñ. 2).

�èñ. 1. Ýâîëþöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè÷èñëà ÷àñòèö â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè. Ïðè τ =
0.1; 1; 10. �èñ. 2. Ýâîëþöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòèýíåðãèè ÷àñòèö â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè. Ïðè

τ = 0.1; 1; 10.Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì â [19℄, ÷òî åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò åãîâåðíîñòü. Íî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåííîé τ .4. Ñâÿçü ìåæäó êèíåòè÷åñêèì âðåìåíåì è ìèðîâûì âðåìåíåì âî ÂñåëåííîéÔðèäìàíàÄëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, íåîáõîäèìî ïåðåéòè îáðàòíî îò áåçðàçìåðíîãîêèíåòè÷åñêîãî âðåìåíè τ ê ïåðåìåííîé t. �àçðåøàÿ ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïåðåìåííûìè, íàéäåìñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ τ :
τ = π

√
2Λ0

t∫

0

dt(
1 + ln2

(
1 + 4

p0
2T0

2

))√
sh 2Λ0t

, (4.1)
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T0 =

451/4323/4
√
2Λ0√

sh(2Λ0t)(π3N0)
1/4

. (4.2)Ñîãëàñíî [23℄ èíòåãðàë
F (x) =

x∫

0

1√
sh 2t

dt =
1

2
F (a, r),ãäå a = arccos 1−sh(2x)

1+sh(2x) , r = 1√
2
, F (a, r)- ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà. Ïðè èññëåäîâàíèè�óíêöèè τ(t) ñ ïîìîùüþ ÑÊÌ Maple áûëî âûÿâëåíî, ÷òî äàííàÿ �óíêöèÿ ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ�óíêöèåé F (t) (Ñì. �èñ. 3). Äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ìîæíî íàéòè êîý��èöèåíò α, òàêîé ÷òî

τ(t) = α ∗ F (t). Êîý��èöèåíò α çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ N0, p0, ñìîäåëèðóåì �óíêöèþçàâèñèìîñòè α îò p0 ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèèN0 = 100. Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ �óíêöèè
α(p0), ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ �óíêöèþ (Ñì. �èñ. 4):

α(p0) ≈ 1− 6

p20
.

�èñ. 3. Ñðàâíåíèå �óíêöèé τ(t) è F (t). �èñ. 4. Ñðàâíåíèå èñõîäíîé �óíêöèè α(p0)è ñìîäåëèðîâàííîé �óíêöèè.Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèþ τ ìîæíî çàìåíèòü �óíêöèåé âèäà (Ñì. �èñ. 5):
τm(p0, x) =

(
1

2
− 3

p20

)
F (α, r), (4.3)ãäå α = arccos 1−sh(2x)

1+sh(2x) , r = 1√
2
, F (α, r)- ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà. Ïîãðåøíîñòü ñìî-äåëèðîâàííîé �óíêöèè τm îòíîñèòåëüíî �óíêöèè τ äëÿ p0 = 10 íå ïðåâûøàåò 6.5%, äëÿ p0 = 100ìåíüøå 0, 1% (Ñì. �èñ. 6).
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