
������������	 ��
��  ������
�������
 ������
����� ����	 ���� �

��� ������	
������
�����
�������
�����

���� �����	
��� �� ������� �

����������	��
� ������� �	����	�������
������
������ ��
��� � �	��
������� ��
����	����

��
������ �
����	����	��
�� �
���	 �	�	�����  ���!	��
� ���	��

�� ������ ��	�
��� ����� ��
� 
	 ������� �
���
������ ����

 ���������
������� ��
���
� ���	�� �

�������
���� ��������� �	�
�������
�� �������
������ 
���
����
� ����
��
����
� ����
 ���
��

����
���� ��������������� ���	�� � �������
���� �����
����
� ��������� �	�
�������
��� ���

������� 
 �������
	
������ �
������� ����
 ��������
������ ������

 
������
���!
� ��	����

����#�� � �
����� �������� 	��������# ����
� � 
	�����
�� 
# ������
���� ����� ������ ����	��� 

��� � �������� ��������
������ ������

 ������$ �������
� ����
���� ����
�
�������

�������� ��	�
% �����
�
������ �
���
�� �����
����
� ��������� ���� ��������
����
� ����
 

����
��
�� '��$����� ������ �������
� ���
�����
���� ����$

���% ()�*(�+, -.�.(�+/ -0�1(�2 1*�*3�45

"� #$%$&'$

� ���	 � ���� �� ����� �� ������� ���� �����!�����"�� �������# $���%�$� �#�&�������'�(
'��#��)#�'�( �#���� ��"�����)#�'�* ����#� �� �'"�&���� ��"����#(����#� +�℄ � +℄- " �"'.# +�℄�
�����# ��*"��# '��#��)#�'"& �#���& ��"�����)#�'�* ����#� $��!)��" � �")"�# 	���/* ����� �
��&�� � ���"�!.#��#� !�'��#��& ��#�#���( +0- �℄� � 1��* �"���"*- � )"�������- ���� $�'"�"��-
)�� ��"�����)#�'�# ����#�� �'"�&��� �"�&.#���* )"���% � '�"���)#�'�� �'"�&���� ��"����#(/
����#� ���!� ��#�$#)��2 !�'��#��# ��#�#���(� � $���#�!34#( �#��� �"��� ������ �� �������
'��#��)#�'"& �#���& �#�&�������'�* �"����"�����!34�* ����#� �� �'"�&���� ��"����#(����#�
���" ����4#�" �" ��!)"( �"������* �'"�&���* $��#(� +�℄- +�℄- +��℄- +��℄- +�	℄- +��℄- " �"�#� � �"
��!)"( ����%"�#�2��* 1��#'�����* �"�� �'"�&��� �"�&.#���* )"���% +�℄- +��℄�
5���#�����23 �'"�&����� ��"����#(����& � 1�#�#��"����� )"���%"�� &��&#��&- � $#��!3 �)#/

�#�2- �����.����2 $�&���� ���&��# $��#�%�"�" �'"�&����� $��& Φ �" 1��#'����!3 �"��! )"���/
%� m∗ $���#������ �#'������� �!��"�#��"�2���� �'"�&����� �"�&�" q� 6�� 1��� ��.�� �"�����/
�#�2 �"���)��# �"��"��� �"'��� ��"����#(����&- ��#�!34�# �� ��'��'"����)#�'�* !�"��#��(
���.#��& � �#$�������#)��� ����"��"��# � ���!'�!�! �"'���'�$�)#�'�( �#�&�������'�( '��#/
��)#�'�( �#����7

m∗ = |qΦ| � ����#���)�"& �#����%"�#�2�"& �"��"; 8���9

m∗ = qΦ � ����#���)�"& ��"'��"�����"& �"��"; 8��	9

m∗ = |m0 + qΦ| � �#����#���)�"& �#����%"�#�2�"& �"��"; 8���9

m∗ = m0 + qΦ � �#����#���)�"& ��"'��"�����"& �"��", 8��9

��#m0 � �#'����"& ���"& 8�"��"��)�"&9 �"��"� � �"���"* +�0℄- +��℄- +��℄- +��℄ ���� $���#�#�� )���#�/
��# ���#�����"��# '��������)#�'�( 1���3%�� ��"�����)#�'�( ����#�� )"���%- '"' � �"�������-
�"' � '�"���)#�'��- �'"�&���� ��"����#(����#� ��& ��!)"& ����#���)���� �'"�&����� ��"�/
���#(����&� :�� ����#���"��& ��&���� "���"�2��# $��#�#��# �"'�* '��������)#�'�* ����#� �
�"������� �'"�&���� $��#�- $��&��&34##�& � '����'�* ���"���'�* ��$�#�'"* '��������)#�'�/
�� !�'��#��&
���#)��- � �#��#��)#�'�( ��#��& �"����## ��&4��� $�#���"��&#��& ����#���)��( �"��"��-

� '������- ��/$#���*- �!4#���!#� ����#���& �#.�! )"���%"�� � "���)"���%"��- "- ��/�����*-

�������� ��	�
���������������
�������� ������	��������
���� ��������� !"�#$%��� &�#$� �� '(�)� &�� ���* !"�#$%��) &�#$ ! ��% +��)#*��, " �)� -)!"�, .�)%�

/ ),0 &% -)� �� '(�)� %�!!���% 1��*  �)��� � 2 -)!" ) &�#$0  �� 1 �(�#*�� 12� ���),!�1(34 ) ! "�5���
� &�� -�!� +0 � �) ��" ��2�1�)��)0 � #������)0  # ���#�/ !"�#$%��6 &�#),0 1�2� "�34 ) 1 �)�% $6 ! "�!���
#�/ -)!" � -#)���  # 1 �)�% $6 /%�1 ��+  f(R)�
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����� ����	 
���� ��������� ���	��	���	 ��������� ����������� ��� �� ������ ����������
��� ����������
���� �� 
�	 ������� �� ������ ���!���
����� ���������� "�#����������� ��$��
���!����$���� 
�� � %���� �� ����	���� ������!�#����	 ����� � �!������������  ����	� 
��
����!������� �������� �����$��� ���	��	���	 �� ����� ������ ���!�	� ���������
����# '�����
��� ( '��� �� 
�� ��! m0 ��$�� �������� '�������� � ���� 
������ ��! ������� � '����
���	��� )�� ����� ��!��!�� �����$��� � �������� � �� 
�#m∗ = |±m0+qΦ|� ��� �m∗ = ±m0+qΦ�
�!� ���� ����# ����� �����������$��  
���� � ����
����� *�� '�� �� 
�	 �����	��	 � ����� 
��������
��� ��!���#� ( '��# ������ �� ���������� ����������
� � �������������� � ��!���
+,�-.�
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�������	�� ������ ������
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�������� ��������
����� 	�
���

���� �����	��
��	�� 	������ � �	������ �����������	���� ������	��

/�� ����
������ ��������
����	 ��!��� ����������
��# ��������
����# ������� ����	���
���	$����� 
���� ���� ����� �������� � ������� 01℄� 03℄� 0,4℄� 0,,℄� 0,5℄� 0,-℄� )����!�� ��������
������6���	 '��# ��!��� !�	 �������� ����������# ���������
����# �������

( �� 
�� �������� �����!�����
������ ���������	 +7��. � ��� ���� �%�# ������ �������
���
���

ui =
1√
g44

δi4 +5�,.

������������	 � ���	 ������!�����	 ����� ��!9

f0
a = e

µa −
√

m2
a + p2

θ , +5�5.

�!� µa ≡ γaθ : ����
����# ��������� γa : �����!����# ����
����# ��������� θ : ��������	
�������� ��� ma ≡ m∗ : '���������	 ����� 
������ ����� � �� � !�� ��������� ���� ��#
+,�-.� ������	 !�	 ����
���� q̄ = −q� m̄ = m�� (  �����	� 7�� ������ ��������� ������ 
����

����

ni
a =

2S + 1

(2π)3

∫

P

pifa(x, p)dP +5�-.

� ������ '������ � ��� ���� ������

T ik
pl =

∑

a

2S + 1

(2π)3

∫

P

pipkfa(x, p)dP +5�;.

����� ��!��!�����
��� � ��� �� � 9

ni
a = nau

i, +5�<.

T ik
pl = (Epl + Ppl)u

iuk − Pplg
ik, +5��.

�!� u1 : ���������!����# �!���
��# ������ �������� ������� (u, u) = 1�

���������� 	
������������ ��
���� na, Ea,Pa, σa !�	 �������� ����������# ������ ����
�	��� ���	$����� 
���� � ��%�� ��!� ����!����� � 0;� <℄� !�	 ����$!����# =���� � �������
� 0�℄� !�	 ������������# ������ ��� �� ����
����	 �� ��������� ������
����� �������� ����
�������# � ���� ������!�����	 054℄ �  
���� ������ m → m∗� >����
���� �������	�� ��6�
��������� ����	����� ���	!�� ����!������	  $� � �����# ������ �� ��������
����� �������� ��
����	���� ������!�#������ � ����%�� ���!� ������� '������ � ��� ���� ����	��� ���	$�����

���� 0,℄ � ��'��� ���$� ����$��%�	�	 
���� ���6�� ������� '��# � ����� ?�$� �� ����
����� ���	 ��� �������� ������ 0,�℄.9
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 ������ ����������
���� �������� �
����
������� �������������� �����	 ��

na =
2S + 1

π2
m3

a

K2(λa)

λa
eγa ; �����

Epl =
∑

a

Ea =
1

2π2

∑

a

(2S + 1)m4
ae

γa

(

K3(λa)

λa
− K2(λa)

λ2
a

)

; �����

Ppl =
∑

a

Pa =
1

2π2

∑

a

(2S + 1)m4
ae

γa

K2(λa)

λ2
a

; �����

σ =
∑

a

σa =
∑

a

2S + 1

2π2
qa(m+ qaΦ)

3eγa

K1(λa)

λa
, ����	�


�� na  ��������� ����� ������ ����� ���� Epl  ��������� ����
�� ���� !� Ppl  ��"����� ���� !�
σ  ��������� �#��$���
� ���$��� λa = ma/θ� %�����

Kn(z) =

√
πzn

2nΓ
(

n+ 1
2

)

∞
∫

0

e−z ch t sh2n tdt ������

 �'�#��� (�����$  �� �
� ��
' ����� Γ(z)  
�  � ) �'�#��$ �� �� ����� ��� *�℄��

���� ������	 
��������� ��������	

, '���"�$- ��#�����
� ��� ����� ����#�
� ��"��"���$ ���.�� "!����$���$ ����$ ��
�/�����)
�#�- '���"�0 -� ����#�
� ��"��"���$� ��
����� #����! " #�.�� #����� ���#��0 �'  ! -� �)
���#�- ����������" ���"� � ����"� ���.�! ��"������� 1��#���#' ��� "!��#�- �� �����'��- "
���� � ���.�! ����'���"�"��� /�� ����"!� ������! ������! γ � ��0����� ν�� � ��#.� � ������)
����! ��$ #�.��
� ����� ������� ��-��$2�-�$ " ��� ����� ����#� ��"��"����� ��$ -� ����#�-
����������" ���- ������ ���.�! "!����$���$ ������3���$ �� �� ����� ��� *��℄�4

γγ = γν = 0; γ̄ = −γ. ������

5�#� �/���� � ��$ /�� ����"!- ������ ��"��"���!� ��������� ����� �������
0
n� � ����
�$�

0
ε�

��"�! ����"����"���� �� �� ����� ��� *��℄�4

n0 =
∑

a

n0
a =

ρ

2π2

∞
∫

0

p2dp

epθ ± 1
=

ρθ3

π2
gnζ(3); ����6�

ε0 =
∑

a

ε0a =
ρ

2π2

∞
∫

0

p3dp

epθ ± 1
=

ρπ2θ4

30
ge, ����7�


�� ρ = 2S + 1  �����������#�0 ��#���� ζ(z)  ζ ) �'�#��$ �� ���� gn = ge = 1 ��$ /�����"�
gn = 3/4� ge = 7/8 ��$ ��� ����"�

1���� ' # ��������� ����
�� � ��"����9 ���� ! " �/2� /������ ����
�� ���/-��� � ��/�)
"��� ��������� ����
��� E0� � ��"������ P0 = 1/3 E0� /�� ����"!- ������4

E0 = N
π2θ4

15
; ����:�

N =
1

2

(

∑

B

(2S + 1) +
7

8

∑

F

(2S + 1)

)

, ����;�


�� �'  ���"���� ���"�����$ �� "�� /�� ����"! /����� �B� � ��� ���� �F ��
%����� �������� ���������0 �#��$��!- ���$��" ������ � ���������� ��"��4

∆n =
2S + 1

π2
qa

[

eγam3
a

K2(λa)

λa
− e−γam̄3

a

K2(λ̄a)

λ̄a

]

, ������



�� ����� ����	
�� ���� ���������

��� λ̄a = m̄a/θ� ��	
��� ���� ���������� ���������� ����� � ����
�
������ ���
��� �
���
�
����
 �����

∂

∂t

{

√

−g

g44

∑

a

2S + 1

π2
qa

[

eγam3
a

K2(λa)

λa
− e−γam̄3

a

K2(λ̄a)

λ̄a

]

}

= 0. ��� �!

" �����
������ ������ m̄a = ma# λ̄a = λa# ��	
��� �$��%���� � ������
�$� ���&��� ��� �! �
��� �! ���$���
�� ������'�����(�$� shγa# &�������� ���� �����( ����
��(�� �������
��� "
������ �������
������ ������ ���������
��� 	
� �� 
��� " ���
���
�# ��� ����$# �����%����

��(�� ���� ���
 �������� ���%���$� ���
�'# ���� ���������� ���������� ����� ��� �! �����

����

√

− g

g44

2S + 1

π2

[

eγm3
∗

K2(λ∗)

λ∗

− e−γm̄3
∗

K2(λ̄∗)

λ̄∗

]

=

√

− g0

g044
∆n0, ��� )!

��� g0ik ≡ gik(t0, x
1, x2, x3) * ��
���� �� ��������������
� +�,� Σ : t = t0 � ����
�
������

���
��� �
���
�# g0 * ��������
��( 	
�� ��
����# ∆n0 ≡ ∆n(t0, x
1, x2, x3) * �����
( ���
���
�

����� �������� ���%���$� ���
�' � ��
����
�' �� 	
�� ��������������
�# 
�� �
�

Q = q

∫

Σ

∆n
√−gd3x = Const ����-!

��
( ����$� ������������� �������$� �����

���� �������	
����� ������

������
��� ����������������� �����( ���������
������� �������� ���%����� &��('��/
������� ����$ ��� ����
����
����� / ������� ������ 0��������

ds2 = dt2 − a2(t)(dx2 + dy2 + dz2). ���� !

" 	
�� ������ ��� ����'�� �����
 
��(�� �
 �������# ����&��������� �
���
��� 
����� 	������
/ �����(�� ���������� ����# �# ����
� � ���# � ���������� 
����� 	������ / �����(�� ��������

� ����&��������� �
���
���� 
����� 	������ / �����(�� �����(��� %�����
��

T ik
s = (E + P)vivk − Pgik, �����!

���
E = Es + Epl; P = Ps + Ppl ����2!

* ��������� ���
���
( 	������ ����$ � ���������� ����3

Es =
1

8π
(Φ̇2 +m2

sΦ
2); ����4!

Ps =
1

8π
(Φ̇2 −m2

sΦ
2), ����5!

������

Es + Ps =
1

4π
Φ̇2. ����6!

7�������� ������������� ���������� ���� � �

���������� ���������� ���%���$� ���
�'# �
��
���� ���� ! ��������
 ����

Φ̈ + 3
ȧ

a
Φ+m2

sΦ = −4πσ(t), �����!

��� ms * ����� ����
�� ���������� ����� +���� 
���# ���� ���&������ ��&���
( ���� ����������
������ 	������ / �����(��# ��
��$� �����
�� �
����� ��
�����(�$� �����
���� ����
�������
����������

Ėpl + 3
ȧ

a
(Epl + Ppl) = σΦ̇; �����!

�∆n4 = ∆nu4 = 1/
√

g44∆n
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 ������ ����������
���� �������� �
����
������� �������������� �����	 ��

������	
���
 �
���	�����
 ��	�
��
 �����
�� ����
� 	���

3
ȧ2

a2
= 8πE , ������

� ���� ��	�
���� �
�������� ���	���  !�� �����
��� �!�����"�  ��� ���#��$ !����%� 	
�
���!
 &����� ����#� ����
� 	���

a3
2S + 1

π2

[

eγm3
∗

K2(λ∗)

λ∗

− e−γm̄3
∗

K2(λ̄∗)

λ̄∗

]

= ∆n0, ���'(�

"�
 �% ����)���$ 	������ �		���� �	������ 	%��� �����$

a(t0) = 1. ���'#�

*	
�
� ��

 ��� ������	 �	��	
���+ ��������� ������	 	 ���
�� 	�
�
�� t0�

n0
γ (0) = n0

γ(t0) =
2ζ(3)

π2
θ30 , ���'��

"�
 θ0 = θ(t0) � �
 � �
���+ !������� - �������
����+ ��������� �!�����"�  ��� � ����
���
�� 	�
�
���

δn0 ≡ ∆n0

n0
γ (0)

⇒ ∆n0

a3
= δn0

2ζ(3)

π2

(

θ0
a

)3

. ���''�

.�"� �������
��
 ���'(� ��)��  ����� 	 	��
 �"
���/
�!�"� ��	�
��� �������
���� ���0
	
�
���"� ����/
�!�"� ���
�1�� �!�����  ��)
��%� /���1 �	 ����
��
� �% ���"
�
2S + 1 = 2��

eγm3
∗

K2(λ∗)

λ∗

− e−γm̄3
∗

K2(λ̄∗)

λ̄∗

= δn0ζ(3)

(

θ0
a

)3

, ���'2�

�
�� !�����
 � �/
��� exp(γ) > 0$ ���
��

eγ =
1

2θ(m+ qΦ)2K2(λ∗)

[

δ +

√

δ2 + 4(m2 − q2Φ2)2θ2K2(λ∗)K2(λ̄∗)

]

, ���'3�

"�

δ ≡ δn0ζ(3)θ̄

3. ���'4�

�

θ̄(t) =
θ0
a

���'��

- �
��
���� �
!������ ��
����� �
 ����	�� �
��!��	�� !�����
��%� 5�
���$ /�� � �	����	
����
���� ��	�
��� ���'2� ��
��
�$ /�� �
�
��
 ��� ����/
�!�"� ���
�1�� ��� ���/���1
����/
��� �������	!�� δ → −δ$ m∗ ↔ m̄∗$ λ∗ ↔ λ̄∗�

e−γ =
1

2θ(m− qΦ)2K2(λ̄∗)

[

−δ +

√

δ2 + 4(m2 − q2Φ2)2θ2K2(λ∗)K2(λ̄∗)

]

, ���'6�

- ��� ���� 	%�)
��
 ��� !���
� �
 � �
��
���� 7/
	����$ /�� ��� �	����	� ��	���������
����������
��� � �
����
���	
��� � ����/
�!�
 ���
�1��% /���1 � ���/���1 µ, µ̄�

.!�� ��� ��$ ���	
�
��%
 ����/
�!�
 ���
�1��% ���
�
��+��� ��
�� �!����%�� ���!0
1���� Φ(t), θ(t), θ̄(t) ���$ /�� �!	�	�
����$ Φ(t), θ(t), a(t)� 8 ��� )
 ���!1�� ��

� ' ��%!��0
	
��%� ����
�
�1����%� ��	�
���� ��	�
��
 ���� �#�#6�$  !�� �����
��� ��
�"�� ����6� �
��	�
��
 �����
�� �#�#��� * �
 �����
 ����/
� �����"���	���+ ����
�� ����
�
�1���0
�%� ��	�
��� 	����"� �����!$ ����%	+9
� ��
���/
�!�+ ���
�� !������"�/
�!�� �	��+0
1�� �������/
�!�� ����
�% � !����/
�!�� �!����%� 	 ����
���	�
��



�� ����� ����	
�� ���� ���������

�� �������	
���	 ����	� �������	� �	�����

���� �����	 
������� �������

����� �	
����� �������� ����� ���
��� ������� ������
��� ��� � �����
�� ��
�������
������� � ������ ����!����� ��
�#���$

E = Es + Eγ + Epl =
1

8π

(

Φ̇2 +m2
sΦ

2
)

+N
π2

15
θ4+

+
θ

2π2

[(

λ∗K3(λ∗)

K2(λ∗)
− 1

)(

δ +
√

δ2 + 4(m2 − q2Φ2)2θ2K2(λ∗)K2(λ̄∗)

)

+

(

λ̄∗K3(λ̄∗)

K2(λ̄∗)
− 1

)(

−δ +

√

δ2 + 4(m2 − q2Φ2)2θ2K2(λ∗)K2(λ̄∗)

)]

. %&'()

�������
�� ���#+ ���
��+ ������� �� ���
�!�
,����� -�.� t = t0� ���/�

θ(t0) = θ0; δ = δn0ζ(3)θ
3
0 . %&'0)

1��.�� ��# !������# ��� �#����+ ��������� �����
���� ��� � ��� !
������� 
���!�/���$

E0 = K(Φ̇) + U(Φ) + Const, %&'&)

�/� ������������ ���
��� K(Φ̇) 
�!��$

K(Φ̇) =
1

8π
Φ̇2; %&'2)

������������ ���
��� U(Φ) 
�!��$

U(Φ) =
m2

s

8π
Φ2 +

δζ(3)θ40
2π2

[

(

λ0
∗K3(λ

0
∗)

K2(λ0
∗)

− 1

)

(

1 +

√

1 + 4
(m2 − q2Φ2)2K2(λ0

∗)K2(λ̄0
∗)

δ2ζ2(3)θ40

)

+

(

λ̄0
∗K3(λ̄

0
∗)

K2(λ̄0
∗)

− 1

)

(

−1 +

√

1 + 4
(m2 − q2Φ2)2K2(λ0

∗)K2(λ̄0
∗)

δ2ζ2(3)θ40

)]

, %&'3)

��������� /�	�!�� 
�!��$

Const = N
π2

15
θ40 , %&'4)

�/�

λ0
∗ =

|m+ qΦ|
θ0

; λ̄0
∗ =

|m− qΦ|
θ0

. %&'5)

���� �������������� ������

6
�!�/�� ���
���������� ������ �!�/���� ������� ! ��!�������� �� �� ����!�, ���
/���� Φ, Φ̇�
��	
���!�� ��������� ���������'

(' 7��!�/��� ��� �#����� U(Φ) ���� ������ �#����� Φ$

U(−Φ) = U(Φ). %&'�)

0' 6
� Φ = 0 ������������ ���
��� 
�!��$

U(0) ≡ U0(θ0, δn) = m4 δζ(3)

λ4
0π

2

(

λ0K3(λ0)

K2(λ0)
− 1

)

(

1 +

√

1 + 4
λ4
0K

2
2 (λ0)

δ2ζ2(3)

)

, %&'8)

�/�

λ0 =
m

θ0
. %&'(�)



����������	
 ������ ����������
���� �������� �
����
������� �������������� �����	 ��

�� U0(θ0) �����	
� ���	�� �����
	����� ������� θ0�

d

dθ0
U0(θ0) > 0 ������

� ���	�� �����
	����� ������� δ�

d

dδ
U0(δ) > 0 ������

�� ��� θ0 → ∞�

U(Φ, θ0 → ∞) =
m2

s

8π
Φ2 +

3δζ(3)θ40
π2

√

1 +
16

δ2ζ2(3)
, (→ ∞). ������

�� θ0 → 0�

U(Φ, θ0 → 0) =
m2

s

8π
Φ2 +

δζ(3)θ30
2π2

(m∗ + m̄∗), (→ m2
s

8π
Φ2). (→ ∞). ������

 � ��� Φ → ∞�

U(Φ → ∞, θ0) =
m2

s

8π
Φ2 +

δζ(3)θ30
π2

|qΦ|, (→ ∞). ������

! 	���� �"����� � #�� θ0 → ∞ � #�� Φ → ∞ #�	�����$�� %��&�� ��'�	 
�"� ���'��	��
#���"����

(� ��� m → 0�

U(Φ) =
m2

s

8π
Φ2 +

δζ(3)θ40
π2

(

λK3(λ)

K2(λ)
− 1

)

√

1 + 4
q4Φ4K2

2 (λ)

δ2ζ2(3)θ40
λ =

|qΦ|
θ0

, (m → 0). ���� �

)*���+��� #�' ����� 
	����	
� � #�
	����� ��,���- "��$.��� �- #�� Φ → 0- � #��
Φ → ∞ 	����	
� � �'�����

�� 0� �	������1 Φ ∈ (+0,+∞) � Φ ∈ (−∞,−0) #�� θ0 �= 0 #�	�����$�� %��&�� ��+�	 ���	$
������*� 2���� �"�����- &����� ������ #�	�����$�� %��&�� ��,�
	��� �#����3
�	 &����� #���"��* �3&� #���'���

���� ������� 	
�������
� ������

4����- � &����,�
��� #��'
	������ �����$	�	�� ��'��������� "�'�	 �
#��$����� ��	��
���
������ 5� ℄��

Lig(x) ≡ sgn(x) lg(1 + |x|), ����(�

��"1�'���� '�� #��'
	������ �����$	�	�� � ��&������,�
��� .���� � 	�1 
��,��1- ��&'� �	�"3
��+����� ������ ��+�	 ���	$ ���� 7	� #�� ���*1 ��,���1 ��&���	� ������ 
��#�'��	

� ��,���� ��&���	�- � #�� "��$.�1 ��,���1 ��&���	� ! 
 �&� '�
�	�,*� ��&�������-
���	�� 
� ����� ��&���	��

Lig(x) ≈
{

x, |x| → 0;
sgn(x) ln |x|, |x| → ∞.

7	� ������ �����	
� ���	�� �����
	�����

dLig(x)

dx
≥ 0,

,	� �"�
#�,����	 �#���*��� '�������������
	$ ������ Lig(x) � 	�� 
��*� ! "���	���
	$
�	�"��+��� ����(�� 8"��	*� #���
,�	 �
���
	����	
� #� ��������

x =

{

10Lig(x) − 1, x ≥ 0;

1− 10−Lig(x), x < 0.



�� ����� ����	
�� ���� ���������

���� �� ����������	 
�������	���

�������� U(Φ)� �� ���
�������� θ0� ����� �
����� θ0 = 0.3; 1; 2; 3�

���� �� ����������	 
�������	���

�������� U(Φ)� �� ���
�������� θ0� ����� �
����� θ0 = 0.1, 0.5, 0.7, 0.9�

���� �� ����������	 
�������	���

�������� U(Φ)� �� ����������� ������ m�
������ � ����� m = 0; 0.001; 0.1; 1. ��� 
�����

������� ����� ��! � ����� Φ = 0

���� �� ����������	 
�������	���

�������� U(Φ)� �� �������� ����!����� ���!"�
����� ���!"�� q� ������� � ���$��	%��


���%������ � ������	��� 
���

����������� � ���	%�� �������!� ���!"�� �

������	%�� 
���%������ � $��	%��

�������!� ���!"�� q = 0.01, 0.1, 0.5�

�� ���� 	
� ���� ��� � ����� �������� � ���	�� � ��������� ����������� ����� ��������!
"�!�� ��������# ����� ����$��� � "���������� �� ����������� ���"��� %� �������#
 ��#��

��� � ��!���! "����� �����������#&��� ���������
 '�� "����! ����( ms = 0.001,m =
0.1, q = 0.1, δn0 = 0.001, θ = 0.78.

����������	 
�� �
�������� ������������	 ������� U(Φ) �
���������
��� � ���� ��� 
 ���
�� �
������ ���
���������� ��������� ������� ������������ Φ = 0 ����� ����������� 
 ���
������� ���� ������� �������� �� � 
 ��
�	� �� � ���
�	 ������������	 ��� � �������������
��������� �������� Φ = Φ∓ = ∓Φmin� ����  ���� ����
����
�
��� ��������
����� �����
������ � ���������� m∗ = (m − qΦmin), m̄∗ = (m + qΦmin) "��������� ��������� 
��
�# ���
m∗ = (m+ qΦmin), m̄∗ = (m− qΦmin) "��������� ��������� 
���
�#$ %�� �������� � ����������
������������� ��������� 
 ���������������� �
������� �� ����� ���
��� ���������� 
������
����$

���� �����	
�� ���
��� ��	���

���������� �
�������� ��������	 ��������� ����� �� ������	 ���������
 ������ ' ����
������������ ��������( m, q, δn0) � �����������( θ(

σ =
qθ

π2

(

m∗(m+ qΦ)K1(λ∗)e
γ − m̄∗(m− qΦ)K1(λ̄∗)e

−γ
)

. "*$+,#

-���� 
����� ��� �� �������� ������� ����
����
��.��� ���������� ��
�� ��������( m =
0.1, q = 0.1, δn0 = 0.001, θ = 0.78) ���������������� ����� ����
����
��� ����� ��������$



����������	
 ������ ����������
���� �������� �
����
������� �������������� �����	 ��

���� �� ����������	 
�������	��� ��������

U(Φ)� �� ���������	��� ���� ������� ��������

���������� ����� ��� ������������� δ�
�����  �����! δ = 0.01, 0.02, 0.03. "�� δ → 0

��� ������� �����$��� � �������

���� �� ����������	 
�������	��� ��������

U(Φ)� �� ����� ������� ���������� 
���� µ�
����� % �����! µ = 0.000001, 0.0005, 0.001�

���� �� ����������	 ��������� 
��������

������ �� ���
�������� θ�  θ = 0.3; 0.5; 0.7�
���� �� ����������	 ��������� 
��������

������ �� ����� ������ m�  m = 0.001; 1; 2�

	� 
������ ������������ ��������������� ��������

� ���� ��	�
� � �	�������� ������
�� ��������� ��������������� �����
� �����	���� �	 ���
����������

θ̄ = θ ��� !

� ������� ��# ���������
��� ���� ��	�#��$ %	�#��� �&��'!� ��� ������������� ����� ��
��	���
�#���������� (�	%���)���� (����� �����
 �	�������� � ������*�� ��	�
��

���� ������ �	
�

+�# (���	����� %	�	�� ,��� ��# ������ � � �!� � � -!� �&�&�! ���.$����� %	�	�
 �	�	�
�� �����
��# ��# ������� a(t0),Φ(t0), Φ̇(t0), θ(t0)� )���� (��	�	�
 � �	�
��������

t0 = 0; a(0) = 1; Φ̇(0) = 0. ���&!

� ��������������� �/��	���� ������������*�� �	�	�
�� ������#� ���&!� � ������ ������� t = 0
����������	# ������# ��	�#����� (��# �.�	*	���# � ���
� 	 ��	������ �����#��# ��	�#����� (��#
(�����	�� ����

Ps(0) + Es(0) = 0. ����!

0	������ ��� �.�� �	�	�
���� ������	 ������� t0 (���%������ 	 ������ �% ������� ����! �	����
����� �(�����#�� ���
 �����/� �	���	.	 � �����	 ��	��%����� 1������� �	��������� ���.$�����
%	�	�
 ���
 �	�	�
�� ������# ��# (����/�	�
��� ����/�� Φ(0) � ���(��	��� (�	%� θ(0)�

�������� � ����	�
�� ��	���� ������������ �������� ��	������ ��	� �� ��������� 
 �	������� �����



�� ����� ����	
�� ���� ���������

���� �� ����������	 �
������ ���������

����� �� ����� ������� q� q = 0.1; 0.5; 1�
���� ��� ����������	 �������� �
������

��������� ����� �� δ� δ = 0.1; 0.5; 1�

������	 
������  ������� ��������� ������ ��
������ ������� θ0 � Φ0 �� ����� ������ ���
���������� ������������� ������ ��� �� 
������ �� ��
��
������ ��������� �������	 ��� 
!"�� ���� ��
������� �����#

κpl(t) =
Ppl(t)

Epl(t)
⇒ κ

0
pl = κpl(0); ∈ [0, 1/3); $���%

ηS =
ES(t)
Epl(t)

⇒ η0S = ηS(0); ∈ (−∞,+∞). $��&%

'����� ����(���� κ
0
pl	 �� ��)�� �*�������� θ0	 � 
����� 
���� η0S 	 �� ��)�� �*�������� Φ0�

����� ���)� ����������� ��� �����
� ��
��
������ ��������� ������� κ(E)#

P = κ(E)E ⇒ (Ps + Ppl) = κ(E)(Es + Epl) $��+%

, ��������� ��-�������� �������*� � Ω(E)#

Ω =
aä

ȧ2
= −1

2
(1 + 3κ) $��.%

, ����������� ��������������� ���������� � ����� *�������� 
����� �*���������� ��������
��
�������� ���������� �������� , ���
��������� ����� � ������� �������� $��/%	 �
�� 
������� $���% � $��&%	 � ���)� ����� *���������� , ���������������� �����������# m, q,ms, δn0�
0���� ����
��	  
����� + *���
������ *���������

���� �����	
��� ���������� ������


1
 �*��������� -��������� �����	 � ���)� �
 �*��������� *�������� -������ ����������
*��� ������� ��
�������� -��� ������  �������� ���*�������� �����

[t] = l/c → ; [m] = [µ] = �/lc → −1;
[

E
]

→ −4;
[

Φ
]

= [m] = [µ] → −1; [q] → 1. $���%

� ������� �������� [m, l, t] 
���� q ����� ��
�������� m1/2l3/2t−1	 � *�������� ���������� *��� ,
[Φ] = m1/2l1/2t−1� 0���� ����
��	  *��������� ��������	 ������� ��*���
�!���  ������	 
���� 
��� qΦ ∼ 1 ����������� -��������� ����� �������� 
���)����� ������ *������ *���������
������

2����	 *�������� *�� ��������� ��(���� 
����� *��������� ����� ���� � ����� ����(��� ��� 
����	 ���������� *������������ ���(��������� 
������ ����� ����� ���(������� �������
��
��
�����! ������!#

Λ = ln a(t); Λ(0) = 0, $��3%

��� ���#

Λ̇ =
ȧ

a
= H(t) $��45%
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������� �������������� �����	 ��

���� �����	

�	 ����� � �
�����
�
�� ��������������� ������
�� ���������	 ����� Λ �������
��� �������

Ω = 1 +
Λ̈

Λ̇2
≡ 1 +

Ḣ

H2
 !"##$

%������� ��� ����� ������������ � ��������������& �����	& �������
�� ���������� �	
��

�
���� ������� �� ����� 
���� 
� �����������

|Ḣ |  H2,  !"#'$

���
� �������� � ���� � ������  !"##$�

|Ḣ|
H2

≡ |Ω− 1|  1 ⇒ Ω → 1 ⇒ κ → −1.  !"#($

�� ������	
	� ��������� ��������
��

���� �����	
�� 	�������� �����	�����	�

)������ ����
�
�*   #"#+$� '"'�$$ � ������� ����
� Z = Φ̇ ���������	 � 
������
��� ������ 
�
� ���� ������������ ���������&�	 ������
�* �� ����� �& ��������� 
� ����" ,����

�� �
���
�������
�� ������� ����
�
�*   #"#+$� '"'�$$ ����������� � �������
�� �������������� ������
-./0123/04/� 6"#78" 9�������� ������� �������
;����
�& ����
�
�* �
��������� ����
���
���������� ������������	 �����

�* ����� ��	 ��<�
�	 �=����& �������
������ ��	
��

�������� �� ��� ������������ �� ��

�������� ���������

���� ���
������
	�	�
��	� ��
	��� κ0
pl = 1/3� ��
������� ������ m = 0.001�

���
����� ��������� ����� ms = 10−9� ����������	�	�������� �	�
����

η0S = 0.0001� δn0 = 0.001

>�	 ���;��
�����* ������ 
�����
��� �
���
�	�� � ����������� 	��	���	 [q,Φ0, θ0]� ��	
������& ���������	 ��������� 
�����
�� �
���
�	� ��������������� ����

�� 
�����
�� ���
�������� � ��
���
���� [0.01, 0.0536953, 0.00787758]� [0.1, 0.00536953, 0.00787758]�
[1, 0.000536953, 0.00787758]� [10, 0.0000536953, 0, 0.00787758]" 9������� ���������� �����

��� ���
��������
�	 ��	 �����

�& ��<� �������" ?���� �������
����
�	 ��
�	 ������������� ������
�
���
�� ���	��"

��� ��� ����������	 
������
������������� ���������������� ��������� Ω
�� �������� ���������� ������� ������ � �����
q = 0.01; 0.1; 1; 10� ����������	��� ����������

������ ������������� ��������� Ω = −1
 ��!���"�

��� ��� ����������	 
������
������������� ���������������� ��������� Ω
�� �������� ���������� ������� ������ � �����
q = 0.01; 0.1; 1� ����������	��� ����������
������ ������������� ��������� Ω = −1

 ��!���" � Ω = +1  �������"�

@� 
����������

�& ����
��& ���"#B � ���" #� ���
� 
������� �������;�� ������

�&
��<� ������& ����&���& � C����;�� ����
;���� ����	�
��� ���	 � &���������� ����
;���� ����
�	�
� ���	��

�& �����;"
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���� ��� ����������	 
������

����������� ��������� Lig(Z) �� ��������

���������� ������� ������ ������

q = 0.01; 0.1; 1; 10�

���� ��� ����������	 
������

����������� ��������� Lig(Z) �� ��������

���������� ������� q = 1�

���� ��� ����������	 
������ ���������

���� Lig(Φ) �� �������� ���������� �������

q = 0.01�

���� �	� ����������	 
������ ���������

���� Lig(Φ) �� �������� ���������� �������

q = 0.1�

���� �
� ����������	 
������ ���������

���� Lig(Φ) �� �������� ���������� �������

q = 1�

���� ��� ����������	 
������

������ ����� ����������� ���������! Lig(γ)
�� �������� ���������� ������� q = 0.01; 0.1; 1�
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���� �������� �
����
������� �������������� �����	 ��

���� ��� ����������	 
������ ����������

������ Λ(t) �� �������� ���������� �������

q = 0.01; 0.1; 1; 10�

���� ��� ����������	 
������

����������� ������ θ �� ��������

���������� ������� q = 0.01; 0.1; 1; 10�

���� ��� ����������	 
������ ���������

���� ��������� � ������� Lig(m
−
/m+) ��

�������� ���������� ������� q = 0.01; 0.1; 1�

���� ��� ����������	 
������ ���������

������ ��������� 
������ log(Es + Epl) ��
�������� ���������� ������� q = 0.01; 0.1; 1; 10�

	
�������

������ �	
����� �� ��� ������ ��������� �	������ � ������ �������������� 
�������
���������� �������������� �����!���� ���������� � "�#� 
��	$��# �� ����������
�%
�������� ���� ���&�� �����	� ������%����������!�	� "�����'

(����	 ���������	 ����� ������� )* + ������� 
� ��!�����#��������� ������� � ���%
������� �� 
����	 ��������#'

*�,*-� .,/0�(/1�2

3' ,����!� 4'�' ��#���������# ���������# ����# � ��������	 
�����������# 66 ,��%
���# ������ 7�����' % 38�9' % : ;' + *' 89%8<= >?' @' ABCDEFGH' IGJDEKHKLEK NKCGEK EOGPQR DCS
PCTPQUDJ EQDCLTPQUDEKPCL' 66 VPHKGE WORLKL XP?QCDJ� 9Y� <�9%<�Y� �38�9�'

9' ,����!� 4'�' ��#���������� ����������� ��������� � �����������# ������������#
����"�# ���
�����# 66 ,�����# ������ 7�����' % 9Z� [P �' + 38�<' + *' 3Y%38= >?' @'
ABCDEFGH' IGJDEKHKLEK DCPCKDJ TPQUDJKLU DCS EOG KCHDQKDCE LKCBJG%\DQEKJG SKLEQK]?EKPC T?CEKPC KC
EOG BGCGQDJ EOGPQR PT QGJDEKHKER' 66 VPHKGE WORLKL XP?QCDJ� 9Z� Z�Z%Z8^� �38�<�'

<' ,����!� 4'�' ��#��������� ��������� �������# ��# ��
���� ������������_&�� ��%
���" � �������"������ 
�� 66 ,�����# )1`��� 7������ 9Z' :'�� 38�<' �' 38%9<= >?' @' ABCDEFGH'
IGJDEKHKLEK NKCGEK Ga?DEKPCL TPQ KCGJDLEKDJJR KCEGQDEKCB \DQEKJGL KC D BQDHKEDEKPCDJ bGJS 66 VPHKGE
WORLKL XP?QCDJ� c?B?LE 38�<� dPJ?UG 9Z� ALL?G �� \\ Z8^%Z8;'
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