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������������ � ������� �	��℄  ��!�"!#� $��%���#&�' �$� �"#'��#� �#)#&�' #� "���* ' #��
���"����!#�* +�� ��#&�' #� )������,  � +*������* ���� ���#'�# # ��"���$#&�' #� �&�� , #%���
��� "������� � &�'�# �"#'��#� �-���%�����.�/� "���* � %�$�#���$� #, &�� ����� �����, $���#���
!#����$�� 0�� �)��&���, &�� +�� ����#� ������ �/�. ��"������ -������#�%#,  ����/� �"#'/��1�
�#��%# - �-���%�����.�/� "���* � )�% �-��% �#��� 2��%��.��, � ��, �℄ �/�# "��-&��/ -������
�#� �#��%# # �-���%�����.�/� "���* � ���%� -������#*, ��#) #�  -������#�%  ��''#&�' �*
+�� ����#��%# #� 3��� � &�'�. "���* �/�� ������� ��' ��. � ���%��.��, &�� �'������� ���"���
������/% �"#'��#� �� ����/� �#)#&�' #� ���#&#� # #� '��*'��� 4�"�#%��, � ����## "�����1�'�
�'��'�����/% ����)�% -������#� 4.1���� # 5���#�$��� � �� �* �� ���%� # '�����6��## %���-
'���*,  � +�� ����-�� '����%�����  �������� ����#� "�# -'���## )�%��/ '���#'�#&�' �$� "�'�-�
���� 7���� �� "��!��-�- $��%���#&�' �$� -'������#�� ��# +��% -"-' �1�'� �� ����/� ����/�
+��%���/ '����%���/� "���'������#*, ��"�#%��, '"#� #�# '��'������� %�$�#���� "��� &�'�#!�
8� �� � ��℄ �'���'� �� "����'�.1 ��' �/�/% ��"��' � "��� Z,  ������ "� '%/'�- �$� �������
�#� � -������#� 9::���	; #��- !## $���#��!#����$� "��� %���� ��)���. $���#%�$�#��/% "���%�
<'� +�# ��"��'/ �-�-� ��''%�����/ � �����* &�'�# �����/, ����1=�*'� "��%/% "��������#�%
����� ��, �℄�

>�%��#%, &�� � �����* &�'�# �����/ ''/� # �� ���%-�/ #) "����* # �����* &�'��* �����/ ��,�℄
�-�-� ���)��&��.'� ' "�%�=.1 �#%' #� !#�� I # II � ��&��� ��%��� ���%-�/, ��"�#%��, ''/� �
�� ���%-�- #) "����* &�'�# ' ��%���% 9���; �-��� ���)��&��.'�  � 9:����;�

#� �$%�!�!"� "! &'("" �&! %*�!+%,-!./ 01,�2

3'����* �"#'��#� $��%���## �#)#&�' �$� "��'����'��� � "�����$��%�* ����## ������'� �-� �
!#� �/'��/ F , ��)/���%�� �� �� �-���%�����.�/% "����!#���%,  ������ �/������ � ��?�%�1�
=�% "��'����'��� W 4 $#"��"�������'�. ' "�%�=.1 ��$����#&�' �$� -������#�@

u = F(x, t),

$�� u � �/��������  ����#���� � W 4� A +��* �-� !#�* '��)/��1�'� $��%���#&�' #� %�� ��/
ea(x, t), a = 1, 2, 3, -����������1=#� -������#1 9:�	��;@

F = F0 +
ε

2
|e|2, 9��	;

�������� �	
������������
������� ��������� ��� ������ !� "���#���#��� $���%�����& � '�(!� �) *� ��+!�, ��#(���#������.� %�����&

� ����!�� / 01�234�50�44036
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�� �����	 
����	 ��� 
���	 �
����������� ���	��� ���� ��℄�� � ��� ���������� F0  !�������
" ��������� "���� 
����	 ���	��# � ε = ±1 " !�"������� � ���# �"����� �� ���������
��� ����������� � ������� ����������%�&� 
���	 ���'���� "���&� �'(�� ��������# �"� 
!���&� � �������������� ��������� ea(x, t), a = 1, 2, 3# ��� � ��������	 ��!������	 ��
��
� 
"�������# �"����� 
��� � ���
�������)

Kα = |J |∂x
α

∂ea
ea, J = det

(
∂e

∂x

)
. �����

� ���%��	��� "������� 
��� � '���� ��!&"�% �����*��	 ����������%���� 
���� +!�������
��� �� "������� �
������, �������� "��� ����������%�&� 
���	# ��� ������������&�# ��
� ���"��*����&�� -�� "&"��� ���"����� �������� ���� 
��� 
�����"�� ��� " ������%�� ����
"���� +�
��%!�� ���"���&� �����"�)

∂xα

∂ea
∂ea

∂xβ
= δαβ ,

∂xα

∂ea
∂eb

∂xα
= δba,

∂xα

∂ea
=

1

|J |εabcε
αβγ ∂eb

∂xβ

∂ec

∂xγ
=

1

|J |εabc[∇eb ×∇ec]α, ���.�


��� � ����� !�
���% ��)
� = εabc[∇eb ×∇ec]ea. �����

�&������ 
���!"����, 
� "������ � 
��� �)

∂�

∂t
= εabc[∇eb ×∇ec]

∂ea

∂t
+ 2εabc

[
∇∂eb

∂t
×∇ec

]
ea. �����

��������� �"� �������&� " 
��"�	 ���� 
��������� ���������� 
� ����%����� ���
��%!�����
�(� ����� ���"���&� �����"��)

εabc[∇eb ×∇ec]
∂ea

∂xβ
= |J |∂x

α

∂ea
∂ea

∂xβ
= |J |δαβ ,

������ ������ �! ���.�� +����)

εabc[∇eb ×∇ec]α
∂ea

∂t
= −εabc[∇eb ×∇ec]

∂ea

∂xβ
V β = −|J |δαβV β = −|J |V α. ���0�

-�� "����� ���������� " 
��"�	 ���� ����� �������)

εabc

[
∇∂eb

∂t
×∇ec

]
ea = εabcε

αβγea
∂

∂xβ

[∂eb
∂t

∂ec

∂xγ

]
=

= εabcε
αβγ ∂

∂xβ

[
ea

∂eb

∂t

∂ec

∂xγ

]
− εabcε

αβγ ∂e
a

∂xβ

∂eb

∂t

∂ec

∂xγ
= rotZ− |J |V. ���1�

2���% Z  
��� � ���
�������)

Zγ = εabce
a ∂e

b

∂t

∂ec

∂xγ
= −εabce

aV β ∂eb

∂xβ

∂ec

∂xγ
= −V βλβγ . ���3�

�������&

λβγ = εabce
a ∂eb

∂xβ

∂ec

∂xγ

"&������ � 
���(%, �����,(��� �����"�)

εαβγεγµνλαβ = det

∣∣∣∣∣∣

δαγ δβγ δγγ
δαµ δβµ δγµ
δαν δβν δγν

∣∣∣∣∣∣
λαβ = λαβ

(
δαµδ

β
ν − δαν δ

β
µ

)
= 2λµν .

2���% ��
��%!�"����% �"�	�"� ��������������� λµν = −λνµ� 4 �����	 �����&# �����)

εαβγλαβ = εαβγεabce
a ∂eb

∂xα

∂ec

∂xβ
= Kγ .



�� ���� �����	
�

������ 	�
����

λµν =
1

2
Kγεγµν. �����

���������� ��� ����	���	�� � ������ ���	������	�  ��!����

Zγ = −V βλβγ =
1

2
V βKµεµβγ , ���"#�

��� � �����$	� �����

Z = −1

2
[�×V]. ���""�

����������  ��!��		%� ����	���	�� ������ ���&� � ���""� � ���'�� ���	������	� 	�
����

∂�

∂t
= −rot

(
[�×V]

)
− 3|J |V. ���"��

(�� !$��	�	�� ���� !$��	�	�� �	�!�)�� �!	���	����	�+�  ��� ��
���������	� 
� ,����$	��  ��� �����

� = |J |ea ∂x
α

∂ea
,

 $� !������ �% ��	�	�� +$�	��	%
 !�����- �.���'� !��������$��� 	� ��/��- �� ���+������- ���-0
�� !$��	�	���

div(�) = 3|J |. ���"1�

� ���"���
������������� 2���3��������� ���$�+� !$��	�	��  $��������	� �%��� � !$��	�	�� ���"1��

��� 4%��  ���3�	� � 51℄� ��������  $�% ��������� ��/�������

∂ea

∂ea
= 3. ���"��

��$�
��� � ��� �����$�	)����	� ��/������ � ���$��	��� x 	� �3�  $�
��� � 3� ��� ���+�
��/������ � ����!�7� �����

∂

∂xα

(
|J |∂x

α

∂ea
ea
)

≡ ∂

∂xα
Kα = 3|J |. ���"'�

������	�� ����	���	�� � ���	���� ��� ����� � ���"1�� ��� � ����3%���� ���$!��$���		�� !���$0
/��	���

�� �������	� �������	� 	�����		 �������������� ���

���!�� �3 !$��	�	�� ���"�� $�� ����	���	�-� ����$%�  �3�����  $����� 	��%- �%��  ���
�!	���	����	�- �����$���	����� 2�� ���+� $�����$�  ��� � �����

� = N(e)�, �1�"�

+�� N(e) = N(e1, e2, e3) 0 �����$�	)�$!��� �!	�)�� �� +����$������
 �$��$���� ,%�����
 $��3���	!�  � �$��	� �� �� 8���

∂�

∂t
=

∂N

∂ea
∂ea

∂t
�+N(e)

∂�

∂t
. �1���

2�� ��+�� ���4%  ��!���� 4���� !��4	�� ���������� �%����� �� �	�	�% ����!�7�+� �����$��

rot
(
[N(e)�×V]

)
= N(R)rot

(
[�×V]

)
+

∂N

∂ea
[∇ea × [�×V]] =

= N(e)rot
(
[�×V]

)
+

∂N

∂ea
�

(
∇ea,V

)
− ∂N

∂ea
V
(
∇ea,�

)
. �1�1�

,%����� �� �$� �����$	��  $��3����	���

(
∇ea,�

)
= eb|J |∂x

α

∂eb
∂ea

∂xα
= eb|J |δab = |J |ea.
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������	
� ���
���� ���������� ������ ����� � ���
��� ����

N(e)rot
(
[�×V]

)
= rot

(
[N(e)�×V]

)
− ∂N

∂ea
�

(
∇ea,V

)
+

∂N

∂ea
ea|J |V.

����������  �� ��������� � ���!� � 
���"��� �!�#!�� ���
����

∂�

∂t
=

∂N

∂ea

[
∂ea

∂t
+
(
∇R,V

)]
�− 3N(e)|J |V − rot

(
[N(e)�×V]

)
− ∂N

∂ea
ea|J |V.

$���"��� 
������ �%�&�#��
∂ea

∂t
+ V β ∂ea

∂xβ
= 0, a = 1, 2, 3. �����

� ������� �
�()�� R = |e|2� �(��������� ���
����

∂�

∂t
= −rot

(
[�×V]

)
−
(∂N
∂ea

ea + 3N(e)
)
|J |V. ���*�

+�� �,� ��������� ��� ���� ���,"- �������� .�
/� ��0�" �������" ,
�
� �������1
��" � ���
���2 ��	���2� +��� ������� ���������
� �",��
 �
�()�� N(e) ���
��/� �����

N(e) =
ε

R3
, ���&�

/� ε = ±1 1 	��( 	����� �� �����- ������/���(�- ��-(� 3  ��� ��
�� � = � ��

∂N

∂ea
ea + 3N(e) = RN ′(R) + 3N(R) = 0, R �= 0.

������ ��������� �,������� � ���� �	�� (��� ���(� R = 0� ��� ���(�  (����
�� �
�1
����������/� ����)����� ���  ��� 
������ ���*� ����� ��(�- ����

∂�

∂t
= −rot

(
[�×V]

)
− 4πεδ(x− x0)V, �����

/� δ(x − x0) 1 δ1�
�()�� .���(� � ���( R(x0) = 0� ��� �  (����
� �
�����������/� ����1
)���� �������������- ������/���(�- ��-(��

4��������  �� ��������� � (�������(�� 
�������  �(�����/�����- ���
()��� ���2�1
��� ( �"���
� ��� �����0������ �
�����������/� ��/�����/� ����� ��������� � 5!℄� ��0��
	������� � ����

�0 =
1

c
[�×V] +∇ΦH , ���7�

/� ΦH 1 �(������ ������)��
��� �(������� �
�()��� 8����� ����)������- ��,��(� �
�������� � ��,2����� � ���	� � ��,������ ���
������ 
 ��/�����/� ���� 	������� ���
 (��������� 
�������

div� =
1

c
div

(
[�×V]

)
+∆ΦH = 0.

9�(
�� ���
�� ��� ����)��� ΦH ���0� 
����������� 
��������

∆Φh = −1

c
div

(
[�×V]

)
.

4������������ ���������  �(�����(�/� ��(� ��0�� ���� ���������� � ����

� = − ε

4π
δ(x− x0)V, ���:�

��� ���������
� � (�������(�-  �(���������( ��(
 ������/� 	������ +�(�����(�- ��(�
�������"- ���������� �%���*� � 5!℄� ��������� ��� ��� ����0�� ����� ������
� ��,��(
 (
���������� ���:�� �� ���
 � ����0�� ;����"-< ��( ������/� 	������ � ��� ���7� ����������
��,�- ����� ��� �����0������ �
�����������/� ��/�����/� ����� 8����� ��(� ������/�
	����� � �����- ����� ����� ��������� �"������� ����/�)�� ��  ��/� 
�������� ��� ���1
����� ( �����������

∂

∂t
div(�) = −div

(
εδ(x− x0)V

)
=

∂

∂t

[
εδ(x− x0)

]
,



�� ���� �����	
�

��� � �����	����
	� ����
 ������	��� �	������ ���	����� �������
�������	��	 ����� �	��� ��
��� ����� ������� ��	��� ��� ������	��� 
������ �	��	����� 

��� �!���"�# $�� �������	��	 %�&�� �������������' �� ���&��	 ���������	��	 ��	��� ( �	�
�' 
���	 �)*		 
����	��	 ��� ���&��� ���������	��� ��		 )
�	� �%	�' ���� ���+

∂�

∂t
= −rot

(
[�×V]

)
−

N∑

k=1

εkδ(x− xk)V. ���,-�

��	�
� .�℄# ��	�	% �����&	�����' g �������0������� ���� � �����	������ � ���	�	�	��	%
�!!�1�2�+

g =
4πm0G

3
I(e)� =

4πm0G

3

√
1 +R2/R2

0�, ���,,�

��	 G  �������0������ ���������� 3'4����# � I(e)  %������� %��&��	�'# �%	4*�� �������� .�℄
��� �&��� ������� ��� �
���� ���������	��� ��		 ���+

I(e) =
√
1 +R2/R2

0.

5���� ��� ��)��	 N(e) = I(e)4πm0G/3 � � = g ���
��	% 
����	��	 ���
0�� �������0�������
���� � ��	�
4*	% ���	+

∂g

∂t
= −rot

(
[g×V]

)
− 4πGζ(R)ρDV, ���,2�

��	+

ρD = m0|J |
√
1 +R2/R2

0, ζ(R) = 1 +
ea

3

∂ ln I(e)

∂ea
=

1

3

3 + 4R2/R2
0

1 +R2/R2
0

. ���,��

����������� (	�����	 ���	

� = −1

c
[�×V], ���,��

��	�������	� ��)�� � �������'4 �� �	������� ����������� �����	������ ���� �
���%	����'��	
%�������	 ���	� (	�����	 ���	

Z = [g×V], ���,"�

��	�������	� ��)�� ��	�	���	 � .�℄ �����%�������	 ���	# �����*		 � 
����	��	 ���,2� ���
0��
�������0������� �����

	
 ������������� ���� ���������� ��������� ����

7�� ������� ����# � 
����	�� �	�	��� ���	�	���� 
����	��� ���
0�� ��� ������� ��� 
���	��� �)8	���# ����%����% ������	 ���%	��� �	���� ���%	� ���	��� ���&	��� ���������
�����0�# ������*	� �� ����� ������� ��	��� 5��� �����
��0�� �����	����
	� � ������	���
����	 ����� ���	���� �����0	 � ������% Q = ±1� ��	�����&�%# ��� ���� ���&	��� $��� �� 
���0� ����� � ���%	 ����� ���&	��� $���	%
%� �
�0�� F +

xα = Xα
0 (t),

∂F
∂xα

∣∣∣∣
x=X0

= 0.

( $��% ��
��	 ���	 � � ��	������� $���	%
%� F %�&�� �������' � ���	+

� = ε
x−X0

|x−X0|3
,

��� �����	����
	� ��)��
 �	�%	����	��� %��	��� � ���	+

e1 = x1 −X1
0 , e2 = x2 −X2

0 , e3 = x3 −X3
0 ,

��� ��	�+

|J | = 1. ���,�



���������	 ��
������ � ���������� 
��� � ����� ���� ��

������ �	�
������� r = x −X0� ����� ������������� ��������� ����������� �� t� �������� �
���������� ������������

∂

∂t
� =

∂

∂t

εr

|r|3 = −εV0

|r|3 +
3εr

(
V0, r

)

|r|5 .

 ���! V0 = Ẋ0 " �������! ���#���� $���������% �&����� �����! ���� �� ��������������� ����
�������� V� ������������ �� ���� ������������ � V0(t)% '�����

�0 = [�×V0] =
ε[r×V0]

|r|3 .

(�� ���� ������������� ������������ ���� ���#������� ������� 
�����% )����� ��������

rot�0 = −εV0

|r|3 +
3εr

(
V0, r

)

|r|5 −V0∆
ε

|r| .

*�������� ��������� ���! �� �� ����� ��� ����
������� V0 �� ��������! ������� 
������

∆
1

|r| = 4πδ(r).

)����� �������� �� ��������� �������� +,%-./ �	�������� � ��#������ ��� �������� �� ����
�������� V � $��� ��������� �������� ��������������� ��������&� � ��������� � V0 �� ����
����� ������������%

0����! ��#�� �&�����! ���� �� ������� � ����������� $��������� F 	���� ����! ����

� = εR3
� = r,

������!�� � $��� ������ R = |r|% 1��� �� ��������! � ����� ������&2 ���#����!� �� �����#��"
����! ������ ��������������� ���� 	���� ������������!�� �% (�� �
������ �� ��������! ����&
��������� ������ �����&� �� ������ ����������� � +�%-/ � ������ ����������� ������������2%
� ����� ���� ��������� ���#������ ������

g =
4πm0G

3

√
1 +R2/R2

0� =
4πm0G

3
r

√
1 + |r|2/R2

0,

�� ������������� 	���� 	&������ ���������� ��������������� ���� � �������� �����&%

*������&� ����������� ����&���� ���� �	��
� $���������% �&������� ����2 �� 	��!���
����������� ���
��� � ���� ��� �������� ������� ������������� ��2��� � ������2 ���#���� ���"
������������ ������� ������% *�����!�� � �������2 
���� ��������������� ������&2 $�����"
���� ��� �������� ������������2 ������������� 
������ ���#�� �����������! ���� ��� ��������
���� $�������� � �����������#�&� 
����� 
�����% 3��!��2��� �������� ���#�� ������!�� ����"
�� �
 ���	��!��2 ��������& ���������������� V 3 ⊂ W 4� �&�������2 �������� +4%-%-/ u = F(x, t)�
��� u " ����������!��� ���������� � W 4% (��� $�������� ���#�� �������!�� �� ���! 	��!���
�������� �� ����������������% � ������ ���� V 3 " ������������ ���������������!� �� ��������
������2 ��2�� 	���� ������! 	�������� ��������� ���� � 
������ �����������#���� 
����%
1��� #� V 3 ���������� �� �� ��#�� ������ ���#�������! �� �����2 S3 ⊂ W 4% 0���� �������
������������� ��2�� ���� �������� ������2� � $�������� � ��2 ���! 
���� �����������#����

����%

*�� �����
� ���#���� � ����� �����������2 ���������������� V 3 ��#�� �����������!� ��
������� ��2�� ���� �� ��������� �� �������� ������������� ���� $�������� � 	��������
��������2 ���� �� ���	��������� ���	����� ������! � ������������% *���! F∞ " 
������
�����������!���� ���������� � 	�������� ��������2 ����� � F1 " 
������ �����������!��"
�� ���������� �� ��������2 �
������������ S1� ��������������� ������� F∞ < F1 < F0% 3��
�������������� ��������� �� �������������&2 $�������� " ��������% 0���� �� ������2 ��2��
����� ���� ������� �������� ea(1)% 5��#����! �������� ����2 ���	��!��2 ������������ �������
� ���� �� ���!
� ������ �&	���! ������& � �� ���������2 ��2��� � ������2 � ���� ea = xa−Xa

0 %



�� ���� �����	
�

��� ����� 	
���� � ����	���	�� �
���� ����������� ��	������� �
��� � 	��� ����������
	�������� �
��� ������ ����� ������ � ���� ��
��

ea(0) = R0(r)
rα

r
, ea(1) = R1(r)

rα

r
,  !�"#

�
� rα = xα −Xα
0 (t)� r =

√
|r|2�  ������� R0(r) � R1(r) ����	�%&�	%� �	'�
% �� 	�����(�����

F = F0 − |e(0)|2/2, x ∈ V0,

F = F∞ + |e(1)|2/2, x ∈ V1.

�
� V0 ) ��������%% %�����  V1 ) ���(�%%� ��	&


R0 =
√
2|F − F0|, R1 =

√
2|F − F∞|.

*��� +�����	 �� �	�� +��	���	��� +�� ���� ��
�� ��� ��� ��� � ���(�� V0 = Ẋ0�

,���	��� %����� +����������% � ��
�� �� %����� -�����

∂eai
∂xα

=
Ri

r
δaα + rarαFi(r), i = 0, 1.

�
� Fi = R′
i(r)r

−2−Rir
−3� ��	&
 ����	�%�� �+��
������� ������ +����������%� ���� %�����

J � ��
�� �� %�����

Ji =
R2

i

r2
∂Ri

∂r
=

√
2
Ri

r2
∂F
∂r

, i = 0, 1.  !�.#

/	����� ��	��	���% +����'��	���' ��%
��  0�.��# � ���+����'��	�� S1 ����� �+�	�� �
������

|J1|
R1

∣∣∣∣
x
−
∈S1

=
|J0|
R0

∣∣∣∣
x+→S1

.

1
�	� x− ) ����
���� ������ %����� V1� x− ∈ V1�  x+ ) ����
���� ������ %����� V0� x+ ∈ V0�
*�
	���%% � ��� 	�����(����  !�.#� +��'�
�� � �	����&�

1

r2
∂F
∂r

∣∣∣∣
x
−
∈S1

=
1

r2
∂F
∂r

∣∣∣∣
x+→S1

,

������� ��������	�� ��+���%��	% � 	��� ��+�������	�� ���
���������� +������� F � 2)
��� ������ �	���	% ����	���� +��% � ��
�� �� %����� -�����

∂xα

∂ea
= Pi(r)δ

α
a − rαraSi(r),  !�!#

�
�

Pi(r) =
r

Ri
, Si(r) =

rFi(r)Pi(r)

Ri + Fir3
=

Fi(r)Pi(r)

R′
i

=
(
R′

i(r)r −Ri

) 1

r2RiR′
i

.

��	&
 �'�
���

Kα = |J |∂x
α

∂ea
ea =

R2
i

r2
∂Ri

∂r

(
Pi(r)δ

α
a − rαraSi(r)

)
ra

Ri

r
=

R3
i

r3
∂Ri

∂r

(
Pi(r) − r2Si(r)

)
rα =

R3
i

r3
rα;

Dα =
1

R3
i

Kα =
rα

r3
.  !��#

2��� ������� +��� � � 	���� �
��� �	���� ��
�� ��	�� �������	����  +��� � ��
�� ����)
���	% �� ���� ���������� R3

i (r)� �����&3��	% � ��
�� �� %����� *�	������ � ������ %����
�+�%�����	�� ������������� +��%� ���� +��� g = 4πm0�I(Ri)G/3� �
� I(Ri) ) �		���� ���)
������� 
����� ���� ��+��������� �� �� �	����% ��+�������	�� �'�
��� ��� ������� F1 �
������ %���� 
����� ����	�%��	% �� 	�����(���%�

R1(r)|x∈S1
= R2(r)|x∈S1

.



���������	 ��
������ � ���������� 
��� � ����� ���� ��

�� ����� 	���
���
� 
������ ��� � �	���� 
�������
�	� ���� g ���
�� ����� 	������
�������� �� ��������
�	� 	� �
���
�� ����
����� ���
�� ����
��

F1 =
F0 + F∞

2
.

�� ������

�� 	���
���
� 	������� ��� � 	����� ��
��
�� ��	��� ���� � �	 �� � ���!
	���
	��� 
� �������	� �� �	�� ����
��	����� ��� ��� ����� ���
�
��� ���� �	����	� ���"
�#
$�
��� ��������

��  �������
�
�� ���� %���� �������	� �� ��		�����

��� ��
�� �
�"!
����� R3

i � ����� &�	� �� ����
� � �����
�� �������# '���� �� ��� �
�"����� %����
����������	� ��
�� ���� ��
�� F  �� �
���
�� � ��	�������  
� %�	��
��
�	�# )���!
���	���

��  ����
�	�� ��		� %���� �������	� � ��� �������� ��� ���"� %���� ����������	�
��
���� F  �� �������
��# '�	���
�� ���
�� ��� � 	����� *�����+ ��		�� ���  � 	����� ��		�
	 ������ ��		����� �
�"����#
$%���� �
��
� 
� ��� ��� ��%�� �������� � ����� ,-#./ 
������"
� 	������ �%&� ���

� %��� 
�%��� ���������	�� �����# 0�� 	����
� 	 ���� ��� ��%�� �������� ����
�����	� 
�
������ 	���
���
�� ,.#�/� 
�  ��	�������
�� ���� ����
�	� � ���	���
	���� �#�# ��� ��� ���!
���� ������&� �	� � ���	���
	���# $�
� � �����
�� �����"
�� ����
��� ���� ��������
���� �	� �������� ������� 	����
� 	 ����� ����
�	�� ��	��� &� 	�%	���

�� ���&�
� ��!
�������	�� �����# '������� ��� ����� ���%� ����	� �����"
�	�� ������ ����
�
� 
����
,1#�2/  ,1#�./ ��� �����
�� ����	�� 	������ 
��%����� ����� ���	���� ���� ����
�	�
��������#

�� ���� � ��
��
���� ����������� �� �����������
 ����
���

��		����� ������ ��
���
���
� ����� ��
����
����
�� ����� � 	�����	�� �����!

���� 
� ���������� ����� ���	���
	��� ��������# )����	
� ,4#�#5/ ��
�� e(x, t) ����� %���
��%��
� � ����

e1 = R(x, t) cosΦ(x, t) sinΘ(x, t), e2 = R(x, t) sin Φ(x, t) sinΘ(x, t), e3 = R(x, t) cosΘ(x, t), ,�#�/

��� Φ(x, t)  Θ(x, t) ! ������
������� ��
�� �����
��� ��%�� ������� 	����
 	 �����
����
�	� V# '��� � 	����
� 	 ∇F 	���� &� �%&� 	���
���
���

Kα = |J |dx
α

dea
ea = ε|J |∂x

α

∂ea
∂xβ

∂ea
∂F
∂xβ

.

6��� �%������ ��� �	��
����
� 	��� ��"�� �  ∇F ���%���	� ���	��� ��
����

γαβ =
∂xα

∂ea
∂xβ

∂ea
.

7 
����� ���%
�� ���	��� ��
��� ζαβ � �%���
�� γαβ# 6�
��� ζαβ ��"
� ����	����� � ����

ζαβ =
∂ea

∂xα

∂ea

∂xβ
=

∂R

∂xα

∂R

∂xβ
+R2 ∂Θ

∂xα

∂Θ

∂xβ
+R2 sin2 Θ

∂Φ

∂xα

∂Φ

∂xβ
. ,�#./

) ����&� ����	�����
� ,�#�/ ��"
� ��	���  ���� �  V# 8�"
�� ���	� ���� � ����
	���� &� ���

� = R3 sinΘ[∇Θ×∇Φ]. ,�#1/

9
�����
�� ���� V ��"
� ���	��� � ����

|J |V = −∂xα

∂ea
∂ea

∂t
= −R2 sinΘ

(
Ω1[∇Θ×∇R] + Ω2[∇R×∇Φ] + Ṙ[∇Φ×∇Θ]

)
. �����

���	
 � ���� Ω1 = Φ̇, Ω2 = Θ̇� ��	��
�� ���������� ������������� ����	���� ��������� �
����������



�� ���� �����	
�

�� ���� ����	�
� �������

�������	
� ����	 �����
������� ��	�� ���� ��	����� ��	��	��� ��������� �� ���	
���
��
�
 ���	�
�����
 ����� �� 
 ����	����! ��	��� " �#$�� ������ 
����%

∂e1

∂t
=

Ṙ

R
e1 − Ω1e

2 +Ω2 cosΦe
3,

∂e2

∂t
=

Ṙ

R
e2 +Ω1e

1 +Ω2 sinΦe
3,

∂e3

∂t
=

Ṙ

R
e3 − Ω2 cosΦe

1 − Ω2 sinΦe
2.

&�
 ������'��
� ��(�� ��	��
��� � ����� �
��%

∂e

∂t
=

Ṙ

R
e+ [W × e],

)�� �����	 �)����! ���	���
 W 
���� ������$
� ���������*%

W =
(
− Ω2 sinΦ,Ω2 cosΦ,Ω1

)
. �+���

,�������������� ���	��� ��	����� ��	��	�� �	
��� ������$
! �
�%

V α = −∂xα

∂ea
∂ea

∂t
= −∂xα

∂ea
[W × e]a − Ṙ

|J |RKα. �+���

-	���� ���� �����
� 
� ��� ���)���* � -�	��� ������� � ����	���
� �	�$��
�� ������)
�����!
���!�
� � ���	�� � � ��	���	�!��! ���!�
� ��	��������! ����� �� ����� �������*� � �����
 � � ��
�������	
� .�
 ��� ���)���* �� ���������
� -�	��� ���)����� ��(�� �	������
� � ������$�!
��	��%

∂xα

∂ea
[W × e]a =

∂xα

∂ea
εabcW

bec =
1

|J |εafgεabcε
αµν ∂e

f

∂xµ

∂eg

∂xν
W bec =

=
1

|J |
(
δbfδ

c
g − δcfδ

b
g

)
εαµν

∂ef

∂xµ

∂eg

∂xν
W bec =

2

|J |ε
αµνSµ

∂eb

∂xν
eb =

ε

|J |ε
αµνSµ

∂F
∂xν

=
ε

|J | [S×∇F ]α.

/��� ε = ±1 � ���� ��	��� ���!�
� � ���� S 
���� ���������*%

Sα =
∂ea

∂xα
W a. �+�0�

1���	 �	�����
� �+��� ��(�� ��	��
��� � ������$�! ��	��%

|J |V = −ε[S×∇F ]− Ṙ

R
�. �+�2�

-�	��� ���)����� ��	��� �������� �����	�*� ������ ��������*� � 
������	 ������ �����

 F �
��.���� ��
�*���� ��	���� ��	��	�� ���� .�
 
������	 �����!� ���� ������	�
�� ����� �
��
�	�$��
�� "��	�� ���)�����  �	����	
���� 
������
� ��	����	* ����� � 3����
 �	��)�������4
���	�����

 � 
������	 ������ F � �������*� � �����
 � 
 g�

-������ ������ ��(�� �����
� �*	�(��
� 
 ��� Z� ����	�� � �
�� �+��� ��(�� ���
��� �
�
��%

Z = −|J |−1[g × [S×∇F ]] = −|J |−1
(
S(g,∇F)−∇F(g,S)

)
.

,����	��� �	�
������
� (g,∇F) �*�
������� ������$
� �#	����%

(g,∇F) =
4

3
πGm0|J |

√
1 +R2/R2

0e
a ∂x

α

∂ea
∂F
∂xα

=
4

3
πGm0|J |R2

√
1 +R2/R2

0.

5���� �*�
��
� �����	��� �	�
������
� (g,S)%

(g,S) =
4

3
πGm0|J |

√
1 +R2/R2

0e
a ∂x

α

∂ea
∂ea

∂xα
W a =

4

3
πGm0|J |

√
1 +R2/R2

0e
aW a.



���������	 ��
������ � ���������� 
��� � ����� ���� ��

� �����	
�
� ����

Z = −4

3
επGm0

√
1 +R2/R2

0

(
R2S− w∇F

)
.

����	 w = w = eaW a = R cosΘΩ1� �������� S� �������

S = Ω1 cosΘ∇R−R sinΘ
(
Ω1∇Θ− Ω2∇Φ

)
= Ω1 cosΘ∇R−RL sinΘ, �����

���

L = Ω1∇Θ− Ω2∇Φ. �����

���
����� �
��
w∇F = R cosΘΩ1∇F = ε cosΘΩ1∇R,

� ����
��	���

Z = −4

3
πGm0R

3
√
1 +R2/R2

0 sinΘ (−Ω1∇Θ +Ω2∇Φ) = V0m0GC(R) sinΘ · L, ���!�

��� C(R) = R3
√
1 +R2/R2

0/R
3
0� V0 = 4πR3

0/3 " #��� �$ �%&� 
�#�������� �$ ���$ �� '(� ����
������
 )
��� ���
��*���� �+�� �
���
�  �������
��	��� ����
��� #��- ��

� = −1

c
[�×V] =

ε

c
sinΘ · L. ���.�

/
� �#���� ��������
�� � �%(�� #����
�������� � ����� ������� ����
���� #��� �� ���

���(���� ���
�� 0��� � ��� %���� ������ #������� #��������� ���
��*���$ ��� #���$ Z � �
�����
�� )
� ���
��*���� � ��� ��	 � ���$ 
�� � �������

�� ������	�
��� � �������� �����

1�� ������� ���
��*���$ ���!� � ���.� #� �������� � �#��������� �������� ��� ���
�

�� � � ����
���� ���
� ���
�2�� ���+�(�$�� #� � ��+���
�� ������� � #���
����
��
�� ���� �����-(�� �� 
����� #����

Ja = εabce
b ∂e

c

∂t
. �!�3�

4�� ��	 � �� 
�� e " )
� ������"�� 
�� �� �� ��
���$  ��
� #���
����
�� �� ����� � vc = ėc

" � ����
	 �������� )
��� ������"�� 
���� 
� Ja " ��������� ������ ���
� �#��	�� � 
����"
�
	- �� ��������� ��+�
���� �� 
�� ����
���� ���
� 
� +� #��#��2������� �� 
��� Ja�
4���%����� )
�
 �� 
�� �  �������
� �� ������� �$ ��#��#��� ��
� P 3� 5���

Jα = Ja
∂ea

∂xα
= εabc

∂ea

∂xα

∂eb

∂xβ

∂ec

∂xγ

∂xβ

∂ed
ed

∂xγ

∂ef
∂ef

∂t
.

���
���� �#��������� #���$ � � V� #���%����� )
� ���
��*����  �����-(�� �����

Jα = εαβγKβV γ

���

J = [�×V]. �!�6�

����	 ��
��� ���
��*�����

εαβγ = εabc
∂ea

∂xα

∂eb

∂xβ

∂ec

∂xγ
.

7��
��*���� �!�6� #� ������
� �
� ����
��� � ���������
��� #��� ������� � ���
� �"
#��	�� �
���	��� 
��� �
������� �� ����� � #���
����
�� �� ����� /
� ���
 ��������� ���
�%&������� �#��� � ��%�
������� ����
���� ���
� � �� �� �����$ 
������

5������	�� �#�� ���
�2 ��������
�� � ������� � ��� ��%�
������� ����
���� #��� � �#��"
������� ����
�� ���
�� 8������ 
� ��� #��� �%&�����
�� � #��(	- ��#�
��� � �� �
�"
�� ���
���	�� ��%�
����� ���(���� ���
�2 � #��
�����$ ������$ � ����
	-� � )
� ������



�� ���� �����	
�

������		�� 
��������� ������ ��������� ���	��	�� ����� ���	��	�� ����	� �������� 
��
��	  ���
�		�� ����	������ ����	��� ������� ������� � 	���
���� ��	���  ����!�" 

�
�	��
�� ������ ������ ������
����� �����	��� ��#������� �� 	������ ��	� ��#�	����
	������� 
����� ����� 
���"��!	�� $������	��������		�� ���� ������� � ������� �������
�������!	�� �����	����!	�� 
���"��!	�� ���� ����������� �����!	�� ���	��	�� �����  ��
$��� ���
�		�� ���	��	�� ����	� ������ µ �����
���� �� �
"� �����% µ = µs + µa�  ���

�� �����	���� ����"�� '��	�������"�����% µs = −2µBs� ��� µB = e/(2mc) � ���	���	 )����
s � 
�����	� ��	� ������� � 
����� � µa 	���
���� �	����!	�� ���	��	�� ����	��� �����
��� *�� ����� ������� �������
��! ���	��	�� ����	� $������	� +�������	�,� �� �
�	��
��
$��������	����� ���� ���	! ���	�� �	���	�� ��� ��	� ������ 
������ �	����!	�� ���	��	��
����	�� -�	��� ��� ��"��� ����
 ����� ����� ������ "�� 	� ���� ���! ���	�� �	���	�� � 
��
���� �����
���� ���� ������	��� . ���	���� ��� 	"���	�
 �	����!	�� ���	��	�� ����	� 

�
����� ���� ���
�/��� ���	��	�� ����	�� 
��������� �� ����"�� '��	�������"�����  ����
	���	�� )��� ��� �����	�� 0�� 	� ���
����� �����	��! ���� ��� ������� ���	���� 
 �
�	��
��
$��������	����� 
 ������ ������ ����	������
���
. ������ ������������ ������ ������ �������
���� ��� ������������� ������� ����

	��	�� ���� ������� 
���	�  ��	������ �� ������������� ��"��"��� ��� $�� ���� ������	�

�/�� 1�������� $�� ��	������ ��� ����� ������������� ������ �������� ���
�		�� ���	���
	�� ������ ������� ����������� ���	�/�	��� +2�3,� 4����	� $���" ���	�/�	��� ���	��	��
���� ���������� ����	�	��� "���
�� ������		�� ������������� �������
� ���� 5
�������!	��6
��	������� 4����	� ��������� ����	���� ���
�		�� ����	������ ����	� +����	� ���"�!�
�, 
�������� ��� �����
���	�� ����	�� �	����� 	� "���
"� �����! 
����	��� . �
�	��
��
����	��� $�� 
�����	� �
�	�"��� ��� �����!	�� ��������� 
�����	� ��� ���
����	�� 
������
	�� 
 ��������� ������ -�	��� �
�	��
�� ������ ��������� 	� ��#�	��� ���
��	�� �����
�
�	��
�		�� 
�����	�� ��� ��	 
 �����	�� ����	������� �
���	��� . ������������ ������
"��
	�	�� �
�	��
�� ������ �
����� ����
��� �������������� "���	�	���  �$���" ��� 
��

��� "��
	�	�� ��	����� ����� ������������� ����� � �
�	��
�� "��
	�	��� �������!� 	��

�����	���� '��
	�	�� ����	� ���! �����!	���� � 	� "���	�		���� 4����	������ 
������
	�� ����� ��� ����	� ���"�!�� ����	� ���! �	��������� �
���	�� ����� ����
�� "��
	�	���
.�����	� ����	�� ���"�!� 
 ����	��� ����������� ��� �����
���	�� "���
�� ������ 	�

����	� �	������ 0�� 
�����	� ������ 
��	"� ���! 
 ����	��� 
 ��" ����� ��� �	� ����	����
��� �
���	�� ������ 
 ��	����!	����������	�� ������ 4����	� +7�8��9, �	��������� �
����
	�� 
 ��		�� ������ �
����� 
�����	�� ������
������ ���� �	������� �� ������	�
" 

��
�� �	�������� |J | �� ����� �"	����� ��
����� ���!�� �� ������������� �������
 ea�
. 
���  $��� �������� �����	�	�� Ja 
������ J 
 ��������� ������	���� 	� �������
��
����� ������	�
� �������
� :����%

J1 = −R2
(
cos(Φ) sin(Θ) cos(Θ)Ω1 + sin(Φ)Ω2

)
, J2 = −R2

(
sin(Φ) sin(Θ) cos(Θ)Ω1 − cos(Φ)Ω2

)
,

J3 = −R2 sinΘΩ1,

. �"��� Ω1 = const � Ω2 = const �	������� �� ��#��"  
��
�� ��$������	��� ����	���
I(e) �� 
�����	 Ja �
����� �	��������� �
���	���  ����� ���	�
�		�� 	�	"��
�� �	������
��� �
����� ���"����%

L = Ω1

∫

D3

R2 sinΘI(e)de1de2de3 = Ω1

∫

D3

(
(e1)2+(e2)2

)
I(e)de1de2de3 = Ω1

∫

V

(
(e1)2+(e2)2

)
I(e)|J |dV.

0��� �	������ ������
���� ���� 
 ������	�
� �������
 ����	� �	����� /���  ����	��!�
�� I(e)� .�����	� I(e) 	� �������
�� ����� ������������� �������
 ��
	� 8� . $��� �"���

�����	� L0 ���	����� ��	����	�� �	���	�� ����	�� ���"�!� ��	����	��� /��� ����"� R0�
������� ��
	�%

L0 = 8Ω1R
2
0π/15.

*�� �� L ������
��!� "����
�� ���
��	" ������	�
� �������
� ���� ������� I(e) =√
1 +R2/R2

0� ���"���� ���"��"� 
�����	"%

L = Ω1R
2
0

8π

3

( 7

48

√
2− 1

16
ln(

√
2− 1)

)
.



���������	 ��
������ � ���������� 
��� � ����� ���� ��

�������� 	
�������������� ��
���� �������� L0 ������ ���� 
��������� � ���� �/2� ���
���� �������� ��� 
����������� ������ ���� ����������� Ω1R

2
0� �������� 
������ ������

������ ��� �� ������ !
15

16π
� = Ω1R

2
0.

"�� 
����������� �� ���# ���������� ������ ������ �����������
�# $��
��� ����
� � ����� %��
��� ������������%�# �����������
�# �������� ��
� �� �������������

������� ������� L0 & L� 
�
 � � ����$ ����� $� ����� ���� �������� 
 	���
�� �
���#
������ '������� ��� ������ ������ ���(�� �������� �� 
�
 ����������� ��
����# �������
��� ����%�# ��������� 
������ ����� )����#���� ���*���� ����+� �������� ����� ���� �
����������� �������� γ� $��
������%��� ����������� ����� ����� ����� ���� � ��*��
������!

L = Ω1γR
2
0M, L0 = Ω1γ0R

2
0M0.

,���� M � M0 ������������ � ������������ �� ����������� �������� )--�.�/+� 0 ��*��
������ ����� M0 ���� ��1�� ���������� *�� )R0 = 1+� ���� M0 = 4π/3� � M � ������������ �
)--�.�2+ ����!

M =
4

3
π + (1 + 4πα).

0�����  �������� ��
������ γ = L/M �� γ0 = L0/M0 �� ������� R0 = 1� ��$����!

∆γ = L/(Ω1M)− L0/(Ω1M0) = γ − γ0 = 2α1,

��� α1 ����!

α1 = −90(3
√
2 + ln(

√
2− 1))

19
√
2 + 33 ln(

√
2− 1)

=
1

136.5584982

"�� �������� �� ������ ��������� �� �������� ����� ���# ���
�# ���
���!

α0 =
e2

�c
=

1

137.0359998

� �������� α )��� )--�.�3++!

α =

[
3

8

√
2 +

1

8
ln(

√
2− 1)− 1

3

]
− 1

4π
=

1

137.9770423
. )3�/+

4������� ������� α, α1 � α0 ���� ����� �������� ��� ����� ��� ���
�# ���
��� � 
�������#
����� ����� ��%�� ����������
�� ����$�������� 5��
���
� � �����# ����� �������� �� ��
	��
���� e ������ ���� ���� 6� � �
����� ����� c ������ ��� ���� ��
����� $��
�������

� ����# �������
�# ��������$������ �� �������� ����� ���# ���
��� ������ ������ ��
�������� ����� ���# 5���
� �!

� =
e2

cα0
.

�� �������	
 ����	��	������ ���
 � ������ �	����� ������	


���� ����� 	
������

0 ���������� ������(�� � ���$ ������� �%�$ ��� ������� �������� �����#� 
���� ����
������� �������� �� ����# ���� ��%��� �� ����
�� ���������� P 3 ��
�� �������# ���
� �
������ 
���������� �� ������ � ����� �� 5���� ��� ��%��� ��������� � �����������
����� ����� ���������� ��
��� n� 7� �������� ����� ��������� ��� n ��������� � �����������
��� z� � ���
(��� �$�� %�� � ������������ ����#� ����� �������� �� ��������# 
��������
r =

√
x2 + y2 + z2 � 
�������� z� 8���� ���� ������� ����� �������� � ����!

V = Ω(r, z, t)[n× r]− 1

|J | ṘR−1
�,



�� ���� �����	
�

��� Ω(r, z, t) � ���	
�� �	�	�� 
�������� ��
������ 
		��� �	
	��� 	� r, z, t� r � ������
���	��
r = (x, y, z)� n � ��������� 
���	� 
 �����
����� 	� 
������� �	� z�� (n, r) = z�  ��
����� ���
g 
 !�	" ����� ���"�� ����#��� 
���

div(g) = 4πGζ(R)ρD, �$�%�

∂g

∂t
= −rot

(
Ω(r, z, t)[g× [n× r]]

)
− 4πGζ(R)ρDΩ(r, z, t)[n× r] + 3ζ(R)ṘR−1g. �$�&�

'���" ����� ��(���� ��� g 
 
����

g = k0

(
a(r, z, t)n+ b(r, z, t)r+ c(r, z, t)[n× r]

)
, �$�)�

��� k0 = 4πm0G/3� * �	��� ������ ��#�	�	
�	� ��	��� ���	������ ����,�� a, b, c �	�-�� ����
�	"�	�����"� ��������� �	���,���� ΦG ���
���,�	��	�	 �	�� 
�	�� 		�
���
�#��. �		����
�����. 	��� / ��"����
��"	" ����� !�	 ��	
�� �� 
��	�������

0�� �	�� Z �"��"�

Z = −[g×V] = −k0Ω(r, z, t)[g× [n× r]] = −k0Ω(r, z, t)
[
n(g, r)− r(g,n)

]
= k0

(
An+Br

)
,

���

A = −Ω(r, z, t)(g, r) = −Ω(r, z, t)(za(r, z, t) + r2b(r, z, t)),

B = Ω(r, z, t)(g,n) = Ω(r, z, t)(a(r, z, t) + zb(r, z, t)). �$�1�

2�#���

rotZ = k0rot
(
A(r, z, t)n+B(r, z, t)r

)
= k0[∇A× n] + k0[∇B × r] = k0

(
Bz −Arr

−1
)
[n× r].

/ ���������� ���
����� �����,�� ���"�� ����#��� 
���

ȧn+ ċ[n× r] + ḃr =
(
Bz −Arr

−1
)
[n× r]− 3ζ(R)ρDΩ(r, z, t)[n× r] +

+3ζ(R)ṘR−1
(
an+ c[n× r] + br

)
.

3�	 ���
����� !�
�
������	 ���"� �� ���. ���
����� ��� �"������ a, b, c�

ȧ = 3ζ(R)µa, ḃ = 3ζ(R)µb, �$���

ċ = 3ζ(R)µc− 3ζ(R)ρDΩ +Bz −Arr
−1, �$���

���

µ = ṘR−1.

4 !��" ���
�����" ������ �	��
��� ���
����� 5��	��� �	�	�	� ���
	���� � 
����

zr−1ar + az + brr + bzz + 3b = 3ζ(R)ρD, �$�6�

� ���
����� �������
�	���

ρ̇D + div
(
ρDΩ[n× r]− 1

k0
ṘR−1g

)
= 0.

7��� k0 = (4πm0G/3)−1� 5	������ ���
����� ���	�������� � ����#��"� 
����

ρ̇D − 3µζ(R)ρD −
(
a(µrzr

−1 + µz) + b(µrr + zµz)
)
= 0. �$�$�
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��	�� 
����� 
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��� ����� �	�������
� ������� �	���������� �� �
�
���� �� ����
� � �	������ �	������ �
��� � ���� �	���������

zr−1ar + az + brr + bzz + 3b = 3ζ(R)ρD,

Bz −Arr
−1 − 3ζ(R)ρDΩ(r, z, t) = 0. � �!"

��	��� �� #�� �	������� �����
� �	�������� ���

���� � ��	�� $ 
���
���� �	������� ��$
���%��� &	������� ��	��	'���
� �(	����
� ��������
�� � �)��
��� ��	�� �	������� 

����� � �*"� �	������ 
�������� ����

∂Ω

∂z

(
a(r, z) + zb(r, z)

)
+

1

r

∂Ω

∂r

(
za(r, z) + r2b(r, z))

)
= 0. � �+,"

� �(��� 
����� ��
������ �	������� ��)�� ����
�- � �����

a(r, z) + zb(r, z) = f(r, z, t)
1

r

∂Ω

∂r
, za(r, z) + r2b(r, z)) = −f(r, z, t)

∂Ω

∂z
,

��� f(r, z, t) $ ����� �
��������-��� ����%��� /
���� � ��
��
�� 
������ �� �
�� �	������
������ �	��
���� ��� �	������ �(
����� ��	���� ���� ��� Ω = const� ���� �	������� � �+,"
�(	����
� � �)��
�� � ����
����'� �	��������� ���
'������ ����� (��� �	������� ���
$

���� �	� �
������ �� ���� g �����
� �	������'� 
 ����%����� φ� �	������ � ���

���
���
��	�� ������� 0-���� 
 �� �������� �� �����
- ��

' ������� � 
�(� ��(�����'�
#����� 
������'� 
 ����
���
-� ζ(R) � R� 1���
������ ������ ��	�� � ���

���
���
�������� � 
����� ��	�����'� �� �	����� ������

���� �	
����������	 �		���

2�� ������� ��
�%����	�'� ������ �	�����	�	��� �	������� ��� a(r, z, t) � b(r, z, t)� �������
R0 = const � ����� ��	������� ξ = R/R0� ��� ����%�� a � b ��������

a(r, z, t) = P (ξ)a0(r, z), b(r, z, t) = P (ξ)b0(r, z).

3��
- a0(r, z) � b0(r, z) $ ��
����'� ����	�	������ �� t� � ������� �(����������

P (ξ) = ξ3
√
1 + ξ2, P ′(ξ) = 3

1

ξ
ζ(ξ)P (ξ).

1����4���� � ��" ��	���4�� � �����

ρD =
m0

3ζ(R)

(
P (ξ)f1 + P ′(ξ)

(z
r
ξra0 + ξza0 + b0ξrr + b0ξzz

))
=

=
m0

3

[
Q(ξ)f1 + ξP ′(ξ)

[
a0(

z

r
µr + µz) + b0(µrr + zµz)

)]
. � �++"

3��
-�

Q(ξ) =
P 2(ξ)

ξP ′(ξ)
, f0(r, z) = a0,rzr

−1 + a0,z + b0,rr + b0,zz + 3b0.

� 
��������
� 
�
��� �	������� 
����
� � �'��
����� ����%�� ξ(r, z, t) � c(r, z, t)�
3������ �� ����%�� c(r, z, t)� ��	���	������� ������� 
�
�������� �
��	���� �	�������

�� ����� � �	���� �	������� 
�
��' � ���)�� ����	�	���-
� ����-��� 5
�� 	�

��	���-
���� ����� ���	�� ���� ���������� 
��	�
- �	������ � ���� ��	���
�� � �' ���)�' ��$
��)�- c = 0� /
��� 
	��� 
������ �� ���)�� �'�����-
� 
����4���� � �+,"� ���	�� �	�
�
����� Ω = const ��������
�� �	��	����
� � �)��
���

��

��	�� � ����
�� �	���	�� ��	�����'� ��	���' ���������� 
�
��' �	�������� 
��$
����'� 
 �����	'�� ����	��'�� �	������)������ ���
���-�� ����%�����-�'� ��	���	��
a0(r, z), c0(r, z), f0(r, t)� ��	�'� ��	��� 
����
��� �
����� f0 = 0� � #�� 
����� �	�������
��	����
� � �	������ ���� ����

∂

∂t

[
ξP ′(ξ)

ζ(ξ)
L̂φ

]
= 3P (ξ)

∂

∂t
L̂φ+ 3µ

ξP ′(ξ)

ξ
L̂φ. � �+7"



�� ���� �����	
�

����� φ = ln ξ � 		���
 �������

L̂ = za0

(1
r

∂

∂r
+

1

z

∂

∂z

)
+ b0

(
r
∂

∂r
+ z

∂

∂z

)

��	
�
�� ������ ��	������ � ��������� �����

∂

∂t
L̂φ+

ξP ′(ξ)

P (ξ)

ξ̇

ξ
L̂φ = 3

∂

∂t
L̂φ+ 3µL̂φ.

���
∂

∂t
L̂φ =

1

2
µ
(
ζ(ξ)− 3

)
L̂φ.

 �� ��	
�
�� �
��!������ � ������� "���
# �����

#$� �%��#	�� µ = ξ̇/ξ& ������

∂

∂ξ
ln L̂φ =

1

2ξ

(
ζ(ξ) − 3

)
.

'������

ln L̂φ =
1

2
ln
(
ξ3
√
1 + ξ2

)
− 3

2
ln ξ + lnD0(r, z)

��� [
za0

(1
r

∂

∂r
+

1

z

∂

∂z

)
+ b0

(
r
∂

∂r
+ z

∂

∂z

)]
ln ξ = D0(r, z)(1 + ξ2)1/4. ����(�

)�
�*�� D0(r, z) + ������

�� �
��!��	�
�� �� ξ�
, ���%�� f0 �= 0 ��	
�
�� ������ ��-
� "������� 	 �����

∂

∂t
L̂φ+

ξP ′(ξ)

P (ξ)

ξ̇

ξ
L̂φ = 3

∂

∂t
L̂φ+ 3µL̂φ+ µ

(
3Q(ξ)−Q′(ξ)

P (ξ)

)
f0(r, t).

 �� ��	
�
�� ��	������ � 	����

∂

∂ξ
L̂φ =

1

2ξ

(
ζ(ξ) − 3

)
L̂φ+

(
Q′(ξ) − 3Q(ξ)

P (ξ)

)
f0(r, t). ����.�

 �� ��	
�
�� �
��!������ ��
�������
� L̂φ ��� ��
��
�� 
���
���
�� ��	
�
�� ��	�!� ��+
����� '/��� �0�
�� ��
�������
� L̂φ ��-
� "������� 	 ��������� �����

L̂ ln ξ = (1 + ξ2)1/4
(
D0(r, z) + f0(r, z)

∫ (
Q′(ξ)− 3Q(ξ)

ξ(1 + ξ2)1/4P (ξ)

)
dξ

)
������

1
��!��	�
�� ��	
�
�� ����(� � ������ 	�"��-
� �� "���

#$ ��
�*��$ D0(r, z)& a0(r, z) �
b0(r, z)�

2�� 	��
� �" ����%�

#$ �0�
��& "�	�������� �� 	���
� ����%�

#$ �0�
�� ���������+
�� *������ "�	��������� �� R(r, t) �& ��� ������	��& �� F � ��0�
�� ���-� ����������� 
�/���
������

#$ �� 	���
� 	���%�
& ����������$�� 
�%���
#� ��������
��� ����
����& �!��+
	�� ������� � �����
�
���� ���� g(x, 0)� 4�5���� ���
�� �0�
�� "���%� � ��
����� �����
��-
� ����%��� ��0� �� 	���%�
�� 	 ����� ��	
�
�� ��� ���� F � 4���� 5��!� ����%�

#�
6�
�	�����
#�7 �0�
�� /���� ��	��� � �0�
�� ��
����� ������

�� ������	
����� ������	� � ���
	 ���

,#	���

#� ��	
�
�� ��
����� ��
����
����
#$ ����� ��
�	#	����� 
� �/��$ �	����	�$
��
�� ��
�*�� F � ������	���� ��/�� ��-����	�& �/����	��

#� �
�����%����� � ������!�+
%����� �������� 5��� ��
�*�� � �	�"�

#$ � 
�� !������%����$ �����	� 4������	�� 	
5��� ������� ��-����	 	 ���� ��	
�
�� �
���*�� ����� � � g ����"#	���& %�� �"	���
#� 
��
5�������
����� 8���	���� � ����� ��!���
�� 9����
� � 
�/���0��� �����
�
���� �����%�+
��� �	������ ���-�
��� �/��$ �	����	 !������� ������� !�����	�$
���� ��$ �"���
��&
	��-�

�� 	 %��#�$��
�� �����
��	�� 1��

� 5�� ������ �����!����� ����� 	�-
#� ��+
��
��
��� 
� ������
�� �/:���
�

�� ����� ����� � 	"���������	��� ;�� ���
�!� "��#��
��
����� ��/����� 		���� 	 
�� ��	
�
�� ��� ��
�*�� F & ������ *������ ��������� !�������
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��� ��	� ���� ��		� ��		�� ����	� ����� ��!�"#� �
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 �������$
	 ����� %��� 
 ��� ��� ����!	��
� 
��	�� ����	����	����& �
���		�� � 	���"������
�
��	�� ����
�"��� ��		� 
�
���		�� ����	�!�	�� 
 ��		�&  �������#� ������ ��$
����� '������ 	�������� �����	����	�� ��������	� ������� ��(�� ������ ��	��� ����(�
��� ���
	�	� ����	� ����
����
�
��� F � %����	����	�� ������ 	������ ������& ��$
��� ���� �����	�� �
���	� � 	������"#�� ���
	�	 ����� ������ ���������� ��������
������(����� ����� ������� �������"��� ��		�& �����&� )������
��	� ����& 	������ �
�����	�� ��*����� 	������ �����	���	�� ������� ����� ���� ��	�
�	� ��� 
�����
��(� � 	�(� ���
	�	� � ��	��� ��� �(� 
������ +����	� ����� ������ ���� ���
���	�

 ,- .℄�

��� �����	
��
� �����
��� � ��
���
���� ����������� ����
���

0����� ���� � 
 ��������� �����	���� 	� �������
�& ����� (����������� �������
�
1����2

Kα = |J | ∂x
α

∂e(a)
e(a) =

3∑

a=1

∂xα

∂e(a)
∂xβ

∂e(a)
∂F
∂xβ

= γαβ ∂F
∂xβ

.

3����� ∂xα/∂e(a) �����	� ������ ∂e(a)/∂xα �������

∂xα

∂e(a)
=

1

|J |εabc
[
∇e(b) ×∇e(c)

]α
.

���"��

Kα = εabc

[
∇e(b) ×∇e(c)

]α
e(a). 4-5�-6

3������ 
 ��������� �����	���� ��"� 
�2

e(1) = R sinΘ cosΦ, e(1) = R sinΘ sinΦ, e(3) = R cosΘ

'��
��� ������� 
�����	�2

∇e(1) = ∇R sinΘ cosΦ +R cosΘ cosΦ∇Θ−R sinΘ sinΦ∇Φ,

∇e(2) = ∇R sinΘ sinΦ +R cosΘ sinΦ∇Θ +R sinΘ cosΦ∇Φ,

∇e(3) = ∇R cosΘ−R sinΘ∇Θ.

'�����
��� �� ����	�!�	� 
�����	� ��� � 	�����2

� =
[
∇e(1) ×∇e(2)

]
e(3) +

[
∇e(2) ×∇e(3)

]
e(1) +

[
∇e(3) ×∇e(1)

]
e(2) = R3 sinΘ

[
∇Θ×∇Φ

]
.

���"�� ������� ����	�!�	� 4��76� '��
��� �	���(�	�� 
�����	� ��� �����	� J  ��������
�����"#�� �����	�� 
�����	� �(� 
 ��������� �����	���� �������
2

J = R2 sinΘ
(
∇R,

[
∇Θ ×∇Φ

]
).
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�� 2�$��"'�" 3�4� � ����'�)��' �������������� � #$���$& �����. ��� �'�&�����. �����'� !��$�$���
����������� ��	 
�������� ����� 3�'� �5� 6 � ��� ���7��5�
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