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4���� �"!����� �%��$�� !��%����* !���$���!����� � #� �!"�%������� �������� 4�%*��  ���
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������������ �������� ��������������� �� ��� ) �����) '����) �������� ������ ������������%
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 � ������� � �� ����!��� ���������� �������������� ��������������
� ������������ �������+�� ��������������+ ������� ���!"�� �������� ,-℄� &����
 ��)��� ��
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 !��� ��� ����) ���� ��������� � ������������� ��%
��!��� � ����� ����
 � ��!�����+ �� �����������	� ��������
 �������������� � ������������
�������+�� ������������ ������������ ������ ���!"�� S∗ ��������������+ ������� ���!"�� s�

0����� ��������� �����+��� ��������
( ������ ����	���� ������ ������ ��+��� ������������� � �������� ����+����� ���������
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����� ���	��� ��������� ����������� ��������������	� ��������� /��� �� '��) �������� ��%
��+!����� � ������ ��$���� � �� 5 ��������� �������� ����!� ����������
 � ������ � �� 6�
% � ��$���� ��������� �������� ������ � 0����� ��$����
 ����!��� ) ����� '���� ���������
������������� � �� 7� ������#
 � �� 8 ��)������ ����� �������������� � ��������������+ �"����+
������� ���!"��� ����� ��	�
 � ������� ����	���� ����� ��������� ���� ����������� ������ ,5℄
� �������� ��������#�� �������� (�	���� � ���#����� 9����� ��� ��������������	� ��������
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�������� ��� ���������� ��� ����� ��� ��� ������ ���#������� �������������� 2����#�%
3"�����%�'����� ����� � ����� c = 1� �� ������������ ������ ���!"�� S : (T,R) � ������#����%
��+
 ��������� �"����+ ������� ���!"�� s : (t, r)
 ������� �������� ����������� :��� ��������;
������������ S ,�℄

T =
vr

√
1− v2

+

∫ t

0

dt
√
1− v2

, <�<�

R = r+
1−

√
1− v2

v2
√
1− v2

(vr)v +

∫ t

0

vdt
√
1− v2

. <�4�

0����$�� ����)�� �� ������ ���!"�� S � �������+�� � ���������� ��������+ u ������������
��" ����#������+ ������� ���!"�� S∗ : (T ∗,R∗)� ��������� � ����� � �������) ���!"�� S
 S∗

������ �� !� � ��������������� 2����#�

T ∗ =
T − uR
√
1− u2

, <���

R
∗ = R+

1−
√
1− u2

u2
√
1− u2

(uR)u−
uT

√
1− u2

. <�5�

/��� ������
 !�� ������ ���!"�� S∗ � s ������ ����� ��������������� 2����#�%3"�����%
�'����� ����

T ∗ =
v∗αaβαr

′
β√

1− v∗2
+

∫ t

0

dt
√
1− v∗2

, <�6�

R∗
α = aβαr

′
β +

1−
√
1− v∗2

v∗2
√
1− v∗2

v∗αv
∗
γaβγr

′
β +

∫ t

0

v∗αdt√
1− v∗2

, <�7�

	��

v
∗ =

√
1− u2v − u

1− uv
+

(1−
√
1− u2)(uv)u

u2(1− uv)
. <�8�
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�	����� �������	 ������ s ����������� ����� ������ ������	 k� �����	���	�� � 
���� �
������� ����	����� !�� � ��"	 !#�#$� !#�%$$ � �	�	����� v

∗� &�� ���� �	�	�	 ����� s � k

����	"	�� �  ������ ����	���� ��� ��� ������ k ���������	�� �� ������	 ����������� S∗�
'�����	 v′∗β = v∗αaβα ������� �
����� �
������ �	�	�	 ������ ������	 s ���"������ � ��(
��� 
���"��	� s �

v
′∗ =

v −
√
1− v2u

1− uv
−

(1−
√
1− v2)(uv)v

v2(1− uv)
. !#�)$

�	����	 �������	 aβα � 
���"��	�	*+ ��� �������	 n �  ,�� �������	 φ ��� ��"

aβα = δαβ cosφW + nβnα(1− cosφW )− eαβγnγ sinφW . !#�-$

.,�� �������	� 
������ ��� ��� �	��	�� �������	 '�,��	 � ��������� � �	���� aβα �	��

n sinφW =
u× v

1 +
√
1− v2

√
1− u2 − uv

·

(

1−
(1−

√
1− u2)(1 −

√
1− v2)

u2v2
uv

)

, !#�#�$

cosφW =

√
1− u2 +

√
1− v2 − uv + (1−

√
1−u2)(1−

√
1−v2)

u2v2 (uv)
2

1 +
√
1− u2

√
1− v2 − uv

, !#�##$

n tg
φW

2
= n

sinφW

1 + cosφW

=
u× v

(

1 +
√
1− u2

) (

1 +
√
1− v2

)

− uv
, !#�#%$
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������ ������ ������	 s : (t, r) �	
� ����� � ���������  �
���� ���� �	��	���� �"���
��� #� & ��� � �	�	����� ����� ����� �	��� �
����	� �����	 ������	 s : (t, r) � �
������
�	���	������ ����� ������	 S : (T,R) �	*�"��	�� � ��
� � ��������� ����	"	�	 � S� 0	� ��	
����������� S "������ ����������� � ����������  �
����� W � ������������ �	��	�(
���� ��� #� ' ���� �� �	 �	��� �
����� "����� *���1� �������� �
������ � �	�	�	 �	��	
v1 = thWt 2#�� �� %�3� ���� �	 !)�#5)$℄� &��"�� ���� �� ������ S � ��� � �����	��� � ��(
��� ������	 S∗ : (T ∗,R∗)� 
����	� "��,	��� � ����
���� ��� # � 7 �� �
������� u = (u1, 0, u3)�
&�� �	
�� � ��  ������ s � ����� ����� ������	 ���������� �	�	���� 
�������� �
���(
��� �"��� ��� # � 7� ��"��	����� "����� ������ s � ����� ������	 S∗� 
���� � �����
������� �	 �	���	���� � ����� � � "� ��/�� �	��� �
������ "������� 8�� ��� ����
�
���"���� ���� �	�	���� "������ s � S∗�

9�	� ���� ���� �� !#�3$(!#�#%$ ��� "�� �	��� �	�	���� 
����������,� �	��� �
�����(
,� "������� ��,�	��� ���� � !#�3$ ���	� �
������ s ����������� S∗ � "� �	��	 !,���
�
��"
��  
������� �
����� � "� ���	�� ���� � ����� �����	�� �* �� ��
	�	��� �����$

v∗1 =

√
1− u2 thWt− u1

1− u1thWt
+

(

1−
√
1− u2

)

u2
1 thWt

u2(1− u1thWt)
, !%�#$

v∗2 = 0 , !%�%$

v∗3 = −
u3

1− u1thWt
+

(

1−
√
1− u2

)

u1u3 thWt

u2(1− u1thWt)
. !%�7$

:�	 � �
������ ���	���	� � ����� 
���"��	� s �	��	 ��,�	��� !#�)$

v′∗1 =
v1 − u1

1− u1v1
=

thWt− u1

1− u1 thWt
, !%��$

v′∗2 = 0 , !%�;$
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v′∗3 = −

√
1− v2 u3

1− u1v1
= −

u3

chWt− u1 shWt
. �����

�	
 ���
vα = aβαv

′
β , �����

� ���	
�� �	����
� �
���	� �
����� s ���
����� S∗ 	����

aβα =





cosφW 0 − sinφW

0 1 0
sinφW 0 cosφW



 �����

��	� �
���	�� ��	� ��!"#
� �#����� $	
 !%��� ��&#% �
���� �	#
��� s 
 �
���� 
�	#
���� ��	�� #�
������ '!�( $�	��) ���
����� S �%����������� � $�����
 �� �

 * � ��$	�����

 3 → 1 � +����� ����,�-������ %�� ��� $�	�� %#�����	��� 	���������

sinφW =
u3

[

shWt− 1−
√
1−u2

u2 u1 (chWt− 1)
]

chWt− u1 shWt+
√
1− u2

, ���.�

cosφW =

(√
1− u2 + 1−

√
1−u2

u2 u2
1

)

chWt− u1 shWt+ 1− 1−
√
1−u2

u2 u2
1

chWt− u1 shWt+
√
1− u2

, ����,�

tg
φW

2
=

u3 shWt
(

1 +
√
1− u2

)

(1 + chWt)− u1 shWt
. ������

/��0#� �
#�� 1� ��1����� %�� 	
�����

 	���%��	��� �
������ $�%1��� !%���

( ������ 	���� �%�0� ��1
����
�� ����	� v

∗ 
 %��� �
���	� φW 	���%��	���� #�
&��
�
$�����0 (�#��� ��	����	� 	���%��	���� #�
&��
�� $�%1����� ���
� �$�!� ��%�
��%&
�� !	�(�� #�� �	�����
� � #	%�
�
 	�2��
��
�

�� �������	 
��������	 ������� ������ � ������	 ������

� ����� �������
������� ������	

������% 	���%��	���� #�
&��
� �� !��#��� �!�������� �	����
��� � �	����
� �
�-
��	� 
 $	�����
� 3���� #�&�� ��$���
	���� #	%� #	%��� ���&�� �� $	���� 	��14���
5���%0 ��	��� �	����
� �
���	� �&� $�%1
�� #
���	���
	%� %	�����
� ���.�� ��%1
�

ωW cosφW =
Wu3

[(√
1− u2 + 1−

√
1−u2

u2 u2
1

)

chWt− u1shWt+ 1− 1−
√
1−u2

u2 u2
1

]

[

chWt− u1shWt+
√
1− u2

]2 .

�#��
� �� ��	�&��
� �� ����,� $�%1
�

ωW =
Wu3

chWt− u1shWt+
√
1− u2

. �*���

��1
��
� �� 1�� %���%0 ��	��� $	�����

 3���� ΩT

ΩT =
1−

√
1− v∗2

v∗2
√
1− v∗2

v
∗ × v̇

∗ �*���

� ��	�� ��&
���� � �4 $	�#����

 !%#�� 	����

1−
√
1− v∗2

v∗2
√
1− v∗2

=
1

√
1− u2

·
[ chWt− u1shWt]

2

chWt− u1shWt+
√
1− u2

. �*�*�

7
���	���
	%� $�	����	 ��	��
 $�%1
�

v̇∗1 =
W

√
1− u2

(chWt− u1shWt)
2

[

1−

(

1−
√
1− u2

)

u2
1

u2

]

, �*���



�� ���� ������

v̇∗2 = 0 , �����

v̇∗3 = −

√
1− u2

(

1−
√
1− u2

)

u2
·

Wu1u3

(chWt− u1shWt)
2 . �����

	
��� �����
��� �����
�� ���
����� ������������� � ����� ���
���� ��� �! �����" �����! �����

(v∗ × v̇
∗)2 = v∗3 v̇

∗
1 − v∗1 v̇

∗
3 = −

W
√
1− u2 u3

(chWt− u1shWt)
2 . ���#�

$������
����� ���������� ����� � ���#� �������" �
� ���%����� &����� �����

ΩT = −
Wu3

chWt− u1shWt+
√
1− u2

. ���'�

$�������� ������� ��� � � ���'� �����" �
� � ����� ��)�
������ ���%����� &����� � ��)�
������
���*���� 	�+���� ���
��� s ��,
 ���� ��� -
� � ������ )�
��

�� ��������	
� ��������� ��
��	
�

����	
�� ����	�	
� ����	�� �����
 �
	���
�


������
��� 
����� ���������� ��������%������/ �������� �)��
�� ������ ������
��� 0�℄
� ������������� ���������������� �������,

W
′ = const , Ω

′ = 0 . ��� �

$ ��2
�� -
�+� �������" ��������%������� ��������� �)��
�� ������ ������
��� 0�" �������
��� 3�" ���  �℄ �������,
 ���

v̇
′ =

dv′

dt
= W

′ − (W′
v
′)v′ , �����

ω
′ = −

1−
√
1− v′2

v′2
v
′ ×W

′ . �����

$�+����� �� � ��)���� ���  ��)���
���� ���
��� �
��2
� S ����� ���
��� ���������W
′ ���
���

s" � ��� � 4 ����*� � �2 �������
� 
����
����� 5�������� ����� ��� ���  ��
�

v̇′1 = W (1− v′21 ) .

6�
�+����� -
� ��������� �������

v′1(t) = th(Wt+ k) , �����

+��
thk = v′1(0) .

7���%���� ��������� ����� �� ��� � ���������������, ��������, ������� � ��2
�� �����" �
�

v̇′3 +W th (Wt+ k) v′3 = 0 .

8
�,��

v′3(t) = v′3(0)
chk

ch (Wt+ k)
, �����

v′2 = v′21 + v′23 =
v′ 23 (0)ch2k + sh2(Wt+ k)

ch2(Wt+ k)
,
√

1− v′2 =

√

1− v′2(0) chk

ch(Wt+ k)
.

7���
����� -
� �������� � ��������� ����� �������" �
� �����
������ ��������� ��������
�
���
��� ω

′
W ��
�

ω′
2W = φ̇W = −

1−
√

1− v′2

v′2
v′3W = −

Wv′3(0) chk

ch(Wt+ k) +
√

1− v′23(0) ch
2k

. �����

6�
�+����� -
� ��������� �������" �
�

φW = 2 arctg
eWt+k +

√

1− v′23 (0)chk

v′3(0)ch
2k

− 2 arctg
ek +

√

1− v′23 (0)chk

v′3(0)ch
2k

+ α . ���#�



��������� �	���
� �������� 	��������� ������������ ���������������� ������ ��

�� ��������	
� ��������� ��
��	
�

����	
�� ����	�	
� ��
��	
� ����� ���������

������	
������� ������� ����� ��
�� ��������� 	���� � �������� ���� ����� ���������
������� ������ �������� ����
����� 	�������� 	 ������� ������	
������� 	�	���� s ���
�������  �!℄� ��� �������  #$�!�  #$�!℄

dΛ0i

dt
= WαΛαi ,  #$%!

dΛαi

dt
= WαΛ0i + eαβγΩγΛβi ,  #$&!

��� �	������ ����������������	��

Λ0iΛ0
i = 1, Λ0iΛα

i = 0, ΛαiΛβ
i = − δαβ .  #$�!

'����� ����
���� �(���)� %* 
������������ 
������ ����� � %* ���������  #$%!�  #$&!$ +���
��� 
��������� 	������ ��, 	 ��,�� %-�-*.%/ �	�������  #$�!$ 0�
�� �(����� �	�,� �����	�
%*�%/.* ������	���� �������� �� 
������ ����� ����	��� %*�%/.* ������	���� ���������� ��
�
��� ����� ��������� ���	
�)� �������$ 1��� � �(2�� 	����� ���������  #$%!�  #$&! �� ���2�
��������� �(������ ����� 
�������
�� �� �� ������	
������� 	�	���� ��	�3�� ��� 	���3���
����2�)�	� � ���	
�)� (�	���� �������$ 4�� ��	����������	� ������ ����������� ������
����� 5������ � 6
���� �*℄� �7℄$

8�������  �$%! ����������9�����  #$%! �� t � ��	����� � ����������	� ��������� ��������
 #$&!$ :������� ���

d 2Λ0i

dt 2
= W 2Λ0i ,  #$�!

������� ����,� ��������� 	 ��3��� �����,� �� ���������  #$�! �	��

Λ0i = Ai shWt+Bi chWt ,  #$#!

AiAi = −1, AiBi = 0, BiBi = 1 .  #$*!

+����� ������	
������) 	�	���� 
������� ��(����� 	�,��	�� �$ & ��
� ���(� 	�(	�������
�	
������ (��� ���������� ���� �	� %$ :���������9����� ������ 	 ��3���  #$%! �������  #$#!
�� t$ :������� ��� ������ ����
��� �����

Λ1i = Bi shWt+Ai chWt .  #$7!

8�������� �� �	������� ����
����� ����������

dΛ2i

dt
=

dΛ3i

dt
= 0 .  #$;!

:�	������� ����
���� Ai� Bi� Λ2i� Λ3i �������)�	� �� ��,� �	������ ��� ����
���� Λ0i � Λαi 
�

���
9�� ������� t ����� ����� 	���)2�� �� ��� �������  &$%!�  &$&!℄  ���
	� ����� �����!

Λ0i = (Λ00,Λ0α) =

(

1
√
1− v∗2

,
v∗α√

1− v∗2

)

,  #$<!

Λαi = (Λα0,Λαβ) =

(

v∗γaαγ√
1− v∗2

, aαβ +
1−

√
1− v∗2

v∗2
√
1− v∗2

v∗βv
∗
µaαµ

)

.  #$%/!

8������� =�� �����	��� � ��� ��� � ��������� ������ ������� v1 = −u1� v3 = −u3� � �,��
�������� ������	
������� 	�	���� ����	������� ��(��������� 	�	���� ��	�3�� ����� ���)� ��,
�
��������� ���

Ai =

(

−
u1√
1− u2

, 1 +
1−

√
1− u2

u2
√
1− u2

u2
1, 0,

1−
√
1− u2

u2
√
1− u2

u1u3

)

,  #$%%!

Bi =

(

1
√
1− u2

,−
u1√
1− u2

, 0,−
u3√
1− u2

)

,  #$%&!



�� ���� ������

Λ2i = (0, 0, 1, 0) , ������

Λ3i =

(

−
u3√
1− u2

,
1−

√
1− u2

u2
√
1− u2

u1u3, 0, 1 +
1−

√
1− u2

u2
√
1− u2

u2
3

)

. ������

�� �������	
�
��� ��

�� ������ ���	�	�	
�� ���
�����	

��� ����	
��

�	
��� ����	� 	����� ������ ����� � ��� �������� �������������� ������ ������ ���	����
�
������  �� !� 	����� ����
�
"� �#
# !��  ��$��� %���� �	 �$���"&�� ��%�	� ���������'

k = − arthu1 , �����

v′3(0) = − u3 . �����

(���� �
#�� �%������ � �������������� �����  ����� �	 ��$���' ������ ������ �$����
��$���
 ���)		��
�� ����� �	���� � �� �����" �� ���������* α � ���+�� ��	���$�"&�* �
 
$�,
��" �	���
-" ������ s �������$��� S∗� # �)��	���#��� �)$� ���.�,������� /
#� �%	
���
��
 	������ ��	���$�"&' 	
�����#�	����� ������0 � ����&�" %���
  � ����&�" 	�����
�	
����* �%	
���* �
�
  #���
�# ��$�����" ����
�
"��

1�#
����  �� �����%� ��	���$��� 	
�����#�	����)� ������ � ����&�" %���
  � ����&�"
	����� �	
����* ������ ���	
�� !#��
$������ 2$� !��)� �� �$� ��
 
$
 �� #���������
�,�#�	��� �
 
$
 ��� 3�
 ���.�  �,��#��	�� ��� ��' �	��� ����4�� 	
� 3� #���	�' �� �	����
�,
$��� �	������� 1����
�$�� �����,����� � ���.�  ����4� ��$� ��  ��

Λ00 =
1

√
1− v∗2

=
chWt− u1shWt

√
1− u2

, �����

Λ01 =
v∗1√

1− v∗2
=

(

1 +
1−

√
1− u2

u2
√
1− u2

u2
1

)

shWt−
u1√
1− u2

chWt , �����

Λ02 = Λ20 =
v∗2√

1− v∗2
= 0 , �����

Λ03 =
v∗3√

1− v∗2
=

1−
√
1− u2

u2
√
1− u2

· u1u3 shWt−
u3√
1− u2

chWt , �����

Λ10 =
v′∗1√

1− v′∗2
=

shWt− u1chWt
√
1− u2

, ���+�

Λ30 =
v′∗3√

1− v′∗2
= −

u3√
1− u2

, ���5�

Λ12 = Λ21 = Λ32 = Λ23 = 0 , ���.�

Λ22 = 1 , ����4�

6��%� ��� �
�� ���
����� #��������� �,��#��	�� ����3� ��$ ��

Λ′
αγ = Λ′

γα = δαγ +
1−

√
1− v′∗2

v′∗2
√
1− v′∗2

v′∗α v′∗γ , ������

��)�


Λαβ = aγβΛ
′
γα . ������

7� �$� #�!��-���� Λ′
αγ � ���
� �����,������ 1�$� �

Λ′
11 = 1 +

1
√
1− u2

·
(shWt− u1chWt)2

chWt− u1shWt+
√
1− u2

, ������

Λ′
33 = 1 +

u2
3√

1− u2
·

1

chWt− u1shWt+
√
1− u2

, ������



��������� �	���
� �������� 	��������� ������������ ���������������� ������ ��

Λ′
13 = −

u3√
1− u2

·
shWt− u1chWt

chWt− u1shWt+
√
1− u2

. ������

�	
����
 �
���
 ���
����� �
 ���	� ��
������ ���
��� cosφW � sinφW �� ����
����� ��
��� �! ����"� � ���� ���
����� ����#�$������ ��%�� ��&�����! ���

Λ11 = aγ1Λ
′
γ1 = a11Λ

′
11 + a31Λ

′
31 = cosφWΛ′

11 + sinφWΛ′
31 =

=

(

1 +
1−

√
1− u2

u2
√
1− u2

u2
1

)

chWt−
u1√
1− u2

shWt , ������

Λ33 = aγ3Λ
′
γ3 = a13Λ

′13 + a33Λ
′
33 = − sinφWΛ′

13 + cosφWΛ′
33 = 1 +

1−
√
1− u2

u2
√
1− u2

u2
3 , ����'�

Λ13 = aγ3Λ
′
γ1 = a13Λ

′
11 + a33Λ

′
31 = − sinφWΛ′

11 + cosφWΛ′
31 =

=
1−

√
1− u2

u2
√
1− u2

u1u3 chWt−
u3√
1− u2

shWt , ����(�

Λ31 = aγ1Λ
′
γ3 = a11Λ

′
13 + a31Λ

′
33 = cosφWΛ′

13 + sinφWΛ′
33 =

1−
√
1− u2

u2
√
1− u2

u1u3 . ���� �

)�&����
	����� ���
���� ������$���� � ��&	��
��� � �&&������� ����%
��� ������ �����
��*
�� (chWt− u1shWt+

√
1− u2)2! ���&����� �&�+�& � ,���
�
��� ,���+��� �	
����

��������� �
,
�� �����! ���'�! ������$������ � ���#�$����"� � ������$���� � ��%�� �+
������! ���
�,���+� �,�
�
	
��� �������&��
���* ����
�� ����-�� � ,����� +���� � � ,����� �
.
���
�����
��� ���%
��� �
����� /&����	
���� ���0 ���0��

�� �������	�
���� 
 ��
���������� ������ ������� 
 �
��� 
���

1+�

 ,�
�+��������
 2��
�3�$4-		
��$5/	���� � �$�
���* ����
 ��,�����
��� � ���


T = Λα0r
′
α +

∫ t

0

Λ00dt, Rβ = Λαβr
′
α +

∫ t

0

Λ0βdt. �'���

7������	�� �$�
&����! �����	
���
 � ���� ,�
������� ,���0����� � ���
0����� ��%�� ��,�$
���� �+�

 ,�
�+��������
 � �������&��
��� ����
�� ����-�� � ���


T =
shWt− u1chWt

√
1− u2

(

r′1 +
1

W

)

−
u3√
1− u2

r′3 +
u1

W
√
1− u2

, �'���

R1 =

[(

1 +
1−

√
1− u2

u2
√
1− u2

u2
1

)

chWt−
u1√
1− u2

shWt

]

(

r′1 +
1

W

)

+
1−

√
1− u2

u2
√
1− u2

u1u3 r′3−

−
1

W

[

1 +
1−

√
1− u2

u2
√
1− u2

u2
1

]

, �'�#�

R2 = r′2 , �'���

R3 =
u3√
1− u2

[

1−
√
1− u2

u2
u1 chWt− shWt

]

(

r′1 +
1

W

)

+

(

1 +
1−

√
1− u2

u2
√
1− u2

u2
3

)

r′3−

−
1−

√
1− u2

Wu2
√
1− u2

u1u3 . �'���

��
�� ����	���� �&������ ����
�� s ����� −u � ,�
�,�	�0�
���! ��� ����	���� ���
���3�� s

���,���
� � ���
���3�
* 	�+��������* ����
�� ����-���
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� �����
��� � ����	
 � ����� ����
���� ����
���! ����� ����
�
���� ����
�� ���	��� �����
��� ����� �������� 	�� 
� 	������ ������
���� �
�
���� #�����
$%!&' � ������
����� ���(
��� ����
�� $%!)' ������� ���
���� ���� � �
� �*��� �(

 ���(
��

����� ����
���� ����
�� s ����� � ��� ��� +�� � ������ ���*!

,�����

 ��(

 �
����������
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