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��������	����	� ������ ����		 ����� ��������� ���	�� ����	� ������ ���� ���� �	��!
������ 	�	 ���	!�	�������� ����� "
������� ��� ��#��	 � �����$� ������������� �����	����	

�� %���$� ����$� �$���� 	
��� ��� ��	 ���	�		 �	��������� ��� � &��	� ��#��	 '$�	
	
����$� ����	���� � (�����)*℄� ,�����	� � ������%	�� ����		 ���	!�	��������� ��� ��%�� ��	!
���	�- � �� ����	� � ������ ����� ����		 ������$� ���. �������	����	� ������ ����	� �/	�
�������$� �'����	 ����� 	�	 ��
�	��$� �������$�� &���� ������ ��������	���� � ����	����
� ��'���� (0� *℄� , ��� ��'��� �������$ ����$� ����	����	� ����	����	 �	�����	��$� ��	��!
���	����	 �����	� ��#��	� ���$�2������� ����		 3��#�����!4��������!���	!�	������� ����	
�����$� ���- ���$� ��#��	 � ��	�$���/	� ������$� ���$�

, ��'��� 	����-
���� �������	����	� ��	�	5$  7 8 7 ��

�� ��� �! �"�#$�"�%�
%&'��((%�%�$����(%$��%

������	� ����		 	���� ������/	� �	�

S = − 1

16π

∫

d4x
√−g

[

R− η2φ,kφ
,k − e−2φFklF

kl
]

. 9���:

��������� �� 
	 �	��������� 	 ����	��5	����� ����� η ��%�� ��	�	���- �	'� 
�����	� η = 1
9�	�����:� �	'� 
�����	� η = −1 9���	!�	�����:� , ���-���#�� '���� ��������	���- ���-��
������ ���	!�	��������� ��� � �������	 ����	��5	����� ��� �� ����	�	 gµν � ���������������
��� �� ���������� �����5	��� Aµ 	 ���	!�	��������� ��� �� φ 	���� �	�

Gν
µ = 8πT ν

µ = φ,kφ
,kδνµ − 2φ,µφ

,ν + e−2φ

(

2FµkF
νk −

δνµ
2
FklF

kl

)

, 9��;:

(

e−2φFµν
)

;µ
= 0, 9���:

φ;µ
;µ − 1

2
e−2φFµνF

µν = 0. 9��<:

,������	� � ������	� ����		 ��� φ ��	���	� � �� ����	� ������ �/���� �	��������� 
�� ��
Qd� , ����	������ ������������!������	 �� ��%�� '$�- ��������� ������/	� �'��
��

Qd =
1

4π

∮

∇αφdS
α, 9���:

��� 	�����	�����	� ���	
���	�� �� 
�������� ���������������!����'��� ����������	� ����%�!
�/�� 
�� ��

�������� ��	�	
������
������� ��������� ��� ��������� ��!!��"#� �$$% &'���� ()*+,*++-.-/�
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ds2 = −f2dt2 + w2dr2 + h2(dθ2 + sin2θ dϕ2), ��� !

�� f, w � h "��"��
" ����#�"�� ������ �	��	����$ �������	�� r� %�	����
��� 
������
��

����������� �	�
������
��� ���� �	��	���� � �	���$ �����

Frt = F(r). ���&!

'�	�����" �	�
����	 ���(! � )��� 
���	� ���� ���� ������������	�� � �	�� ��������� �	���	
�	�

	 � �
���������� ���
��	�
���+������� 
 	���+���	������ �����

e−2φ h2

fw
F = Qe, ���,!

�� Qe + )�������
��$ �	�"��
-�$
���� ������ ����! ���	��	���� ��� ������	���	��".

φ(x) → φ(x) + C, ���/!

Aµ(x) → eCAµ(x). ����0!

1�� 
������ ����� �	���
����	�� �	�	���� ��	����" ���" φ �	 ��
�������
��� 2 
���	� ���	+
���
��	 ���� φ∞ )�� �������� � )��	������� )��������
��� �	�"�	

E(r → ∞) ≃ Qee
2φ∞

r2
. �����!

2 �	����$3�� ����� �������		��
" φ∞ = 0�
4������	����� ���������� ��	�����$ 1$�3��$�	 ����! ����� 
�������$ ���

(

t

t

)

⇒ 2

w2

(

h′′

h
− w′h′

wh
+

h′2

2h2

)

− 1

h2
=

φ′2

w2
−Q 2

e

e2φ

h4
, �����!

(r

r

)

⇒ 1

w2

(

2f ′h′

fh
+

h′2

h2

)

− 1

h2
= −φ′2

w2
−Q 2

e

e2φ

h4
, ����(!

(

θ

θ

)

=

(

ϕ

ϕ

)

⇒ 1

w2

(

f ′′

f
+

h′′

h
+

f ′h′

fh
− f ′w′

fw
− w′h′

wh

)

=
φ′2

w2
+Q 2

e

e2φ

h4
, ����5!

1

w2

(

φ′′ +
f ′

f
− w′

w
+ 2

h′

h

)

φ′ = −Q 2
e

e2aφ

h4
, �����!

	 3���. ���	�	�� ��������#����	��� �� �	��	����$ �������	�� r� 2������ 
�������� �. ��+
��$��� ������	#��

(r

r

)

+

(

θ

θ

)

⇒ 1

w2

(

f ′′

f
+

h′′

h
+

3f ′h′

fh
− f ′w′

fw
− w′h′

wh
+

h′2

h2
− w2

h2

)

= 0, ���� !

(

t

t

)

−
(r

r

)

⇒ 2

w

(

h′′

h
− f ′h′

fh
− w′h′

wh

)

= 2
φ′2

w
, ����&!

(

t

t

)

+
(r

r

)

⇒ 2

w

(

h′′

h
+

f ′h′

fh
− w′h′

wh
+

h′2

h2
− w2

h2

)

= −2Q 2
e

e2φ

h4
, ����,!

'�	������ ���� ! 
������� ������ �������
��$ ������ � ����� ���� �	��
	�� � ����

[

(fh)′h

w

]

′

= fw. ����/!
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r → r̃, w2 → w2

(

dr

dr̃

)2

. ���� �

!�
���"����
� 
������� �#���	 w2$ ����# �	���
����	�"

fw = 1. ������

%��	 ��	������ ����&� ��'�� �#�" ������������	��

(fh)2 = (r − r1)(r − r2), ������

�� r1 � r2 ( ��������"�#� ��
�����#�� )���	�$ ���	 ��� ���
�	��# r1 � r2 ���
������"�# �
����'����"�#$ 
������
����� ������ �#�� 
 ����� �������	��$ �	*�������
� � ����	* r = r1,2�
+�
����	�"�	� ����	� �#�	 ������	�� ��� r1 = r2� )���	�$ ���	 r1 � r2 ������
� ��	����

����'���#�� �������
�#�� ��
�	��$ 
������
����� ������#� ���	�� ! �	�"���,�� ����� �
(
���"���	�" 
�������� �������� ������	-�� �	�	������

∆ = r1 − r2. ����.�

! �	�������� ������ ��	������ +��,����	 �����$���/� � ����0� ������	�� 
�������� ���

w = 1/f, (fh)2 = (r − r1)(r − r2), ����1�

h′′ − hφ′2 = 0, ����2�

(f2hh′)′ = 1−Q 2
e

e2φ

h2
. ������

3�	������ �	 ���	������ ���� ����2� ��'� �����	��
� � ��'�� �#�" �	��
	�� � ����

(f2h2φ′)′ = −Q 2
e

e2φ

h2
. ����/�

! �	��
��� ����� �� ��,���� ��	������ �	�
����	 ���.� �#����� ��,����$ 
������
�������
���������� 4��������
���� �	����

Frt =
Qee

2φ

h2
. ����0�

!#���	� �� ��	������ ���.� ��	������ ���1�$ �	����

(

f2hh′

r

)′

r
−
(

f2h2φ′

r

)′

r
= 1, ����&�

��� �	��
h′

r

h
− φ′

r =
r − C

(r − r1)(r − r2)
. ���. �

5��
�	����	 4��� �#�	'���� � ����� �������� �

φ′′

rr + 2
r − C

(r − r1)(r − r2)
φ′

r = − (C − r1)(C − r2)

(r − r1)2(r − r2)2
. ���.��

�� ������		
� �	�������		
� ���	
� 
�


�	

������ 
���	�
r1 − r2 > 0. �����

%��	 ��	������ ���. � ������	�� ���

h′

r

h
− φ′

r =
r − C

(r − r1)(r − r2)
=

(r − r1) + (r − r2)− 2µ∆

2(r − r1)(r − r2)
, �����



����������� ���
������ ������
���� 
������ ��

���

µ =
2C − r1 − r2

2∆
. ����	


���� ����� �����������

ρ =
r − r1
r − r2

, ����	

������� ��������� �����	 ����� �������� ���

h2e−2φ = B2(r − r1)(r − r2)

(

r − r2
r − r1

)2µ

= B2 ρ
1−2µ∆2

(1− ρ)2
, ��� 	

���

h2 = B2∆2e2φ
ρ1−2µ

(1− ρ)2
, ���!	

��� B " ��������� ��������������� #$��%��� ����������� ����	 ����$��

f2 =
(r − r1)(r − r2)

h2
=

ρ2µ

B2e2φ
. ����	

&�������� �'����$���� ����(	 ��������� �����	 ����� �������� � ����

d2φ

dρ2
+

(1− 2µ)

ρ

dφ

dρ
+

µ2 − 1/4

ρ2
= 0. ���)	

���� ��� �� 	r1 − r2 > 0
 µ �= 0�

* ���$�� µ �= 0 ������� ��������� ���)	 ����� ���

e2φ = D2 exp

(

D1

µ
ρ2µ

)

ρµ−1/(4µ). ���+	

, ���������� ��������- ���!	 ����	 � ����)	 ��������

h2 = B2D2∆2 exp

(

D1

µ
ρ2µ

)

ρ1−µ−1/(4µ)

(1 − ρ)2
, ����(	

f2 =
ρµ+1/(4µ)

B2D2 exp
(

D1
µ ρ2µ

) , �����	

Frt =
Qe(1− ρ)2

B2∆2ρ1−2µ
. �����	

.���������� �%������- ����	����(	 � �����	 � ����	 ��� ����	 ����

2µD1B
2∆2 +Q2

e = 0. �����	


���� �'����� �'/�� ������� ���� 01 ����

e2φ = D2 exp

(

− Q2
eρ

2µ

2µ2B2∆2

)

ρµ−1/(4µ). �����	

h2 = B2D2∆2 exp

(

− Q2
eρ

2µ

2µ2B2∆2

)

ρ1−µ−1/(4µ)

(1− ρ)2
, ���� 	

f2 =
ρµ+1/(4µ)

B2D2 exp

(

− Q2
eρ

2µ

2µ2B2∆2

) , ����!	

Frt =
Qe(1− ρ)2

B2∆2ρ1−2µ
. �����	

ρ =
r − r1
r − r2

. ����)	



�� ���� �����

���� ��� �� �r1 − r2 > 0	 µ �= 0)� 
����������� ������� ��������

������	 
��� e2φ → 1 � f2 → 1 ��� ρ → 1	 ����
��

B2 = 1, D2 = exp

(

Q2
e

2µ2∆2

)

. ������

����� �������	 ���������
���� ������� ������� ���� �� �����  �!

e2φ = exp

[

(

1− ρ2µ
) Q2

e

2µ2∆2

]

ρµ−1/(4µ). ����"�

h2 = ∆2 exp

[

(

1− ρ2µ
) Q2

e

2µ2∆2

]

ρ1−µ−1/(4µ)

(1− ρ)2
, ������

f2 =
ρµ+1/(4µ)

exp

[

(1− ρ2µ)
Q2

e

2µ2∆2

] , ������

Frt =
Qe(1− ρ)2

∆2ρ1−2µ
, ����#�

ρ =
r − r1
r − r2

. ����$�

%�� ������� ����!������� 
���&�� ����������� ����'���� ����(r1	 r2	 µ	 Qe�
)����� �������� ∆ � µ 
���� ���������
����� ����� M 	 !�������* ����! Qd� +�� ,��'�

�����-�� f2 ��� r → ∞

f2 = 1−
[

Q2
e

µ∆
+∆

(

µ+
1

4µ

)]

1

r
+O

(

1

r2

)

, ����.�


�� !���

M =
Q2

e

2µ∆
+∆

(

µ

2
+

1

8µ

)

. ����/�

)
������� !��������'� ����!� ���.� !���

Qd = lim
r→∞

[

h2

(

φ′

r −
FrtA

t

e2φf2

)]

= lim
r→∞

[

h2φ′

r

]

= − Q2
e

2µ∆
+

µ∆

2
− ∆

8µ
. ����0�

1������ ��� ����* ����/	 ���0� � �!���� �

M +Qd = µ∆, ������

M −Qd =
Q2

e

µ∆
+

∆

4µ
. ������

2� ,��3 ����������* ��*!4�

µ =
M +Qd

2
√

M2 −Q2
d −Q2

e

�= 0. ���#"�

∆ ≡ r1 − r2 = 2
√

M2 −Q2
d −Q2

e > 0. ���#��

5�� ,��� r2 ��-�� ��& ���� !�*�� ����&�� 
�����	 ������&�� ����� ��   ���� ��
���
���
��� �� ��� r (r̃ = r − const) ��
�'� �� ������  ,��� ��������

6����� ���
��� ,��'� �������	 ���� ���� ��7�� µ = 1/2, r2 = 0 �r ≥ r1 = 2
√

M2 −Q2
d −Q2

e

= 2(M +Qd) = −Q2
e

Qd
> 0�	 � ������

e2φ = e−2Qd/r, ���#��

Frt =
Qe

r2
, ���##�



����������� ���
������ ������
���� 
������ ��

ds2 = −e2Qd/r

[

1− 2(M +Qd)

r

]

dt2 + e−2Qd/r





dr2

1− 2(M +Qd)
r

+ r2
(

dθ2 + sin2 θdϕ2
)



 , ������

�	
 �
�����	  �
����
� ������ ���
	� ��℄ � 	
��
�	�� �
 
�
 �����!�� "��
�!� #
��
�!�� �
����
� ������ !���	 �!�

0 =
dh2

dl
=

dh2

dr

dr

dl
= 2e−Qd/r(r +Qd)

√

1− 2(M +Qd)

r
. ����$�

% ���!�� #
��
�!��& ��'
�()!��( ���� ���� #
�! 
�	
� rg = 2(M+Qd) = −Q2
e

Qd
& ����� rthroat =

−Qd& ���! −Qd > 2(M +Qd) > 0 !�! −3Qd > 2M > −2Qd�

���� ��� ��� 	r1 − r2 > 0
 µ = 0�

* ������ µ = 0 ��+��!� �������!� ���,� !���	 �!�

φ =
(ln ρ)

2

8
+

-./0

2
ln ρ+

lnK2

2
����1�

!�!
e2φ = K2ρ

lnρ
4

+����, ������

h2 = B2K2∆2 ρ
lnρ
4

+1+����

(1 − ρ)2
, ����,�

f2 =
1

B2K2ρ
ln ρ
4

+����
������

Frt =
Qe(1 − ρ)2

B2∆2ρ
����2�

3
��	��
�4� 5	!' ����6��!� � �7��� !�! �7��� ���	

4Q2
e +B2∆2 = 0. ����7�

8	
 
 �����	& �	
 ��+��!� � ������ r1 − r2 > 0& µ = 0 
	��	�	���	�

�� ��� � (r1 = r2)

9��!
∆ = r1 − r2 = 0, ���7�

	
 �������!� �7��2� ���	
h′

r

h
− φ′

r =
r − C

(r − r1)2
�����

!�!
h2

e2φ
= D2(r − r1)

2 exp

[

2(C − r1)

(r − r1)

]

. �����

"�!	���( ����6��!( �7�7� ! ���7�& 
���!�

f2h2 = (r − r1)
2 �����

!�!

f2 =
1

D2 exp

[

2φ+ 2
(C − r1)

(r − r1)

] . ���$�

"������!� �7��7� �����	�( � 5	
� ������ 4

φ′′

rr + 2
r − C

(r − r1)2
φ′

r +
(C − r1)

2

(r − r1)4
= 0. ���1�



�� ���� �����

���� ��� �� (r1 = r2, C �= r1	

������� �	
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φ =
1

2
ln(D2
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e2φ = D2
1 exp

[

D2

(C − r1)
e−2(C−r1)/(r−r1) − (C − r1)

(r − r1)
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, ����

h2 = D2D2
1(r − r1)
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D2
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(r − r1)

]
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1 exp
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e2φ
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e
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e
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1(r − r1)
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. �� ��

��
� ��� �� (r1 = r2, C �= r1	� ������������� ������� �������

�	����� ����+ φ → 0 � f2 → 1 '	� r → ∞� '������

D2
1 = exp

[

Q2
e

2D2(C − r1)2

]

, D2 = 1. �� ��

!�,���� 
���'��������� '������ 	������ ��'
 () ����

e2φ = exp

[

Q2
e

2(C − r1)2

(

1− e−2(C−r1)/(r−r1)
)

− (C − r1)

(r − r1)

]
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M =
(C − r1)

2
+

Q2
e

2(C − r1)
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Qd = lim
r→∞
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h2φ′

r
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h2 = D2L2
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e2φ = e2M/(r−r1), �����

h2 = (r − r1)
2e2M/(r−r1), ���#�
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M = −Qd, Qe = 0. ���&�
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1
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(
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r→∞

[

h2φ′

r

]

= lim
η→π

2

{

v

[

−1

2

(

2κ+
1

2κ

)

+
Q2

e

4κv2
e2κ(π−2η)
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(
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M = −v
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2κ
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− Q2
e

4κv
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v =
√

Q2
d −M2 +Q2

e > 0, κ = − (Qd +M)

2
√

Q2
d −M2 +Q2

e

�= 0. �����
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cos2 η = cos2

[

arctan

(

r − r0
√

Q2
d −M2 +Q2

e

)]

=
Q2

d −M2 +Q2
e
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d −M2 +Q2
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e2φ = exp

[

−
(

2Q2
d + 2QdM +Q2

e

)

2 (Qd +M)
√

Q2
d −M2 +Q2

e

(

π − 2η
)

+
Q2

e

2 (Qd +M)

(

1− e−(π−2η)(Qd+M)/
√

Q2

d
−M2+Q2

e

)

]

, ���(�

h2 =
[

(r − r0)
2 +

(

Q2
d −M2 +Q2

e

)]
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(

2M2 + 2QdM −Q2
e

)

2 (Qd +M)
√

Q2
d −M2 +Q2

e

(

π − 2η
)

+
Q2

e

2 (Qd +M)

(

1− e−(π−2η)(Qd+M)/
√

Q2

d
−M2+Q2

e

)

]
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f2 = exp

[

−
(

2M2 + 2QdM −Q2
e

)

2 (Qd +M)
√

Q2
d −M2 +Q2

e

(

π − 2η
)

− Q2
e

2 (Qd +M)

(

1− e−(π−2η)(Qd+M)/
√

Q2

d
−M2+Q2

e

)

]
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Frt =
Qe

[(r − r0)2 + (Q2
d −M2 +Q2
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e−(π−2η)(Qd+M)/

√
Q2

d
−M2+Q2

e , �����
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d −M2 +Q2

e > 0, η = arctan

(

r − r0
√

Q2
d −M2 +Q2

e

)
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e2φ = exp

[

− Qd
√

Q2
d −M2

(

π − 2η
)

]
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h2 =
[

(r − r0)
2 + (Q2

d −M2 )
]

exp

[

M
√

Q2
d −M2

(

π − 2η
)

]

, ���.�

f2 = exp

[

−M
√

Q2
d −M2

(

π − 2η
)

]

, �����

Frt = 0, �����

Q2
d > M2, M +Qd �= 0, η = arctan
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√
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d −M2

)
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���� ��� ��� (r1 = r∗2 , κ = 0)
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φ = −η2

2
+

F

2
η +

1

2
lnE2. �����
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e2φ = E2eη(F−η), �����

h2 =
A2v2

cos2 η
E2eη(F−η), �����

f2 =
1

A2E2eη(F−η)
, �����

Frt =
Qe cos

2 η

A2v2
, �����

η = arctan

(

r − r0
v

)

. �����
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e2φ = E2eη(F−η), ���&�

h2 =
Q2

eE
2

cos2 η
eη(F−η), �����

f2 =
v2

Q2
eE

2eη(F−η)
, ���'�

Frt =
cos2 η

Qe
, �����

η = arctan

(

r − r0
v

)

, Qe �= 0. �����

���� ��� ��� (r1 = r∗2 , κ = 0)� 	
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!	�"�� $��"( e2φ → 1 � f2 → 1 )	� r → ∞
(

η → π
2

)

 )���$��

E2 = exp
[

−π

2

(

F − π

2

)]

, v2 = Q2
e �= 0. �����
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e2φ = e(η−
π
2 )(F−

π
2
−η), �����

h2 =
Q2

e

cos2 η
e(η−

π
2 )(F−

π
2
−η), �����

f2 =
1

e(η−
π
2 )(F−

π
2
−η)

, �����

Frt =
cos2 η

Qe
, �����

η = arctan

(

r − r0
|Qe|

)

, Qe �= 0. ���&�
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f2(r) = 1− v(π − F )

r
, �����

��	� ����� ���
�

M =
v

2
(π − F ) =

|Qe|
2

(π − F ) . �����

������	
�	 ������

��� ������ ��	�

Qd = lim
r→∞

[

h2φ′

r

]

= lim
η→π

2

[

h2 cos
2 η

v
φ′

η

]

= lim
η→π

2

[

Q2
ee
(η−π

2 )(F−
π
2
−η)

v

(

F

2
− η

)

]

�����

���

Qd =
Q2

e(F − π)

2v
= |Qe|

(F − π)

2
. ��� �
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F = π − 2M

|Qe|
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e2φ = exp

[

(

η − π

2

)

(

π

2
− 2M

|Qe|
− η

)]

, ���)�

ds2 = − dt2

e2φ
+ e2φ

[

dr2 +
(

r2 +Q2
e

) (

dθ2 + sin2θ dϕ2
)]

, �����

Frt =
cos2 η

Qe
=

Qe

r2 +Q2
e

, ����

Qd = −M, Qe �= 0, η = arctan

(

r

|Qe|

)
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r − |Qe| arctan
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r

|Qe|
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+
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2
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e2φ = eπ
2/4−η2

, �����

ds2 = − dt2

eπ2/4−η2
+ eπ

2/4−η2 [

dr2 +
(

r2 +Q2
e

)

(dθ2 + sin2θ dϕ2)
]

, �����

Frt =
Qe

r2 +Q2
e

, ��� �

Qd = M =
π

2
|Qe| �= 0, η = arctan

(

r

|Qe|

)
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