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�� ��������

�������� ������ �������� ������������ ������ ������!� ����� � "��� ������� ��#��� ��$
������ � !���� ���� ��%& '���� (�℄� *���+ ����� �� �#���, '�� ���������� ��&������� � ������+$
����� �����������+�%& ��!�'�� �& ���� ��� "��. ����% �������/� ����/ ��������.,  ����%�
����������/� ����. ��'�%� ��������'�� �� �����!� #� ����  �����'�� �. �  �������. ��&���$
 �, ��#�� 0���  � ��������� ��%��%& ����%& ��� ��.����%�� "������'�� �� ���� � �����$
��� ������%� � ������ (�℄ ���#��'���� ����'�� � �� ����%� ��#��%� ������0����,  ����%� �����
�����+#����% ����� 1������. ��2� � ������������ 3 ����� ������+ �� �����!� ��#���!� ������$
��!� 4	56 ������������ 4 ����� ���#��'��. �����&�����6 3 	5$�'�. �, ���������� ��������'��.
����� �. g � �� ����%� ��#���� ψ+, ψ− 4	5$�����7%6
 ��!�� "������%  ��� �����!� ��#��� 3
	5$���� � ϕ+ = gψ+, ϕ− = gψ−, � �%�����/��� ������0���� �����'����� � ����!����+�����

ϕ±ψ± = 1, ϕ±ψ∓ = 0. 4�6

8�! � ��������+, '�� ������� 4�6 �������'�%, '���% �����/��� ����.�%�  ������7�� �����%&
���#���%& ����#������. ����!� ������ �� ����� �  ��� ����� {ψ±, ϕ±}

1 ≡ ψ+ϕ+ + ψ−ϕ−, q1 ≡ −i(ψ+ϕ− + ψ−ϕ+), q2 ≡ ψ+ϕ− − ψ−ϕ+, q3 ≡ i(ψ+ϕ+ −ψ−ϕ−), 4	6

������������� ���+�� ������ #� ��� ���������

qkqn = −δkn + εknlql, qk1 = 1qk, 1 · 1 = 1, 4�6

!�� δkn, εknl 3 �5$������% ����� ��� � 8���$9����% 4���+ ������������ �� �������/����� ��$
�� ���6� : 7���� #� �� 4�6 ��������� � �������� ��������� 4��6 ����������%& �����7, ��  � 
'����%� ���'�� �� �������� #� ��% ��������� �����7 ����� ����7������%& ��!����; ��.����$
���+�%& '���� 4�����7� 16,  ����� ��%& '���� 4�����7% 1,q26, ���.�%& '���� 41, iq26, ����+�%&
'���� 41, ε, !�� ε ≡ ψ+ϕ−6� <����7����� �� ����%� �����7% qk ����7����/��� � !�������'�� ��
4��#�'�� ��6 �������������, ��� ��+ � �# ������0���. 4�6 ������� �& ��� ��� �  � ������$
��/��. �����% 4�5$������6 �� ������. ������%  ��������� <�!�� 	5$�'�. � � ��2� �% �� ��.
{ψ±, ϕ±}, =�����>  ����%& � ���� �������� 4	6 ���+ � ���������� ��%��� = ����+  �������%.>
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�� ������	�
���� ������ ������ �������	������� � �������� ��	��������	��� ��℄� ��� �	�� 
������ ����	!����� "� ������ �	�#�� 	����	�����$% &���� ���	��� ������ �' �
��� �	�
(��� ����� �����	��� �������%�

)��� ��!���� ��������� #���� {ψ±, ϕ±} �����	��*�� �	��#	�������+ ψ′± = Sψ±� ϕ′± =
ϕ±S−1� S ∈ SL(2, C)� �� 1′ = 1� q′

k = SqkS
−1 � � ����� "�$ �
������ �� ��	*,�����% - ��*
��

�	����,��� ������ �	��#	�������� U ≡ cosα+q3 sinα → ψ′± = Uψ± = e±iαψ± �	��������� ��� 
.���� �' �
��� �	� ��������� ���� ���	���
�������� �� �������������� �����	� � �����
"��	����$� �	� (��� ����������*+.� /' 	���	 ����	�
������� � ������	�
����� �	���	������
�� *��� 2α ���	*� �����	� q′

3 = q3% 0������� 
�� �� ����,���+ � /' �	���	�����* (�������
�	���������� #����� ����+��� �����	���%

&���*+.�� �	��#	�������� 1 	��������� �' �
���

ψ′′± ≡ σψ′ = σe±iαψ±, ϕ′′± ≡ σϕ′ = σe∓iαϕ±, "2$

��� σ ∈ R� �	������ � ���	�
�����* ������* ψ′′+ϕ′′++ψ′′−ϕ′′− �= 1 � � ��	*,���+ �	����� *��� 
����� ���! ��,���	�
�������! ����#	% 3�� *��	������ (���� ������� �	���������� 	������	���
������*�* σ � ���* α �	��#	�������� "2$ � � ����� ����������� 
����

λ ≡ σeiα, "4$

"�����	 �	��#	��������$ ��� �*����� ���	����� ξΛ "������	��� M  ��	���� �	���	������ P �
���#������ ��	����	� θ� �	���� 
�� ����� ����� ��	�����*+.� �*�������� �� �#5��* �	� 
��	������ P

f(θ) ≡
∫

Vξ

λ(ξ, θ)λ∗(ξ, θ)dVξ = 1. "�$

6����� � ��
�� �	���� P ���	�
���� ������ �������������� "���������� ��� ���������$� �
��������� ����
��� �������������+� ���+ ������
������ f · 1′′ = 1� f · q′′

k = q′
k� �%�% �����	���

������� �������� ���������� � /' 	���	 "��������$ ����	�
������� �	� ��������� ���� ��
����� *���%

&������������� ��!	���+��� ������� ���! *�����*��! ����#	% 7���� ����� ����#	� ��!	� 
��+� ���� ������� ���������� "� ������ ��	����	� θ$� ���� ����������� �
������� �������

��	
�������� ∂f/∂θ ≡ ∂θf = 0� ��� � *
���� ��	�������� "�$ � ��	�*�� &������ �*	�������
���	�	��������

∂θ(λλ
∗) + ∂Λ(λλ

∗kΛ) = 0, "8$

��� kΛ 1 ������	� M  ��	�� �����	 ���������� �' �
��� � �	���	������ P 9 (��� �����	 �� 
��� #��� ����� 	����
���� �����#���% 0������� 
�� (�� 
���� ��������
����� 	���*������ �
��	�*�� ����� �	���� ����,���� � ������� ��!�����%

�� �������	
 ����
��� �
������

0*��� � 
������ ��*
�� �����	 kΛ ������ � �	���	������ P ���	������� �	�	�.���� ����
����	��� ����� kΛ = ∂Λα� ���� �	� (��� ��	������� �� ��	�������� λ = σeiα ���: α = i

2 ln
λ∗

λ
9

����� kN = i
2

(

∂Λλ∗

λ∗
− ∂Λλ

λ

)

% 0���������� (���� ��	������ � �	����� �	��#	�������� �	������

*	������� "8$ � ���* "���� �*���	������ �� ������* Λ$

∂θλ− i

2
∂Λ∂Λλ+ iWλ+ e2α(∂θλ

∗ +
i

2
∂Λ∂Λλ

∗ − iWλ∗) = 0, ";$

��� ����� �	������� ������������� ���	����: ��#������ � ��
���� �	���������� �*�����
iλλ∗W % )��� *	������� ";$ ��	�� ��� �+#�! ���
��� ����� �� ������ �� ��� ������� ���	� 
�����! 
���� *��������	������ �������
�� �������� ���� *	������� ��� ���������� �*�����
λ(ξΛ, θ)

�� ����� ��	
�� ������ ����
���� ������� �� ���������� ��������� �������



������� �	
	���	� 
������ � �	������������� ����� �����	�� �

(

∂θ −
i

2
∂Λ∂Λ + iW

)

λ = 0. ���

����	 
����
���� ��
���
�������� ������
����� P � � ���������� ������� �
���
�� ��
��
����� ���� �������� ���������� ��������� ����� ��� ���	 �
���
����
���� ��� ����� �
���� 
����
 �! "��#
 �����#����� ���#���� �$���%������ �
��������� 
����
���� �����
��������
���#��
�� #��&�� ��
�	 ���������� ������
���������� ���#��
�
�� xk

ξΛ → xk/ε, �'(
�


 �����#�� �
�
���� ) �������� t

θ → t/τ. �'(��

*��� �$���%����� �
��������� ���� &� ) ��
�#
��� �
�+�
���� ����
�	 � ��#�

ε ≡ �

mu
, �''
�

τ ≡ ε

u
=

�

mu2
, �''��

�#� � ) ��������
� ��
�
� m ) ������
� �
��
� u ) ������
� �
�
����
� ������	 (umax → c)
� ��#��
���	 ������+���� �'(� � �''� � ��
������ ���� �� ��� � �������� ��
������� ��
�������
,�-#�����


(

i�∂t +
�
2

2m
∂k∂k − U

)

λ(x, t) = 0, �'.�

�#� ��������	�
� ���%�� U ≡ mu2W ����� ����� �����%�
�
! /���
����0�� ���%���
� �
��������� ������
����� ��������
�� ��#

∫

Vξ

λλ∗dVξ → 1

ε3

∫

V

σ2dV = 1, �'1�

���#
 ���#��� �����������
� � �������
� ��
���
 2���%�� ���������3 λ! 4 ���� ����
��� ����#������������ 
 ���� ��
�
�� ��+�� λ(x, t) = σ(x, t)eiα(x,t) ������
�� �#������0 �
�������� �������� �
 ���� α ���� ���%
0��0� � �
�������0 � σ �
� .5���� � ���#
�
����
�	�� ������������ �
�
����� ���%
��� � �
���&���� �
����� �� ���#��
� ����������
������
����
 � �������! 4 ���� ������ ������ ���%�� σ ��&�� �
���
����
�	�� 
 �������
���	�
� 2�������������	3 �
�
����� �
��� σ =

√

ρ(x, t)/ρmean� �#� ρ(x, t) ) ��
�	�
� �����
����	� ρmean = const ) ���#��� ��������	 � �������� ��������� ��6��� V ! "��#
 ������+����
�'1� ��������
�� ����� ����#������ �
���� ���#��� � ��
������ ,��#�����
 � � ����#������
�
�+�
���� ��
�#
���� �''�

∫

V

ρ(x, t)dV = ρmeanε
3 = m. �'7�

4 ����%� ���������� ���
 ���	 ��6�� ���#��
����� ���� ���%��������
���0 � �
 ��
�
��� ��6��� �
���� �� ����� �
����
�	��0 ���� � 2�����&���� 3 � ��� �
��������� ���
#� �
��������� �
 ���� 2α ���� ��
�
0�� �� � �#������ �
����� ��������� �
�� .5���� ��! ���
#���
� ��
���
 ��������� %����
��
������ ��
�	 ��
������� � #��
������� ��+���� ��
��
����� �'.�!
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��� �
	���
� � ��	�� ��
�

������ ����	���
������� ����� �	�����	� ��������� ��� ����	
	������ ������ 	������
�	������� ���� � 
���������� ����	������ �����	������� ��	��� U ≡ −q2/r 

! 	������" ����	�� ������ ��������� ����������� ��	�#� �� ��#��� ���#��$� ��������	%

�#��" �� �	����� ������� ���� ���� λ(r, t) ≡ σ(x)e−iEt
� " E = const '���� ����� 	������	�������

������ �	���#� �	������" � � ��������#( �����	 ���� ������� 	������ σ = σ(r)" ���� �	��%
����� ���� � ���	������) ���	������) ����� ���

E +
�
2

2m

1

rσ
drdr (rσ) +

q2

r
= 0. ��*�

+	��������� �� ��
��#��$� � ���	����	�#) ��������) r/a" E/E0 " �� a = �
2/(mq2)" E0 =

mq4/(2�2) 
������� �	������� ��*�" ��� ��������" 
	������ � 
�������� -��		� ��� ������� σ/r � �

�#	�.���$ ��� �	����( ���	�� E = −E0/n
2 

/ 
	��%�����	������) 
�����( ��	���������� ������ �	�����	� 
	���������� ����( ����%
����	����$ �0%���(�� ��������������( 
���	)����� � ����	��" ���
���$1�� � ����	�� �����" �
��	��$1�$ � ����������( �������( ω = E/�" 
	� ���� � ��	�������� ��.��� ����	����� 	���%
������ �	���� ���� ���
������ �� �����	����� 	����.���� ���	��� ���(��" �������� �������(
σ(r) 

/ ����� �	���� ���	���	�" ��� 2 ���$1�� ����� �����	��� �����" ���
���$1�� � ����	��
������	�� ������ ! ���( ����� ��)������ ������ �����	������( �	���#" �	�1�$1�(�� � ��%
�����( 2ω ���	� 
	��������� ��
	�������� �����	� q3 ! 30%���	������) ��� ����� ��������
��
����.��(" 
������ ������ �	�����	� 
	�������� �#�� �# ����������	����� �� ��� �����%
���	��$" � ��� ����������$ 

4����� ��.�� 
�������" ��� �	������� ���� � ��� .� 
���������� U ≡ −q2/r ��
������ ����
��������	��� 	������" �� 
������ ��������	����� ����#������ � ����������� ���.����� 5���%
��" ���� �����	�� ��(���������� ��	�1����� ���	� ��	� 
� �	����( �	����" �� ��.�� �.�����
�������� 	������ � ����(

α = kϕ− ωt, ��6�

�� k = const 2 ������ �������� �����" ϕ 2 ����������#( ��� 30%���	������) ���	�����" ω =
const 2 ����������� ������� �	���������� ��	����� ���(�� 7	� ���� ��������#( �����	
���.� ��.�� �#�� �������( �	�����" �����( � 	��������( ���	�����" ��
	���	" �����$1��
����

σ = g(ϕ, t)f(r). ��8�

7���� � ����	������ 
��� 
	����� �����	�� ���.���� 
� 
�����( �	����( �	���� �
���	%
�#( ��� 	���� π/2�" ���� 
���������� ������( ��6" �8� � �	������� ���� 
	������ � �������
�	������( ���(����������( � �����( ������

ω�− k2�2

2mr2
+

q2

r
+

�
2

2m

[

1

rf
∂r∂r(rf) +

1

gr2
∂ϕ∂ϕg

]

= 0, �����

∂tg +
k�

mr2
∂ϕg = 0. �����

/������ ���� ����� ������ 	������ 9���.���� �	������� ����� �� r2 � 
�	���� 
�����%
��� �������� � 
	���$ ����� 
	������ � 	��������$ 
�	�����#)" 
	� ���� �	�������
��� ������� g(ϕ, t) ����� ��� ∂ϕ∂ϕg + µ2g = 0" �� µ 2 ��(���������#( 
�	����	: ���%

����������" g = sin (µϕ+ γ) 9������ ��	��	����
2π
∫

0

g2dϕ = A2

2

2π
∫

0

[1− cos 2 (µϕ− γ)] dϕ =

A2

2

{

2π − 1
2µ [sin (4πµ+ 2γ) + sin 2γ]

}

= 1 �
	������� �������� ��
�����# A = 1/
√
π � �������

�	�������� �� 
�	����	 µ = n/2" n = ±1,±2, ... 
;��������# �������� ����	������ 	���

n = 1, 2, 3..., ��<�



������� �	
	���	� 
������ � �	������������� ����� �����	�� �

���� �����	�
���
 �	�
�� n �����
������� ����
���� ����
��� ������ g(ϕ, t) ������
�	
�
���

g(ϕ, t) =
1√
π
sin

[n

2
ϕ− γ(t)

]

. ����

 !���	� �������� ����
�� "�
����	 	 ���!���# �����
 ���
�
��
��� �	����# ���������
���� ���� Ω ≡ ϕ̇ = 2γ̇/n% � ���!�# ������& Ω = 2π/(kT0)& !�
 T0 = π/ω ' �
���� ������(
�!� �
��	�� �)(��
#�� ���� ����# �
���� ��	*
�� +)(�
�
�	�& ��
���	�
���& Ω = 2ω/k�
,��	�
�� ��� �!����# �������� ��
���� ����
��� ���

γ̇ = ω, k = n. ��-�

.�!�	 g(ϕ, t) = 1√
π
sin

[

n
2 (ϕ− Ωt)

]

% �����	���	 "��# ������ � ��	�
�
 �-/�� �	
� �����0
(
�


mΩnr
2
n = n�, ����

���	�	�*

 ��� �	��& ��� �	����� �	�
�� 	���	���!� �	�	�
��	 n �����
�����
� ���
�
(
�
�
 �	�
�
 �	����	 ���!���# ������ rn � �!����# �������� Ωn ����
�� "�
����	 �� "��#
�����
�

1����0
�
 ���� 2���0� ���
��� � ��	����# �����
 �	� ������	 ��	���	�� ���
�	
�������	 "�
����	& ����������		� 3���� � 
!� �
���	 ���
0�# ���
�� 	���	 �������	% �
�	�� ����	
 "�	 ������	 ������
��� �	� �
0
�
 ��	�
�� 4�
��!
�	�

5	�

& ����	� �
����� �����
����& ���� ���
�
���� "
�!�� "�
����	 �	� En = ωn�&
� �� ������� ���� ���	���� 
!� ������� pn ≡ mΩrn = n�/rn& ��!�	& � ��
��� �
0
�� ����&
��	�
�
 �-/	� ���� �	���	�� � ���
& 
 	��0	�*
� �	�
����

En − p2n
2m

+
q2

rn
= 0 = − �

2

2m

[

1

rf
∂r∂r(rf) +

n2

4r2

]

. ��+�

�	�	� ��� �
�	� �	��� ��+� ���	�	
� "
�!�� �	����	�����& �	���
�� �����*
#�� ��
��������� � ���
 ���������!� ���
��	�	& ��� "����	�
�� ��	�
�� 7����	 p2n/(mrn) =
q2/r2n� 8����	 ��
���� ���
���
 �����0
�� ��� 	���	 �������	 3��	9 �	���� ������ "�
����	

rn = an2 =
�
2n2

mq2
, ��:�

�!���	� �������� ���	*
�� �� �����


Ωn =
n�

mr2n
=

mq4

n3�3
,

������
��	� �	����	 �
��	�� �)(��
#��& ���
�
���*	� "
�!�� "�
����	 	 ��������# �����


ωn =
En

�
=

n2
�

2mr2n
=

mq4

2n2�3
.

;�	��� �	��� ��+� ���� ���� �� �	���	����	�� �	� ��	�
�
& ���
�
���*

 �	��	����
	�������� ������# ������ 	 �	���# �����
� 8�*�� �
0
�
� "��!� ��	�
�� ����
���
������

fn(r) = Ar
− 1+

√
1+n2

2
n +Br

− 1−
√

1+n2

2
n ;


��� A �= 0, B = 0& �� 	�������	 ����	
� ��� ��
���
�� ��	����!� ����	 n �	 ���

 ������#
�����
�& ��!�	 fn+1 < fn� ,����
�& ������
 ��������� �
�	
� �	�
 	�������� ����	����&
��������� � �	�# ���
�� ����	 ���
�� 3��	� �	���� ������ "�
����	 ���
�
�
 �����0
�
�
��:��

;����
�
 �
0
�
 ��

� !
��
����
���� ��	������& ��*
���
� ������� �� ��0
����	(
�#& �����
������*
# ���
�� 4�
��!
�	�
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� �����	�
��������� �
���� �
�������� ��� ������ �������� �����	��� ��
����  
�
��! ������������ �
"
� #$�������� �����%&�% � �������
� ����
�
� ωn = En/��  �����
�����
��%&�%�� ��� �
��� �
 ���	
�
� 
�"�� � ���
�
� ��
�
���% Ωn = 2ωn/n( �
��
���
� ������
)��� ����� #$������ 
����������� ������� σn ∼ (1/

√
π) sin [n/2(ϕ− Ωt)]� �
 ���� �
������

�
� *�
 �
�������+ ������ 
��,���� �
��
�
� 	���
�����
� ������������ 
��
������
�
��
��
�� σ2

n(ϕ, t) �����, �� ���	
�
� 
�"��� �
 ���� ���&�%&���� �
��
� �
���
� ���
 ����
����
� ��
��
�� �� �
�
�
� ����
 �
���� 
�"�,- .� /�
� ��
��� ������ �
���� 
��������

� �
���  
��� 	�� /�����
� ��������
 �������� �
������,� ������,� ���
�-

.
� � �
�� ����� ����
��� *�
��� �
�������+� ������ � ������
� ��,��� �
�����
����������� ��� "
��� ��
 �
���� ���� *������  �������+ �
��
	
 �
���� ������ rn 
����, m ����� �
����� ���� ������
� �
��� ��%&�� �� )� ��������,- 0
��� ���	��
�
���� ��
��
�� �
 �������
� �

������ ������������,� 
"1��� ����
���� �
��
�� ��%&��
����� /�����
��  ��)�&���� �
 
�"�� �
 ��
�
���% un = Ωnrn ∼= u1n� 	�� ����������� ��
�
�
��� *�� �)��� 
�"��+ u1 = Ω1r1 ∼= cα̃ ���� �������� �����,� �������
� 2
���������
�
34℄� α̃ ∼= 1/137, 036 6 �
��
����� �
��
� ��������,- 7���������� ����� 
����������� �
����
�
*���+� � ����
� ������ ����� ������ ������ ����
� 
�"�, ε = �/(mu) = r1- 8 ��
% 
������
��)�&���� �
 
�"�� �������� �
��� �������� �����
� �������
��
� ����,� ���&�%&����
� ����
�
� 2ωn ���� ��
 �� ���� ��)�
� 
�"�, �����,������ ���
� ���
 ��� �
�� *���&��
��+� ��� ",�
 �������
 9�  �
���� � �
���  
��� �� /�
� �� �)��� 
�"�� �	�
��� ����
��

�"�����
	
 
"��&��� ����� ����
�� ���&��� ������-

2���� ���)� ��
� ���
���� 
 ������������
��! �������� �����	��� �
 
��
���% �
�,"
�� �
��������
� /���	 U(x)� �
�
��������� �
������� � �
�
�
�� � 
���� 
� �����
���� ���������
� ������� ���
�� � �
�
�� �����%- 0�������������� ��
 /�
�� �����
��
",� �����������,� ��� ������ ���� �
)�
 ����
���
 ��
����� �� �������� ��������
�����	��� *� 
"&�� ���+ �� ������������%  ����% ����� �
�
"�
 �
��� ��� /�
 ������
 �
�����
� ������ �� �
����� �������� *�:+-

���� ������	
������ �	������� ��������

8������� � ���
�% ���"���
�� *;+ *������������
�� �������% �����	���!+ �
 ������
�� ������� ����  ������"
�- 2��� 
"&� �� ����� λ = σ(ξΛ, θ)e

iα(ξΛ,θ)� � �������
*;+ �
)�
 �,����� ������������%  ����% ����

∂θσ + ∂Λσ∂Λα+
1

2
σ∂Λ∂Λα = 0, *#<�+

∂θα+
1

2
(∂Λα) (∂Λα) +W − 1

2
∂Λ∂Λσ/σ = 0 *#<"+

*��
� ���
����� ��
 �����  ����� ����� ���� �����
���� �
 M �����
�� ������ Λ+- =�� ��
����� �������� /���������� ���
�% ���"���
��( ��� �� ������ �����,��&�� ����� ���!
�
��
���� ��)�
�� � �������� *#<+ ���� ��
% �����
���- >������� *#<�+ ���� ��
���� ��������
�,�! � �������� ������,��
�� ��� �
��
���
	
 ����
��� ��
 ���
���������� ���
)����
/�
	
 �������� �� 2σ(ξΛ, θ)?

2σ∂θσ + 2σ∂Λσ∂Λα+ σ2∂Λ∂Λα = ∂θσ
2 + ∂Λ

(

σ2∂Λα
)

= 0.

.�� ������� ��
��������
� * ��������+ /�
 �������� ������
 ���
�� ������,��
��
��
��
��� 
���������
� ����
�
� σ-

@�
 )� �������� �������� *#<"+� �
 ��� ��	
 �
��
)�, ��� �����
��-
� 
��
� ��
�
�,� ��������,� /�
	
 �������� �
	�� ",�� �������� ������
 ",���
 ����

��%&��� �� ������ �

�����( �
	�� � ������� ������ �

��
���� *#<"+ ���� �����
�������� �����
�
� ������ 3����� � �����
��� �������� �������� *#4+℄ -

� ���	
� ��
�
�,� ���� �
)�� ",�� �������� �������
 ����%&���� �
 �������% � ����
���"�,� ����
�
�( �
	�� ��
��
����% �����% W � ������� *#<"+ �
)�
 ���������� �
��� ����, W = Wext +Wint ������	
 �����
�
�������! Wext  ���������	
 ����
�
������
��! Wint- 8 /�
� ������ �������� *#<"+ ����������� �� ��� �������,� ����

∂θα+
1

2
(∂Λα) (∂Λα) +Wext = 0, *#A�+

∂Λ∂Λσ/σ = 2Wint. *#A"+



������� �	
	���	� 
������ � �	������������� ����� �����	�� ��

�������� 	
���� ��� ���	���
� ����� 
���� ����� ���	���
� ���
����������
 ����
�
���
���� �� ��
�
� !�
 "��� ��#�� ����$

 �����	
� �
�
 	��
�
�#� !��!��$
������� �����	
%�

���� ��&� α' (��
�
�� !����� ��&# �� ����&�� [θ1, θ2] ����� ����
� !�����	
	 	 ����� 	#�����
�
������� !��
&	����� ����& !����% ∂θα = dθα− (dθξΛ) (∂Λα))

α =

θ2
∫

θ1

[

dθξΛ∂Λα− 1

2
(∂Λα)(∂Λα) −Wext

]

dθ ≡
θ2
∫

θ1

L(dθξΛ, ξΛ)dθ; ��*�

!��#���+������ 	#�����
� 	 ����$
����� ��*� 
���� 	
� �������
�����+� ����,��
� ����$


-�+����� �����
������ �� ��
�
' (��
�
�� ��&# �� ������ ����&�� "����������� ���
 
����
&��� 	��
�$
����� !��
&	����� δα = 0� ��� !�
	��
� � �������
������� ����,��
% ���	���
�
�
���
�


dθ

[

∂Kα+
∂(∂Λα)

∂(dθξK)
(dθξΛ − ∂Λα)

]

+ ∂KWext = 0; ��.�

&��� ∂Kα ≡ PK / �����+M ������+� 
�!���� ����
$#� dθξK ≡ VK / �����+ �������
� −∂KW ≡ FK

/ �����+ 	��0��� �
�#' ��� 12�!���������	�� 	 �
&
����
 ��
�
$� ���	���
� ��.�� ���	
����
������ �����	
��� ���	���
�� �
���
�
 �%����'

( �	�% ������ ���������� ���	���
� ����� �!�������� &�	
�
���� ����$

 σ �� 	�������
 
�������	� ������	����# &�	
�
����% �� �����
��� 3!����$
���4Wint� �����#�� �� "��� ���	��
!�������
� �����
� ����� �#� &���� !��
&	����'

5�!�� !�����+����� ���������� ���	���
� ��6� ��� 12 �
&
����
� !���������	�� � 
�!���
&�	��
�� 		�����# ����� ���0����# ���������	 ����' ( "��� ������ ���	���
� ��6� !�
�
��%�
	
� ���	���
� 7��� 89℄

∂tσ +
�

m
∂nσ∂nα+

�

2m
σ∂n∂nα = 0, ��;��

�∂tα+
�
2

2m
(∂nα) (∂nα) + U − �

2

2m
∂n∂nσ/σ = 0, ��;��

����	��� !�
 "��� "�	
	������� ���	���
� <���
�+���' ( ��������
� ��� �����
 ����� 	����
���� <���
�+���� ���	���
� ��;�� ���	���	������� �������	����� � ����	����	�%,�� ��0��
�
!��������� �
0 
& ���	���
� ��;��) 	 !�
	������� 	#0� ����
&� �����
 7��� ��0�%��� ���
���	���
�� !�
 "��� ���	���
% ��;�� ����	����	��� ��.��� � ���	���
% ��;�� / ���	���
� ��.��'

�� ���
 �!�����
� ��	�% !��������% S ≡ �α� ����$

��� �� � �����
������ ����$
�� ����
��	
�� �� ���	���
� ��;� ����� !������	
� 	 	
�� �&��� Vm ≡ ∂mS/m�

∂tσ + Vn∂nσ +
1

2
σ∂nVn = 0, �1=��

∂tS +
1

2m
(∂nS) (∂nS) + Uext + Uint −

�
2

2m
∂n∂nσ/σ = 0. �1=��

( �
�� ������ 	#0� ������	�
 ���0�����+� ������� σ =
√

ρ(x, t)/ρmean� ���	���
� �1=��
!���� �������
� �� ����$
% σρmean !�
	��
��� � 	
�� &����� �� �����
� ����#

∂tρ+ ∂n(ρVn) = 0. �1��

>��	���
� �1=�� 	 �	�% ������ ���!������� �� �	� ����
� �!��
��%,
� 	 ��&�# ���0���� ?
�����
������ ���	���
� ���
����������
 ��� ����
	��� ����
 	 12�������
��

∂tS +
1

2m
(∂nS) (∂nS) + Uext = 0 �1��


 ���	���
�� �!���������� 	 ��������� ����� ������
 �	 ��@��� ����
$#�

∂n∂nσ −Rintσ = 0; �11�

&��� Rint ≡ (2m/�2)Uint ��� ��������� !��
&	����� ����$
�� ��+��
��%,�� ���!�������
� !��
��!�������
 ����#

√

ρ(x, t) 
 
��%,�� ��&������� ��−2� �	����	����%� ��!�
���� ���!�������
���&��� ��
	
&�# 12�!���������	�'
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������� ��������$ �� ����� ����� �  �
���$ ( ����� 
���	)���� 
�
������$* ��!
�
������ ��� ����� �������&���$ �� ����� ���� � 
�!
�������� ��� ����+

,
� '��� ������%������
�&���� �	
���� ����.�� ��$���� S ���������� ���� ��
.����
�/%�&�$�� ��������������$ !���
 ���� ��� !������� ���� !���
��� �����
������$ �
���� 
��&���� � ������$ ��&��� ���	
���#)�$ ����&���# &���.�+ ,
����������� &�� ����$
��!���#)�$ ���������.�# �	
�� ��$���� ( �	�
�����$ ����.�� ����&���$ �� ������ ��
��"�� �
�����������+ 0��� !�������� &�� '�� ������
�&���� ����
!
���.�� ���������� ��%
�����$ �����  �� �����$ 
����������$ &���.�+

1���&���$ !
��.�! '��
����� ��$���� ��!�
� ����� ��� �
�	������ ������������
���&���� ���� !���
��� �
���� ��!��&��� �� ��	�#�����$� ����&��� !
� �������� �������$
 ��$ &���.�+ 2���� !
���
���� &�� !�������
������ ��
������ ����.������ !
� α = S/�
� ����&��� !�
������ ����� ��&��$ ��� ����.�� 2��
����� � �
������� �34� ��������
�
�������� �������� 0�#����+

���� �����	 �
�������� ������ ���������	����� � ���� �� ������

5���.����� ��4� ����� 
����
���� ��
���&����� !
����������� � &���.� ��� � ����

�!
��������$ � ����� �	6���� � �������$  ��$ �
����$� �
�)�#)�$� ���
�� !
���������
��!
��������� �����
� q3+

,��� �� ����� ��
���� �
�����
�� dz '��� �����
 ��!�����  ��!
�������� ��
��� &���.�
V = V q3+ ����� �� �
���.� �
������ ������ �	6��� ε/2 ��&��� !
��������)�� ������� ��
�
���������� q3 �����
�� �
����� ��!
���
� q1� �!������ �������# ����# �.�����
�&���#
!�
����  '�������� �����

dl2 = dz2 + (ε/2)2d(2α)2 = dz2 + ε2dα2; ��7�

���� �&����� &�� ���� !���
��� �
���� � �/%!
��
����� ��� ��������� ���� ��
.���� �/%
�&�$��� � 
���� .�����
�&���$ !�
��� 
���� ε/2+ 8� �����"���� ��7� ������ ��
���� ����%
����� ���� ��
.���� �!���������� ���� !���
����

dα = ±1

ε

√

dl2 − dz2, ��9�

� ��� &������ &�� �� 
����� ε/2 ��
��� �������� �����
� �
���� (  �
����
��� ��
���
���
�!
�.�� ( ���������� ��������� u = c� �� ��� ε = �/(mc)� �� dl = cdt: � ��# �&�
���
dz = V dt� !��������� '�� ��
�����$ � ��
���� ��9� !
��	
����� �� � ����

dα = ±mc2dt

�

√

1− V 2

c2
, ��3�

����� ± ����#� !
���$ ��� ����$ ���� !�
���+ ;���&��� ���� �� �����.� !�������$ ,������
�� ��
���� [t1, t2] �!
�������� �����
�
������� 
������� ��3�+ ;����$ � ������ ���� �!
���%
�����$ �����
��

α� = −mc2
t2
∫

t1

dt

√

1− V 2

c2
≡ −mc

t2
∫

t1

ds ≡ S ��<�

����� ��&��# ��
�� ����.������ ��$���� ��	����$ 
����������$ &���.� ���� 
��������%
��$ &���.�  ����	������ ��������&����� !�
����
����+

=�� &���.� ����&���� V << c� �� �� ��
���� ��3� ������ !
�	�������� ��
������ ���
�����
��.���� ��$����

dS ∼= �dα = −mc2dt+
mV 2

2
dt. ��4�

>�	������� � ��&������ ��������� mV 2/2  ������$ V dt = dz � !
���������� !����$ !
���%
�����$ ���� dα = ωdt+kndxn ��� ����	���� !�
����
�� kn ∼ const� ωn ∼ const ���
�.��������
&���� !
������ �����"���� ��4� � ����



������� �	
	���	� 
������ � �	������������� ����� �����	�� ��

dS = ω�dt+ kz�dz = −
(

mc2 +
mV 2

2

)

dt+mV dz ≡ −Edt+ pzdz. ����

�� �	
����� ���� �	
�� ������ ��
������� � ��
����� ���������� ��� ��	��� �
������

∂S

∂t
= −E = − |ω| � ���
�

�  � !��"�
�

∂S

∂z
= pz = kz� ���

∂S

∂xn

= pn = kn�. ���#�

$���
��� ��	 ��
 ����& �
�
  	�
��� '()��*�� �
����� ��" α ∼ (pnxn − Et)/�& �� ��"
�
����
 � 	
�� 
�	��
 �*  ���� �#�
�
� ���*���
 � ����� � +	�*�� � ������* ���������

λ(xn, t) ∼ σ exp[i(pnxn − Et)/�]. ����

$���� !���	����"& ��� ���������� ���& ���& ������� 	
� �
� ��	�������� !	�!���,)
���& � �
��� ����
 �������� ������� -�!�	
�"��* ��	����	�. �()�
�����& ����	
�& � ����
��	�"& ��" ������� ���"��/  
� 
������/ �	#��
��*0

$���� !	������" �����1� 	���"�
�� 
�
���
 -�!�	
�"��* ��	����	�.0
�0 2��������� !	�!���,�� � �
���*  ���� 3 � ����
 ��
�"��* ���	���� �	
1��� �	�)

�� �
 !��	
����� 	
���� 3 
��� 
������ !	������ � �
�	
�,�
�� ���#����* 	����)
�������* �
�����4 !	� ��� !����	,�
���& ��� �
�
  	�
��� ��" ������� �*�����&
�� 	��
� � ������
/ !��������* 5�
��
 α = S/�0

'0 5	� ��� �
�
  	�
��� !	�!�	����
�"�
 �
�, ������ !	���	
�������)�	 ����� ��)
�	�
�
 �
�����& ����	�*& � ����� �	��� �() �	
& !	���
���� ��#�* ����� ���� ��	�,)
�����& �!����
 �* -!�!	��� . ����	� �	�
�� �
 !��	
����� 	
���� �
����� � 
��#������* ����  �����
0

�0 6�� ���#����* !����1*�� �
����� dα = ωdt& ����
 �� ���������� ��7� ����� ω� = mc2&
�� ��" ��#�����
� ��	��� �
����� ��
���
��� ����
���* � �
�����*  	�
���  '()
��*��& ��� � ��#������ �	
1�� �()�
����� ����	� �
�� �#	
�� ���,�� #��"
�!		���� 4 ��� �
����
 ���,���& �� ω� = m2

√

1− V 2/c20

�0 8������  	�
��� λ(xn, t) ��� ���#����* �	�����������* �
����� 
��� 
������ ��
��)
�
��� ������* ��������� ����� � +	�*��0

���� �����	�
	 ��	�
�	�������
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���� ��'�& ������� ��� ��
��	
 λ& �������& !	���
���� ��#�* !	���*��* �
	�
��
������� ��
#��"�����0 :��
�� ����	� ��
�� �������� �!���	
 � ���& � �
�������& ���� �
����" � �
� �����
��	 + �!�1�� ψ′′ = λψ& ϕ′′ = λ∗ϕ4 ψ, ϕ = const& � ����	
� �;� � �#1 
���& �� �����
����� �
!����
��� �
� ���� !	������ �#�
��" �!	����� ������� λ(ξn, θ)
�	
�� #��� ����
�"�� �()!	���	
����� �

f(θ) ≡
∫

V

ϕ′′ψ′′dV = 1. ��'�

$!���	��� !	�	��� ����	�� ��
��  �,�� ����"& ��� 	
�� ��	�" #�� ���,��* ����
*&
����
 � �()!	���	
���� �
�
�� ����	�� !�� Ak(xn, t)& �����1 �
 ���,�� '()��*��

kn = ∂nα+An. ����

5	� ��� ���
�"��� �() �	��� ����� !	���
���" ��	 ���* 
��#	� <�����	�


δkn ≡ 1

2
(pkpn + pnpk); ����

���" ��� ���#���
 ��!��"���
��  
�	��� 5
��� �#1�� ���
 pk ≡ iqk0 $ ���� ���������*
���& ��� ������ ��� ������ ����	
�
 ��'� !	��#	�
� ���
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∂θ(ϕλ ∗ λψ) + 1

2
(pmpn + pnpm)∂m[ϕλ ∗ λψ(∂nα+An)] = 0. ����

����	
	���
����	� ����
������� �������� �
���	��	 ���� �
������� � �
�	

(λ∗ϕ)×
[(

∂θ −
i

2
∂k∂k +

1

2
∂kAk +Ak∂k +

i

2
AkAk +

i

2
εkmjpj∂mAk + iW

)

(λψ)

]

+

+

[(

∂θ +
i

2
∂k∂k +

1

2
∂kAk +Ak∂k −

i

2
AkAk +

i

2
εmkjpj∂mAk − iW

)

(λ∗ϕ)

]

× (λψ) = 0,

��	 �����	� � ����	� �����	�	 i(λ∗ϕ)×
(

1
2AkAk +W

)

×(λψ) !��	��		 �
���	��	 
������	���
�� �
���	��	 ��� �	��
�"����
�

[

i∂θ −
1

2
(−i∂k +Ak)(−i∂k +Ak)−

1

2
pkBk −W

]

ψ′′ = 0, ��#�

��	 Bk ≡ εkmn∂mAn� � ����	���"��
�$	��	 �
���	��	 ��� %
����"��
�$	��� ��	��
�"
����
� !
� �	
	��	 � ���	�����	���� �	
	�	���� � ��&��	���� ��
	����� ���'	���
��(� ��� ��	 �����	 ������)���� ��#� ��������� �
���	��	� *
	����	
�"!����

[

i�∂t −
1

2m
(−i�∂k +

q

c
Ãk)(−i�∂k +

q

c
Ãk)−

q�

2mc
pkB̃k − U

]

Ψ = 0, ��+�

��	 q , %�	��
��	���� &�
�� �������� Ãk ≡ mc2

q
Ak� B̃k ≡ mc2

q
Bk , ��	����� � ���
�$	����)

�������� ���� U ≡ mc2W , �	��
�� �����
��� ��	����� -���� �
�&�� �
���	��	 !�����
���$	 ��� � �
���	��	 *
	����	
�� ��
� �������� �& ���� ���	�����	���� ��
�$	���. �
�
��������� ��	'�	� �	��
�� ��� � ����	��� ��&��	���� %������	��� ���	�����	���
������ ������)���� ������������ ���	�
 /��� &��	���)� �� ��� %���
��	��� �����	��
!���� q�

2mc
pkB̃k ���$�� ��� ���	�	� �	
	���	��� �& �
	���$	���  �&����	������ %�	�"

�
��	��� &�
��� � ���
��
����
� ����	
����� �
��
������� �
	������	��� �	����	�"

����� �	�
��	���� �	�&
� 0�℄ 
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"
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�&���
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�����)�� �87"����
��� -	� �	
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���� �
	�������	� ��� ��3�) �	 &����	��	� � ��') �
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�	 ��	�	���� ������ ������) � 
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���	��� 
/
	�� �
�
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