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���� �������� �������� �������� ��� �� �������� � ���� ������  �����!�"!���� �����#
��� ���$��% � &�������&� &�& ���&� ���"��� 	 ������ ������� '�(� �������� ���&*�� �&�#
��� v(t)  ����(�"!�� �������� ����(� ���$�� �$��&� ������*��(+�� ������� s′ � �����*�
�,������- ���!���� aαβ(t) &�& ���&*�� �,������- ������� t. � ��� ����� �������� � �$
�,�������� ����&�������&�. � ���+ �,������� ��&����� W(t) � �,�������� �-(��� �&���+
Ω(t)� /�� ������  ����(���� �,�������� ����&�������&  ����(+�� ������� ���$��   ��#
�������  ��������� �������� v(t) � aαβ(t) ����$�  ���� ������� &�������&�� 0-�� ,������
������ &�������&� ����� � ���������  �������� ���,(�� ,!�-  ��,�������� � -��  �
���� ������*��(+��� ������ ���$�� ���"!�� ������� �,������� ��&����� � �,�������" �-#
(��" �&���+� 1� 2�-  ����(���� ���� ������ �(+ ����� ������ � ����&�� 3�� ���������
��&�� ,���� �$��&�� ������� ���$�� � ����&���� ����&�������&��� ,���� ,(����+ ��#
��&���� ���������. � �� ����(�. �� � ���� ��&�� �������� ���$�� ��&�� ����&� ,����
����&��� �� �� �(� ��� ,���� �� (���+�� ,,!$����  ���*� ������(+���� 4� 4� 5-��#
�� 6�.  � ��. �� �	7. �8	℄� '�(� �� �,������� ��&����� � �,�������� �-(��� �&���+ �$��&��
������ ���$�� ����� ��(". � ��&�� ������� ���$�� ��(�"��� ����*��(+���� � ,,!$����
 ���*� ������(+����  ������� �  ���*� ������(+���� 4� /��:������

;,���� ��:���� ,����� ������ &�������&� � &(�������&� ����&� ��&("������ �  ���#
����(+�� ��:���� ��������� �(� �����*� �,������- ���!���� �  ������&�  (�����-
��:���� � ���������  ����(�"!�� �,������� ��&����� ������ ��(��. �����������. ����#
(� ���	<% � ���7%%� 3 ��(��������&� �(���� ��&�  ��� & ,����� ������ �� ����(��.  �&(+&�
� ��  �������� � �������� ��(���� �,�������  ��*����� 0���� � ������*��(+�� �������
���$�� ���-�"!����  ��� ���(+�� =���� ���. �,�������  ��*������ 0����  �� ��(�������#
�&�� �&�����  ����,���+ ��(+���
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daαβ

dt
= ω′ν . ���-��

(�&���� � �8��� ������
��� ����	
������� ��
��!� ������
� aαβ � ����" ��&� 	�	
��� 
�3' �����
�����
�!��� <����� �	�� ����	
�� ���
�� ω

′ ��� ����!�� �������� 
� 	�	
��� 
�3' ��������!� 
��)��' ��������" �8��� ���
��	�� �����
	� �����" ��		
��������� ����� ������
� �� ����	
��"
������" 	����	
�� >�� ������� ������� ?��&� @+� ��� �� 	� ��:� �� ���-℄ ������ ����� 	����
	� �
����	����2 ������ �	
���� ������� ��������� 
��� �����
��

C	�� ���	
���
) ����&��������� �%�+� � ��
����� �0��� ���� Ω = ΩT �� 
� �����
	� ��
�����

����� �� ���� �0���� �� 	 ������ 	�&	
������ �	�������� � ����" ������" 	����	
)2 �������

W ′α = aαβW β , ���--�

Ω′α = aαβΩβ
T + ω′α . ���-��

D&1�� ������� 	����	
) 	�	
��� �
	3
� s′ 	��������
	� �� 	�&	
�����" ���!�		�� <���	� 	�	
� 
�� s� ��
���� 	���
	
���
 	�	
��� s′ � ���1���� 	�	
��� s′ �
��	�
��)�� s� /��	
����� � �8�-� �
�8��� 	��
������� �0���� � �0��-� ������ �����
��)�� '����
���	
��� 	�	
��� s′

W ′α = aαβ

[

1
√
1− v2

v̇β +
1−

√
1− v2

v2(1− v2)
(vv̇)vβ

]

, ���-��



�� ���� ������

Ω′α = aαβ
1−

√
1− v2

v2
√
1− v2

e βµνvµv̇ν + ω′α. ������

� 	
������	�� ��	� ������ �������� ���� ��

W ′α = aαβ v̇β , ������

Ω′α = ω′α. ������

������ �  �! �������� � ��"��� �#��� ��$�� ��%�& �������
&�� aαβ ����
&�� �� '����(��
)������* � ��
������	�� �
����* �+�� ��
�� ��,�������� '��-��� .����� �����
� �#���
�� ��
����� ��������� �� �#�/��

�� ��������	�
���� ��
������ ��� ���
���� �
�
�� �������������� �����
����

0����� ��"! �������� �#�/�  ��"! �������� �#��� �������
&�� ���������! ��"! 	��'�����
v  ��"! �(
�� ������-* � '���1&� 	�����! ����"��� aαβ ��
����� '�
��� * �
�������
&��*
��'��	��� ��%���� 2��$�� ��� �(� �	��& �,���� ������ �� �
����1�� �,������
&�����

3 � 	
������	��*  � ��
������	�� �
����! '� ��%�� ����� 	�����	 ������ ��	�+
����� ����������	�� �����,����* ��	
����1���� � ���* ��� !���	�����	 �����-�
&��� �+
����� ����"�� ������ �� ����-� '�������� 4�� �,������
&����* !���  ��
����� ������������*
���	�
&	� ���������� ����������	�� ��'�& �������� �
� ��,�������(� ��	�����  �(
����
�	������ 2�	�$��* ��� �'�
&��� ��	�� '��������	� ��$�� ��,�&�� ��(�* ��� �������� �
�
�,������ ����� 	�����	 ,���� ��'���� � ���,��� ��	������ ���� 2��
�  ��(� ,���� ���� 
'�����	 �" ��%����

����"� ����� ��	���

v′
β
= aβαvα. �����

5����	� ����
 ���	- v
′(t) ��	
������� � ���* ���  �� ��
��� �������� �	�����& ����
�

����"�� ������ s + v(t)* ����$����� � ������ 	������� s′� 3� ���� �
�����* ���

vα = aβαv′
β
. �����

)����� ��
������ ����(���
&���� ����-� '�������

v2 = v′ 2. �����

6������-��� ����� '�
���* ���

vv̇ = v
′
v̇′. ���/�

2������� ��'��& �����* ����� �����
� � �#�/�� 2�  ��� ���"� �7���* � ��	$� ���/�� 3����

W ′α = aαβ

[

1
√
1− v′2

d(aµβv′µ)

dt
+

1−
√
1− v′2

v′2(1− v′2)
(v′

v̇′) aµβv′µ

]

=

= aαβ ·
aµβ v̇′µ + ȧµβv′µ

√

1− v′2
+

1−
√

1− v′2

v′2(1 − v′2)
(v′

v̇
′)v′α.

8���� '������� �  �� ��������� �������� �7����� .�(�� '�
���* ���

W ′α =
v̇′α + eαλµω′λv′

µ

√

1− v′2
+

1−
√

1− v′2

v′2(1 − v′2)
(v′

v̇
′)v′

α
.

� ��	������ �����  �� �������� ��(
��� � ���

W
′ =

v̇
′ + ω

′ × v
′

√

1− v′2
+

1−
√

1− v′2

v′2(1− v′2)
(v′

v̇
′)v′. �����
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 � �������� ����� ����	�� � ��������� ��� �� ����������� ���������  ���	��
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Ω′α = aαβ
1−

√
1− v2

v2
√
1− v2

eβµνvµv̇ν + ω′α = aαβ
1−

√

1− v′2

v′2
√

1− v′2
eβµνaηµv′

η d

dt
(aλνv′

λ
)+

+ω′α = aαβ
1−

√

1− v′2

v′2
√

1− v′2
eβµνaηµv′

η
(aλν v̇′λ − eλθτω′θaτνv′λ) + ω′α =

=
1−

√

1− v′2

v′2
√

1− v′2
(eνβµaαβaηµ)v′η(aλν v̇′λ − eλθτω′θaτνv′λ) + ω′α.

# ����" ���$�� ���������� �������� �%�&�� '���	��

Ω′α =
1−

√

1− v′2

v′2
√

1− v′2
eβαηaβνv′η(aλν v̇′λ − eλθτω′θaτνv′λ) + ω′α =

=
1−

√

1− v′2

v′2
√

1− v′2

[

eβαη(aβνaλν)v′η v̇′λ − eβαηv′ηeλθτω′θ(aβνaτν)v′λ
]

+ ω′α =

=
1−

√

1− v′2

v′2
√

1− v′2

[

eβαηv′η v̇′β − eβαηv′ηeλθβω′θv′λ
]

+ ω′α =

=
1−

√

1− v′2

v′2
√

1− v′2
eαηβv′η

(

v̇′β + eβθλω′θv′λ
)

+ ω′α

��� � �������" ����

Ω
′ =

1−
√

1− v′2

v′2
√

1− v′2
v
′ × (v̇′ + ω

′ × v
′) + ω

′. �)�*�

+������� �)�*� �������� �,��� ������������ ω
′� '���	��

ω
′ =

√

1− v′2 Ω
′ +

1−
√

1− v′2

v′2
(Ω′

v
′)v′ −

1−
√

1− v′2

v′2
v
′ × v̇

′. �)�-�

'�������� ����� �)�-� � �)���� .�� ������� � ��������" ������

W
′ = v̇

′ +
(v′

v̇
′)v′

1− v′2
+Ω

′ × v
′. �)�%�

+�����/ 0�� �������� �� v
′ ����	�� ������
 	��

v
′
v̇
′ = (1− v′

2
)W′

v
′. �)���

'������1� ��"	�� �$����� ����������� �)��� � �)�%�� '���	�� � ����� ������ �� ���� ��������

v̇
′ =

dv′

dt
= W

′ − (W′
v
′)v′ −Ω

′ × v
′. �)�23�

4����� �������� /��/���/ ������!� ��������� ������� ��/ ������������ ������ v
′� '�����6

��� � �)�-� �������� �)�23� ����	�� ����� ������� ��������

ω
′ = Ω

′ −
1−

√

1− v′2

v′2
v
′ ×W

′. �)�22�
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 ���
 	�� �� �������� �������� � �������� �����
.�� ���	������� ������� �����!�
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�	��� ����� ��'	���%# ���') aαβ = δαβ � +�� 	 ������ ')��# ��������� ��	 ��	���		 ��	���,	*
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�����	�� �� ��	� �� 
&�2� 	 
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v̇
′ =

dv′

dt
= W

′ −Ω
′ × v

′, 
&�&�

ω
′ = Ω

′. 
&���
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&�&�# 
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c → ∞ � 4 "��� ����� �'��	���% ����������	��% � 
&�2�# 
&�� � ��-��� ��.�������	 ��������
������ 6���� "��$� 
&�&�# 
&��� %��%���% ��.��	�	�)�	 ���$ �� ���$� �������	%�	 � ���	�	� ��
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&�2� �����$� ���%���� !���������� "��$� �����	% � 
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�')���� �	�� * ����. ��'��������� ����% T # �� ��% 	. �������	% 
1�&�# $�� ������� �����������
r = 0 � ��-��� 
&���

t
∫

0

dt
√

1− v′2(t)
= T 
���

����% t ��� ����,	� T 	 ��������%% �- � v
′(t) 	 aαβ(t)�

�� ������� ����
�
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� ������� ���
���
 ����������� �����

5�% ����	���� �������	 �)��	.������) �������	� ��������	� � �������� ��	���� �	���*
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′
Ω
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v
′ =

W
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′

Ω′ 2
= ���� 
���

'���� %��%���% �����	�� �����$� �������	% �'������ .����	 �	�����	�	 
&�2�� :�����

v′ 2 =
W ′ 2

Ω′ 2
. 
��&�
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′ ×W

′ ���
���� ����� �������� �����

v
′ ×W

′ =
W ′ 2

Ω′ 2
Ω

′ = v′ 2Ω′. �����

 ���� �������!�� ����� �� ����� �������� �"���� ��!�
��	 
��

ω
′ =

√

1− v′2 Ω
′ = ����. �����

#��� �$���� ����� �������� �"��%� � ��!����� ����� !�$& 
������	 �� ��� ����� ������������'
��� ����$���� � ����!&��( ����������� ������� v(t) ��
�!� ���
)�� � !��������( ������� ��
������ � �"�"�� *�(������!&��	 � ���� �!�
�� ����+� aβα ����� �������& �� ������ ��!� �������
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ψ(T ) =

∫

√

1− v′2 Ω′dt =
√

1− v′2 Ω′t+ ψ0 =

=
√

1− v′2 Ω′ ·
√

1− v′2 T + ψ0 = (1 − v′2)Ω′ T + ψ0 . �����

0 ����( ������ ���� ���! ������� � !��������( ������� ����

ψ(T ) = ΩT + ψ0 ,

��� Ω ���& ��!���� ������& ��-���� ������ 0������� ��� ������$���� � ����� �
������	 
��

Ω′ =
Ω

1− v2
. ���1�
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W ′ = vΩ′ =
vΩ

1− v2
. ���2�
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