
������������	 ��
��  ������
�������
 ������
����� ����	 ���� �

��� ������� ����	

���� ������	
 � ���� ����	 �

������ ���	
����� ��������� ������������ �������
� ������ ���������� � ��������
���� ������������ ������

� ������ ����	���
������ ����������������� ����
� ����
���

 � ��	
�
	������ 
���
����� ������

��������� ���� � �
�
����� �������
�� ����

 ������
� ������	�� �
�� Gijφ,iφ,j 
 ������������ �����

������� ������ ������ �������
���  ������
! ��
��������  �������
�	 ��
���
� ������� ������� �

��	�" ����	���
���	�� 	����
 	� 
��������	 	���� �
�����
 ��� ��������
� ����
�
���
" ��$��
�!

��
������
" ����
���
 �
		���
���� ������� ����� &���������� ������� ���� 
	��� ������
��!

����������� ��� ��
	����
���
� ������
 � ���	���
�� ������������ ���
�'� (
����� � ����������

���
��������� �
�
�����

�������� ��	�
) �������
��  ������
! ��	
�
	������ 
���
����� �����! ������ ����! �������

�����

���) *+�,*�-. /013 456738594! *+�:*�;< =5<8>?< 3@?5A8?4 5B CA1D83E

��������


��������� ����������� ���� ����� �������������� ��������  �� !�� ������ "#�$
�%��!�� ��&��'�"! ����������"! �� &� ���������%( )��� � �����&��� )�����������$
������ *��������� � +��� ��)������� ��!� �������"! ������!� )��#� ������ ��$
������� � )���� �&"#�% ��&��#�% ����������% ������� ���� ���$��&���%( ����� ,��$
�������� �����% ��!� ���,�#�����% )����'�� � �������,���

-���%� )��(�� � )�������! ��������������%( ����� ,��������� )������� !� ������
"#��%��!�� ����������"! �� &� �'�" )���&����%�� ������#���( ���#�� ���������%(
)��� � �����&��� )�����������$������ .����� ���� ���� ���$��&���� ���� ����,� ��$
�� �%�� )������� � /0$( ,���( )�����,� ������ � ����� 1������� 2�℄� 1������� )�������
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S =

∫

dx4√−g

{

R

8π
− [εgµν + ηGµν ]φ

,µφ,ν

}

, �����

��� gµν � ���	
�� �	���	��������	����
� g = det(gµν)� R � �����	��� �	
�
���� Gµν � �����	
 �!����� φ � ��"��������� #���������� �����	��� ����� 
 η � ��	����	 ���
�
������ �
���
�
����� ����
 � 	����	������ ����	��� ��
�$� %�	����	 ε �	
�
���� ������
� ±1� & ��'���
ε = 1 �$ 
���� �����
������ �����	��� ���� � ����(
������ �
���
����� )��	�
�� � � ��'���
ε = −1 � ��������� �����	��� ���� � ��	
�������� �
���
����� )��	�
��

&�	�
	'� �����
� ����� �� ���	
�� gµν 
 �����	���' ���� φ� �$ ���'�
� ����'�"
� '	���
���
� +,� -℄/

Gµν = 8π
[

εTµν + ηΘµν

]

, ����0�

[εgµν + ηGµν ]∇µ∇νφ = 0, ����1�

���

Tµν = ∇µφ∇νφ− 1
2gµν(∇φ)2, ���,�

Θµν = − 1
2∇µφ∇νφR+ 2∇αφ∇(µφR

α
ν)

+∇αφ∇βφRµανβ +∇µ∇αφ∇ν∇αφ

−∇µ∇νφ�φ− 1
2 (∇φ)2Gµν ���-�

+gµν
[

− 1
2∇

α∇βφ∇α∇βφ+ 1
2 (�φ)2 −∇αφ∇βφRαβ

]

.

&�������
� ��(������ ∇µGµν = 0� '	�����
� ����0� �	
���
� � �
���	���
������' �������
�

∇µ
[

εT (φ)
µν + ηΘµν

]

= 0. ���2�

%��������� �$	�(��
� ���,� 
 ���-� � ���2�� �����	��������� �	���	�� ��(�� '#��
����� ���
�
���	���
������ �������
� ���2� )��
�������� '	�����
� ����1�� 3	'�
�
 ������
 )�� ���������
��� '	�����
� ����1� �������� �
���	���
����$� �������
�� �
����$ ����0��

�� ����	����	� ����	����	 �	�����	��� �����	�

4'��� 
����� ����
����
� ���	
����
 �
����	
��$� 	�!��
� '	�����
 ������ & �	�������
(��

 ���	
����� �
����	

 �����	��� ���� �������� �'���
� 	��
����� ���	�
���$ r� ����
φ = φ(r)� 
 ���	
�� �	���	��������	����
 ��(�� #$�� �$#	��� � ����'�"�� �
��/

ds2 = −f(r)dt2 + g(r)dr2 + ρ2(r)dΩ2, �����

��� dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2� 5����
�� ��� �	�
���� � �$#�	� 	��
����� ���	�
���$ r ���������
������
������ ���
��
	����� ��	�' ���� 
� ���	
����
6 �'���
 f(r)� g(r) 
�
 ρ(r)� ������
�� ������ )���� �$ )���� ������ �� #'���� 7���	�� 
������'� �$#	���$ ����� ��� �����	����
���� 
 ���	
�
� �$ ��(�� �	������
�� '	�����
� ���� ����� � ����'�"�� �
��/

√
fg

g
ψ

[

ερ2 + η

(

ρρ′f ′

fg
+

ρ′2

g
− 1

)]

= C0, ����0�

ρρ′
f ′

f
=

g(g − ρ′2)− 4πηψ2(g − 3ρ′2) + 4περ2ψ2g

g − 12πηψ2
, ����1�

ρρ′

2

(

f ′

f
− g′

g

)

=
g(g − ρ′2 − ρρ′′) + 4πηψ2(2ρ′2 + ρρ′′) + 4πηρρ′(ψ2)′

g − 12πηψ2
, �����

��� C0 � ��������� 
����	
	����
�� 
 ψ ≡ ϕ′� 5����
�� ��� '	�����
� ����0� �	���������� ��#�
��	�$ 
����	�� '	�����
� ��
(��
� �����	���� ���� ����1��

�� ���� �����	 
� �������	
 ��	
� 	����� G = c = 1 � �	�����	 ���	�	�	��� �	����� �������� � �	�����

������ Rα
βγδ = Γα

βδ,γ − ... � Rµν = Rα
µαν �
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 ������� ��℄� �� �	��� ������ ������������ �����
 ������� 	������ �����
� ������ ��	����  ���!�


C0 = 0. ���"�

# $��� ��	��� 	������ ����%�  ������� � ����	&'��	 ��������&(

ρρ′
f ′

f
= g − ρ′2 − ερ2g

η
, ���)�

*��&�� ����	�� ����+��� ��
 �	�-�� f(r)(

f(r) =
C1

ρ
exp

(

−
∫

(ερ2 − η)g

ηρρ′
dr

)

, ���.�

!�� C1 / ������� ���!�������
� 01 ����	�� ����2� � 	����� ��������
 ���)� ��+� ����3
1��� ψ2(

ψ2(r) =
ερ2g

8πη(ερ2 − η)
. ���4�

5���
��
 �����1�� ��������
 ��
 ������� ���6�� ����� ����	&'�� ���(

R =
2

ρ2
− 2ρ′f ′

ρgf
+

2ρ′g′

ρg2
− 2ρ′2

ρ2g
− 4ρ′′

ρg
+

f ′2

2gf2
− f ′′

gf
+

g′f ′

2g2f
. ���7�

0� ���1	
 ��������� ���)�� ��+� ����&���� �	�-�& f(r) �1 ����+��
 ��
 R� # ��1	������
��  ��	���

R =
2(ερ2 + η)

ηρ2
− 3ρ′

2ρg

(

ρ′

ρ
− g′

g

)

− 3ρ′′

ρg
− g

2ρ2ρ′2
− εg(ερ2 − 2η)

2η2ρ′2
+

g′(ερ2 − η)

2ηρρ′g
− ρ′′(ερ2 − η)

ηρρ′2
�����

8���	�� ���.�� ���4� � ����� ����+�&� �	�-�� f(r)� ψ(r) � R(r) ����1 �	�-�& g(r)� 9����3
�� ��
 g(r) ��+�  ��	���� ����&��
 f(r) � ψ(r) �1 	�����
 ����� �  ���'�& ���������
���)� � ���4�(

ρρ′(ερ2 − 2η)
g′

g
−
(

1
ηρ

4 − 3ερ2 + 2η
)

g + ρ′2
(

3ερ2 + 2η
)

− 2ρρ′′(ερ2 − 2η)− 4ρ4ρ′2

ερ2 − η
= 0. ���;�

������ $��!� 	�����
 ��+�� ���� ����� � ������������ ����� ��
  ���1������ �	�-��
ρ(r)� # 1���������� �� 1���  ���1�����
 εη ������ ����� ����	&'�� ���(

�� εη > 0�

g(r) =
ρ′2(ρ2 − 2l2η)

2

(ρ2 − l2η)
2F (r)

, ���6<�

F (r) = 3− 8m

ρ
− ρ2

3l2η
+

lη
ρ
arctanh

ρ

lη
, ���66�

�� εη < 0�

g(r) =
ρ′2(ρ2 + 2l2η)

2

(ρ2 + l2η)
2F (r)

, ���6��

F (r) = 3− 8m

ρ
+

ρ2

3l2η
+

lη
ρ
arctan

ρ

lη
, ���6"�

=���� m / ������� ���!�������
� � lη = |εη|1/2 / >��������� ������� ����������
����������� ��
1��

��
 1����� �	�-�� ρ(r) ����	�� ���6<�3���6"� ������ � ���.� � ���4� ��&� ������ 1�����
 �  �������& �	�-�� g(r)� f(r) � ψ(r)� ?�+� �� ���������� ��� � �-�����>  ������ ��

ρ(r)�



������ ���	
����� ���������� ������������ ������� � ������ ���������� � ��������
���� ������������ ������ ��

�� �������	
� ������� ρ(r) = r

��� ���	 	
����	 ����� ��	���	� � ���	�� ��������	� �		�����
� r �	��	���
 �	�	���
����	
��������	��
� �	��� 	��	� �� ��
������� ��������  ������ �����!"�� ���	�#

ρ(r) = r. $��%&

'��	� ���	� �		
��
�
���
 �		�����
�� �������� 
�� 
	 r > 0 ��
� ������ �������� �����
r = const�

(	��
����� ρ(r) = r � �	����� $��)&� $��*&� $��%+&,$��%�& � ������� ��
�-��� � �	����� $��)&�
�� �	���� ���	��� ������� ��� g(r)� f(r) � ψ(r)� .������ ������� � ����� ρ(r) = r ����
�	����� � ���	
� �������� 01℄� 3�4� �� ���
�	 	������ 5
� ������� 	
�����	 � �������	�
�
	
 ����� ��	��������� εη�

�� εη > 0� . 5
	� ����� ������� ����
 ���

f(r) = C1F (r), $���&

g(r) =
(r2 − 2l2η)

2

(r2 − l2η)
2F (r)

, $���&

ψ2(r) =
ε

8πl2η

r2(r2 − 2l2η)
2

(r2 − l2η)
3F (r)

, $��6&

-�� C1 7 �	��
��
� ��
�-���	����� �

F (r) = 3− r2

3l2η
− 8m

r
+

lη
r
arctanh

r

lη
. $��)&

. ������� r → 0 ������� $���& ��� ������� f(r) ��������
 �����
	
������ ���

f(r) ≈ 4C1

(

1− 2m

r

)

,

�	5
	��� ��������� �	������! �����
	
��� � �������� 8����������� ��	��	 ���
� C1 = 1
4 �

9
��
��� 
	 � ����4���� $���&,$��6& ��	��
 ������� (lη/r) arctanh r/lη� �	
	��� 	���������
�� ��
������ r ∈ (0, lη)� :�� ��	�	�4���� ������� � 	����
� r ∈ (lη,∞) ������
 �	��	���	��
���

	4���
�	�

lη
r
arctanh

r

lη
=

lη
2r

ln
lη + r

lη − r
,

� ��
�� �����
� � �������
lη
2r ln

∣

∣

∣

lη+r
lη−r

∣

∣

∣
� (�� r → ∞ �����
	
��� ������� f(r) � 	����
�! 	���,

�������� ���������	� �� ��
����� (lη,∞)� ����
 �	��� ������� :�  �

���#

f(r) ≈ 3

4
− r2

12l2η
.

'��4� 	
��
��� 
	 � 
	�� r = lη �������
lη
2r ln

∣

∣

∣

lη+r
lη−r

∣

∣

∣
����
 �	-����������! 	�	����	�
��

�	5
	�� �� 	����
� 	���������� �	�
	�
 �� ���� ����������� ��
�� R1 : 0 < r < lη � R2 : lη <
r < ∞� . ��	! 	����� 5
	 	�����
� 
	 �� ����� ��� 	
������� ������ ������� ���� $���&,$��6&�
	����������� ���������	 ���- 	
 ���-� � 	����
�� R1 � R2�

:����� �
�� 
	
 ���
� 
	 �� �� ������
������ ������������ �������	� �	��� �	5
	�� ��,
����� ψ2 �	�4�� ��
� ��	
����
����	�� 
���� ψ2 ≥ 0�  ��
	� 5
	-	 
���	����� �� �	�����
$��6& �����!
 �	�	���
������ 	-�������� �� 	����
� 	���������� �		�����
� r� . ��
�	�
��
��	��	���	 	
��
�
�� 
	 � ��4�	� �� 	����
�� R1 � R2 ��� ������	����	� ������� ε ����
������� ψ2(r) 	��������
�� ����	� F (r) � �����
�� �� ��	
��	�	�	4��� 
��� -�� ������� F (r)
�����
 ����� 9
�!�� �	4�	 �����
� ���	�� 
	 ������� $���&,$��6& ������ ��
�����
��	��
� ���
�������� 	������!"�� ����! ���� � 
�	��� -����
���� � �����������	� ����
����	� �����!��

��������� 	
� ������� � ���
� ��℄� �������� �������� 
��� ������� �
 �������� ��� φ ������
 ������
�
����
� �� ��� ������� ��
�������� ���� � ��� �����
������ �
����� ������ ���������� �� �
��
���� 
������� ψ2! �
��
��� �
 ������ ��
�����
�"�� ������ ��� 
��� ���"�����# ����� �� �
��� �
��$
������
 
��� ��������� �������# ��� φ,µ %��!� ��������� %&!&''! ( �)�� ������ �� �
��� ���
 �����
��
� �
��"������ ���� V (φ)� ������ 
�����)�� �� ������������� ����� �������# ��� � ������� ���
���#��� ��
���������� ������ ����� � ���������� ���*�$ ������ � 
!�! +�� 	
� ��������� ��
�����
��
"�� �
����
�� ���������� !



�� ���� ������	
 ���� �����	

�� εη < 0� � ���� �	
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g(x) =
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(r2 + l2η)
2F (r)
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ψ2(r) = − ε

8πl2η

r2(r2 + 2l2η)
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(r2 + l2η)
3F (r)
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