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��$ �"���$ � ��#���� ���������� >���� ����#��- �������(�!����� ������ � ���(���������"��&
��"����& � ���"����� �����"� ������'� ����$��"����'� ����'� � ��� ������ ��������&� ?���%
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(����"�+�$�- �' ������"��� �"�"��"�!����� ���"��' �������� #���.���') !��"�+- � ��"���&
����"��'� ���"� !��"�+ ��(�" ����'� ����#�� �#������&�"����"� �� �������'� ����� !���#
����"��'& ��������"����'& ��������	 
����� B ���(�& �"����'- �"�"��"�!����� ���"���- ����%
���- ����=� (�����- �������'� �������'� #������ � ���� ������� ��"�!����� ��������(� ����-
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�������'� �#������&�"����� B�����" �"��"�"�- !"� � ���"��=�� ����� ��#���� ���.��"�� ����%
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)����	����	� �������	
 ��	���	
 ��
�	�	����� ����	#� �����	����� ���� �����	����	 ���
��
�����( �	���	����	( ���������( xi *�����	���+ 	 Pi *����"������ 	������+ 	���� �	�
*���� ����	���� ,-℄+/

dxi

ds
=

∂H

∂Pi

;
dPi

ds
= −∂H

∂xi
, *0�1+

��� H(x, P ) � ��
�	�	����	 	����	�����
 ����#	
 ���	������ !��	�

 ����� ���	�������
�� ����#		 �	���	����	( ���������( ψ(xi, Pk)� � ������ *0�1+ �� ���/

dψ

ds
= [H,ψ], *0�0+

��� ������� 	����	������ �����	 3�������/

[H,ψ] =
∂H

∂Pi

∂ψ

∂xi
− ∂H

∂xi

∂ψ

∂Pi

. *0�4+

!������	� *0�4+ ����#	
 ���	����� 
�
���
 	�������� ��	���	
 ����	#�/

dH

ds
= [H,H ] = 0,⇒ H = Const . *0��+

&�����5��	� *0��+ ����� ������� ������5��	�� ����	����	� 6����	�����
 ����#	
 ���	�����
������
���
 ������������� 7� ���	������ �������	� *0�4+ ��	 H(x, P ) � ����#	
 ���	������
�� 	 ���
 ���������� �	������#	�����
 ����#	
 f(H) ����� 
�
���
 ����#	� ���	����
��� 8�	��������
 ����������� ������	
 	����	����� ����#		 ���	������ �������	��� ��
����"������ 	������ ����	#�� ��	 ��	�		 ����� ����	��#	����( 	 ���
���( ��� ����
�����"�
/

H(x, P ) =
1

2
[ψ(x)(P, P ) − ϕ(x)] , *0�9+

��� (a, b) ����� 	 � ����� 5�� ���� ���
���� ���	������	� �������� ������(�����( �������� a
	 b/

(a, b) = gika
ibk,

� ψ(x) 	 ϕ(x) � ��������� ���
���� ����#		� :���� ��������� � ����� ����	 *0��+ ���	����
����� 1/2m2� ��� m � ����� ����
 ����	#�� ;� �� �� ����� %���� ������ ���	��
 ���� �����
���� ������� ����	����� ����#		 ���	����� ,11�10℄� ��� ��� %�� ��������� ����� �����	 	 �
����#	� ψ(x)/

H(x, P ) =
1

2
[ψ(x)(P, P ) − ϕ(x)] = 0. *0�<+

=����	�� ��� � ������ ������ ,<℄ ��
�	�	����	 � 	����	�����
 >���#	
 ���	����� ����	#� ��
���
���� ���
��� q� ��(��
"� �
 � ���
���� ��� � �����#	��� ϕ ����	��� ������5��	��/

H(x, P ) =
√

(P, P )− qϕ. *0�-+

������ � � ��	�
���� ���
��� �
������	�
�� ������ ���
�� G = c = � = 1
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H(x, P ) =
1

2
m

[

(P, P )

m+ qϕ
− qϕ

]

. &'�()

*��+ �� ������$���
 ��	��	��� &'�!) ������%

(P, P ) =
ϕ

ψ
, &'��)

� �� ��	��� �	���, �����-���. �	������� ���/���
 '�0 ����-�� ��
�� ��/�� ����1���,�
��������� � ����	�� ��	���� -�����,%

ui ≡ dxi

ds
= ψP i ⇒ P i = ψ−1ui, &'�02)

3�������

 ��������� ������$���� � ������$���� ��	��	��� &'��)+ ����-��%

(u, u) = ψϕ,

������� ��
 �,�������
 ������$���
 ��	��	��� ����	� ��	���� -�����,

(u, u) = 1. &'�00)

���/�� �,��%
ψϕ = 1 ⇒ ψ = ϕ−1,

4 ���� ��	����+ ����	������
 �����
 ���������� -�����, ��/�� ��	����
���
 ��$� �����
���
	��� ������� ϕ(x)� 5-��,��
 ��������� ������$����+ ����$�� ������ ���������� �
���-�������� ��	��%

H(x, P ) =
1

2

[

ϕ−1(x)(P, P ) − ϕ(x)
]

= 0, &'�0')

� �� �����-���. �	������� &'�0) ����-�� ��
�� ��/�� ����1���,� ��������� � ����	�� ��#
	���� -�����,%

P i = ϕ
dxi

ds
. &'�06)

*� ��	�������
 &'�7) ������� + -�� ����	 ����1������ �������� �	������������%

(P, P ) = ϕ2. &'�0�)

8������ �������� ��
 �������$��� ������$����+ 
��
�1���
 ���������� &'�6)+ &'�7) � &'�0�)%

[H,P k] = ∇kϕ ≡ gik∂iϕ. &'�07)

���� �������	
 ��	���	
 � ���������� ������	�����

*� ���	�� �	���, �����-���. �	������� &'�0) ����-�� �	������
 ���/���
 � 9��	��/����
��	����	���  06℄%

d2xi

ds2
+ Γi

jk

dxj

ds

dxk

ds
= ∂,k ln |ϕ|P ik, &'�0!)

���%

P ik = Pki = gik − uiuk &'�0:)

4 �����	 �	������������ �	����	�����
 �� ���	������� u+ ���� -��%

P ikuk ≡ 0; P ikgik ≡ 3. &'�0()

*� ���. ������$���� � �	������� 9��	��/� &'�0!) �,����� ��	���� ��������� �	�������������
����	�� ��	���� � ���	���
%
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i du

k

ds
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ϕ(x) → −ϕ(x). ������

%
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 ���������� &���'�
���
��� ������ � ��� #�� �
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 ������ &�� ������!
�� �������� �� )�*��� �� �����+���! ����,�� ����-�� 
 
 �� ��
�����! .
��
��
 ������ �������
�� ������ � 
���
 ϕ ���� ����� ���������	
 ������	
 ���� �������m∗� � ������	� �	��$

|ϕ| = m∗. ������

	
����� �� � 
�
����� ��'��� ��� #�� �
������
 ��������� �����/0
� ��� #�� ��!1
����$

S =

∫

m∗ds, ������

����
���� ���&
�
/0
� � ��� #��! .
��
��
 ��������� �! �
��#� � �
���! &� �� m∗ �
��
��
#������ &��� ����� �
&������ 2�,℄��

���� �����	
�� �������

4
!��� �&��� ������� ��0�����
��� ����!���� �����
�
  
������� �5 ��
�����! �����1
��� ������ ����
����� � &������ *������! � ��&������ �
��#�� ��� ���� �������� &����/ &����1
�����/ &�  
������� ��� &
�
���� � � 
������� &����������� (ξ, P )� 6�&������  
������� ��
��
������ �������� ������ �����+���� �������� � ����,�� 
 
 �� ����� �'�'0������ ��&����

�  ����
���� �� ����-�� �
!���$

d(ξ, P )

ds
=

1

m∗

P iP k
L
ξ
gik + L

ξ
m∗, ����-�

��� L
ξ
7 &��������
� .� &� �
&�
�����/ ξ � )��
�
� �
���

d(ξ, P )

ds
= 0 ⇔ (ξ, P ) = Const, ����,�

� ����� &������������ �� ��
 �'�'0������ ��&����
 � �����+���� �������� � ��� �����
&������ ������� ��&������� *��� �
�����
$

L
ξ
gik = ρgik ⇒ ρ = −L

ξ
ln |m∗|. ������

)���
���� *� ������
 �'�
�� � �����+���� ����-�� &������ � ���
����� ���'5������ �
���
����� ������� ��0�����
��� ����!���� �����
�
  
������� �5 ��
�����! �������� �����
�
&������ 2�-℄�$

L
ξ
m∗gik = 0. ������

%
 �� �'�
���� ��� �	�	� ��	�� �������	�� ����
��
 ������� ��	�������� �������
 ����

����� ����� ��	��	���	 � �	���	��	� ��	�� �	��	���	 �		������������ ��	�������	 �

������	
 m∗gik �	�����	 ������ �������
 � ����	�	� ������� ξ� 	
����� �� ����!���
�����
�� ����,� ���/ ����� &������ ��&����
 �&�� &����
�������1&���'��� �� ��� ξ� ���
&����! *������ �&�� ��������1&���'��� �� ��� ξ��

����� ����	�
�� ��℄�
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� ����� � �����
 ������� m∗(Φ)� �
 �����
������� ��	 ��� �������� ���
���
��
����

 �	���
 �������
� ����� �	�������� ��	��"
���
 ��� gik � Φ� �����	���
 ��
�
��#
������$ �
���� %�����&	 ξi = δi4� ��&�	 ��'�	��
��� ���	� ��
�&�� "	������ P4� �	��������
�	�

 ����
�� ���"
�	� � ������$ gα4 = 0� �	� "�� �������	�	 x4 ���	�	
� � ������� ��
�
�
�
t� (�&�	 �� ������)
��$ ����� �
��� �
������ ���
�	��"
���$ �������� ui � �
������ ����&�
���� �	 "	����� Pi *+��,- ��
��
�.

P4ds = m∗dt, *+�+/-

&�
 P4 = E0 = Const > 0 # ���	� ��
�&�� �	���
���$ "	������ 0������� 
��� �� '���� ��'�	��� 
����	����� ���
��	��� ������&� � ������
���&� ��
�
�� *��
�� dt/ds > 0-� �
��'����� ����	� 
�	��� ������� �	���� �����	� ��
&�	 �� ���	�	�	� �
�����	�
� ��$.

m∗ > 0. *+�+1-

%	� ������ �	���
�� �� ��	��
��$ 2	&�	��	 *+��3-� ��� ������� ������ ����	� �	�� "����.

m∗(Φ) = |m∗(Φ)| ≥ 0. *+�+4-

5	�

� � ����$ �������� � ���������
 ��	�����&� ���� ��"�

� � ��������� ��	������ ��
�
������� �	��� �����	 
�
'���� � �	��� ���� "	������ m ≥ 0� 6 ���&�$ �������� ��	��
���
2	&�	��	 *+��3- � ���"	
 ��	��&� ��	�����&� ��� ������ 
�
'���� � ��	���"
���
 ��	��
���
����
��� � ��	������ ��
� (	��� ���	���� ��'��� �� �����	 �����
������� �� ������ ��
� .

m∗(0) = m; (m∗),k|Φ=0 = qΦ,k, *+�,7-

&�
 q 8 �
�����	� ����	�
��	� �	� �����	��	 8 ��������	 
���� ������� 9������ *+�,7- ���	"	#
��� "�� �� �	��' ��	"
���' ��	�����&� ��
���	�	 Φ ������� m∗(Φ) �����	 ��
� �	����
��

���	.

m∗(Φ)≃m(1 +
qΦ

m
+ ..). *+�,�-

:���� ������� �����
�����
� � ���� ���	��	� � �������	���' �	���	' ���
$�	� �������
m∗(Φ) = |m+ qΦ|�

;���� �
������ � ���&�$� ���

 �	���	� ��$ ��'��� ������$ �� ���� �
 �������
#
"�� ������)
���� *+�,7- � *+�,�-� ��	&	� "�� ��� ��
���	� �	��	 "	���� ������	
� ���
�����

��	����
$����� �� ��	������ ��
�.

ϕ(Φ) ≡ m∗ = |qΦ|. *+�,+-

(�&�	 �� �	���$ ���� "	������ m0� ��
��
� ����	� 

 �	��� *+�,+- �	 ����
�
���$ ��	���
�������� ��
�
���$� ������$ ���
"	
� ��	�����$ ��
���	� Φ0. m0 = m∗(Φ(t0))� (	���� ������
������� φ(Φ) �����
�����
� ������� �
$�����.

S =

∫

|qΦ|ds. *+�,,-

:��� ����� ���
"	
� � ���
��"
���� ����
����� �	� �	� � ���� ���"	
 ������� �	��� ���	 *+��-
�
 �	����� �� �	��� ����� 6 ���&�$ ������� ������ "�� �� �����
 ������� ϕ(Φ) � ����

*+�,+- ��	��
��� 2	&�	��	 *+��3- ��	������� ����
���"���� �������
� �� �	�
�� Φ → −Φ �
�� ������� q �= 0 �����
 �
 �	����� ���� �� ��	�����&� �	���	.

d2xi

ds2
+ Γi

jk

dxj

ds

dxk

ds
= (ln |Φ|),kP ik, *+�,=-

0�� �����
 ��	��
��$ *+�,=- �� �"�� ����
�
���	� ��
 ����
����. d|y| = y/|y|dy� >��	��� �#
��
������ ������)
��� ���������� *+��=- �	�������� �
)
��$ �� ��	�����&� �	���	 ��
 �
 ��#
'�	��
��� � �� �	��� �����
 ������� �	��� � ���
 �	��������� ��
�&�� �� ���� �	 P4(P

2)�



�� ����� ����	
��

���� ������ 	
�	����	�	 
������

�������	
� �������� ������ ����� � �	���	������ �
��������� 
������ ����
������ ����
��	��� ����� ������
�� ����	��� ���
�
� ������ �� ��� ���	
���!� x1 = x� 
 ����� �� �	��
����! m∗ = |qΦ| = |x|� "��
� �#	����� 
������ $ �����	� %
��
��� � �
� �	����
���#�! 

�� �	���	������������#�!&'

ξ
1

i= δi4; ξ
2

i= δi2; ξ
3

i= δi3.

(������������� )�
� �����	�� %
��
��� ���������� �	
 �
�� �!& 
����	��� �
*��
�'

P2 = P 0
2 = Const ; P3 = P 0

3 = Const ; P4 = P 0
4 = Const. +��$�,

����� �� �	�����! P2 = P3 = 0� "��� � ������ ������-��
� ��	�
	���
 +��./, �����
� 
�
�����
����
& �	�����
 �
*��
� ��� ���	
�
������'

dx

dt
= ∓

√

P 2
4 − x2

P4
. +��$0,

����*
� �� �	�����! P4 = 1� x(0) = 1/2� "��� � �	�����

 +��$0, ���#&�
�� �!#	��� ��	
���
�����! ���� � �	��� ����
� ��-��
� )���� �	�����
� ����'

x = cos(t+ π/3); +��$1,

2 
 ��
�!���� ��	���
����
� ����#��
� � �
	���� �	����
 t3 �	
 )��� �#�#����! 
������� P1

���*� �������� ��	���
����� �����
� �
	����� �	����
'

P1 = sin(t+ π/3). +��$5,

6����� ���	
���! /�& ��	���� �����	� �
�����
����� ���	���
 ����
�!� ui

u1 =
dx

ds
≡ −P1/ϕ = − tan(t+ π/3)

�	���	������ 	��	!�! ���� 	�� � ������! �	����
 t = π/6+πk� � ����	!� x = 0� 7�� ��
������
������ �
#� � 	��	!�� ����
 ��*� ���	
�����
 
 ��#������!� �	������ � �������!� ������!
�
	����� �	����
� �
#� � ���#&�
����
 ��	���	�����
� ��#��������� �	����
 �� �����	��
��	�*���!& ����
�� 8�� �
�����
������� 
������� ����
�!� pi� ���
 �! ����� ��� ���

pi = m∗

dxi

ds
≡ P i, +��$9,

���� �	�#���! �� ����
����� ��� 
 �� �	�&��	�� ���	���
 vα = uα/u4� :����
�� ���� ����
�
����
� �
-� )�
 ���	�	!��!� ���
�
�! 
 �������� �
�
����
 
���	
�!�
� "�� �� ������
�������! �	
��	 �����!����� ��� ���#&�
�� ����	���� �	���
�� �!�
����
� �� �����	��
��	�*���!& ����
��

; ����� -�� �! #��� ���� �� #��� ����	��
�
	����� ��	�
	���� )�����
��� ����!�
������� �
-� �!�������!� ������-��
� +���9,�

�� ���������	�
�	 ����	�� ����� �� �
������� �������	�����	�

��	� �� ����	� � ��
���
� ���	�����
������� �����	���� ���
��� ���
�� 7�� ��
���
�
��*�� �����
�� � ������� �	����	! �����
� 
���	
����!& �����
 	���	�����
� ��*��
������!& ����
��

���� ������� ������
������ � ����	��	�������� ��	��	��� �	�	�	

����� F (x, P ) 2 
���	
������ �����
� 	���	�����
� ����
� � 5���	��� ������� �	���	���
���� 
 ����� ψ(x, P ) 2 ������	�� �����	��� �����
� 
���
����
& ��	�����!& (x, P )� (������
�� <.$℄ ��*� �����	�� 
���
����� �����

 ��*�� #!�� ���������� � ����������
� ���	��
����
������ ��������� ������'

Ψi(x) =

∫

P (x)

F (x, P )ψ(x, P )
∂H

∂Pi

dP ≡ m−1
∗

∫

P (x)

F (x, P )ψ(x, P )P idP, +$�.,



�����������	� ��
��
�����
�� ������ 
�������� ����� �������	� �� ��
��
�����
�� ������
�� �� ��

�������	
 ������� ����� 
�
���� �����	������ �����������	� F (x, P ) ��℄�

ni(x) =

∫

P (x)

F (x, P )
∂H

∂Pi

dP ≡ m−1
∗

∫

P (x)

F (x, P )P idP, �����

������ ��������	 ������ �	��� ����	 �! ��� ����

ni = nvi, �����

�� vi " ���
��	����#��$ ��	�	���$ ������ �	��
��	�����$ 
��������	�����$ �������	 ����	 �

n =
√

(n, n). ���%�

&�����

T ik
p (x) =

∫

P (x)

F (x, P )P i ∂H

∂Pk

dP ≡ m−1
∗

∫

P (x)

F (x, P )P iP kdP, �����

" 
��������	����	$ ���'�� (���		)	
�*���� �+,-�� .��� (��� ���'��� 
�/�� ���	��	�� � ��)

�0�1 ������2��	� ���
	����	 ����%��

Tp ≡ gikT
ik
p = m∗

∫

P (x)

F (x, P )dP. �����

-����	�����$ (��
��� �#3�
� %)4 
����� 	
�*������ ������������ � ����/��	�4 �����! ����� �
��	����$ ��
	 �	���
� ��	�	 ���� �5℄�

dP =
2S + 1

(2π)3
√−g

dP1 ∧ dP2 ∧ dP3 ∧ dP4, ���5�

�� S " ��	� ����	 �� -����	������ ����
	
����� �*�� 	� �����������	� F (x, P )! �	�*������
�� 
������$ �����4����	 ����%� ���'��� � ���	�*�����$ ��
	
����$ �*�� 	�$ �����������	�
f(x, P ) � ��
�0�1 δ)�*�� 		 ������2��	�
 �5℄�

F (x, P ) = f(x, P )δ(H) = m∗

δ(P4 − P+
4 )

P 4
+

, ���7�

�� P+
4 " ����/	������$ ������ *������	� ���
	����	 ����%�8 P 4

+ = g4kP+
k " ����������*10��

(��
* ����1 '�����	� ��������	�����$ ��
������� 	
�*����� 9 ��������)����� ���$ �	���
�
��������

P 4
+ =

√

m2
∗
+ P 2, ���:�

�� P 2 =
∑3

α=1(P
α)2 " ������� �	'	������ 	
�*����� +��	
 �#��'�
! ���*�	
 	����	�����$

(��
��� �#3�
� �)4 
����� 	
�*������ �������������

dP+ = m∗

2S + 1

(2π)3
√−g

dP1 ∧ dP2 ∧ dP3

P 4
+

≡ m∗dP0, ����;�

��

dP0 =
√−g

2S + 1

(2π)3
dP 1dP 2dP 3

P+
4

≡ √−g
2S + 1

(2π)3
d3P

P+
4

. ������

+��� ����/��	� �����! ����� 	 ����� ��	�	
�1� �	� ���� �������� '��	�	 
� ��*��	�	 �*

	��)
���	� �� �����
 ����	 ��

ni(x) =
2S + 1

(2π)3

∫

P (x)

f(x, P )P i
√
−g

d3P

P+
4

; ������

T ik
p (x) =

2S + 1

(2π)3

∫

P (x)

f(x, P )P iP k
√−g

d3P

P+
4

; ������

Tp =
2S + 1

(2π)3
m2

∗

∫

P (x)

f(x, P )
√−g

d3P

P+
4

. ����%�

��������� ��	
�� �� �� ����� ���℄�



�� ����� ����	
��

����� �	
����� ��� ����������� ���
������������ ������� �� ����������� ����� m∗ � ������
��� ��
������ ���������

���� ������	
��������� ������������ �������


���� ����� �
��!��� ��������"� ����������� � �
� �������� � ��� ���������� ������������
�����!� � ��� �� ���� �����������"� ������ ������ ���
����� �	�	#����� ���$��� �������
������ �����$%#�� �����!&

∑

I

Pi =
∑

F

P ′

i , '(�)�*

" � �$���
������ �
��� ��� �� ���� ���������� Pi� � ��������� P
′

i � ��������� +$��� � ������
�
�����%� 
���!��&

m
∑

A=1

νAaA⇄
m′

∑

B=1

ν′Ba
′

B, '(�),*

" � aA - ������� �����!� � νA - �� ������ ����� �	
����� �	�	#����� ���$���� ��������"� �
�������"� �������� 
����&

PI =

m
∑

A=1

νA
∑

α

Pα
A , PF =

m′

∑

B=1

ν′

B
∑

α′

P ′α′

B . '(�).*

/$��!�� 
���
� ����� �����! ��
� ��%�� ����
�������� ������������� $
�������� 0.℄&

[Ha, fa] = Ia(x, Pa), '(�)2*

" � Ja(x, Pa) - ����"
�� ������������&

Ia(x, Pa) = −
∑

νa

∫

′

a

δ4(PF − PI)WIF (ZIF − ZFI)
′
∏

I,F

dP ; '(�)3*

" �
WFI = (2π)4|MIF |22−

∑
νA+

∑
ν′

b

- ���
�!� 
������ ������ 
���!�� '(�),*� '|MIF | - ����
������� ������$ � 
������*4

ZIF =
∏

I

f(Pα
A)
∏

F

[1± f(Pα′

B )]; ZFI =
∏

I

[1± f(Pα
A)]

∏

F

f(Pα′

B ),

���� 567 ����������$�� 	������� 5�7 - ��
������ '�� 
�	����� ��� � 0.� 2℄*�

���� �������
 �������� ������������ �	����

8�
�"��� ��� ������ �	#�
������������ ������������ $
������� '(�)2* ��%�� $
������
��
�����  ����������� ������� Ψa(x, Pa) 02℄&

∇i

∑

a

∫

P (x)

ΨaFa

∂Ha

∂Pi

dPa −
∑

a

∫

P (x)

Fa[Ha,Ψa]dPa =

−
∑

by chanels

∫





m
∑

A=1

νAΨA −
m′

∑

B=1

ν′BΨ
′

B



 δ4(PF − PI)(ZIFWIF − ZFIWFI)
∏

I,F

dP, '(�9:*

" � �$���
������ �
��� ��� �� ���� ������� 
���!�� '(�),*� +���"� � '(�9:* Ψa = ga� " � ga -
������
�� �$� ����������� ��
 �� ���
��%#��� � 
���!�� '(�),*� ���$��� � $����� '(�)�*�
'(�).* � '(�9:* $
������ ��
����� ���������� ������� ����� �����! ������&

∇iJ
i
G = 0, '(�9)*

" �&

J i
G =

∑

a

2S + 1

(2π)3
ga

∫

P (x)

f(x, P )P i
√−g

d3P

P+
4

. '(�99*



�����������	� ��
��
�����
�� ������ 
�������� ����� �������	� �� ��
��
�����
�� ������
�� �� ��

� ������ 	
������ ����������
����� ����� ���������������� ������� ga� � ��������� �����
��������� ��� !" ������ ���� ����� �
� ��#���� ����� ����$ b �ga = δba" 	� ��
�� �	������
� ���
������%� &�
���� � ��� '" Ψa = P k� 	�
��� � ������ � �!�"� ���!�"  ���!(" ��������
	������� )����*�	�
��� 	
���+,

∇kT
ik
p − σ∇iΦ = 0, ��� �"

��� ������� ��������� ��	
�	�
� ������ σ� -�℄,

σ =
1

2

∑

a

2S + 1

(2π)3
dm2

∗

dΦ

∫

P (x)

f(x, P )
√−g

d3P

P+
4

, ��� /"

� ��������� 	� �+0��� ����$ ����+ � ��� � �� " �+��#��� �
� ���
����% 	
������ �������
	������ ��1

σ = Φ
∑

a

2S + 1

(2π)3
q2
∫

P (x)

f(x, P )
√−g

d3P

P+
4

. ��� �"

2
����� �������� ��� ����� �345" ����" 
 ���!�"� � ���#� ���
����% 	
������ ������ ��� /"�
��%������ �
� ���
���� ����#���+� ����$ � -/℄� 	� �������% ����$ ���
����� ��
�����
���������+� �
������� 	���	�
�#��� � �������� 	�
���� �	�
��� � 
���
��+� ���
���*
����� ����$� � ��������� �
� �����+� ��������% � ���������+� ����$� ��
������ ���7" 
��� /" ���� ����� ������8���,

σ =
d lnm∗

dΦ
Tp. ��� 7"

&� �+0��� ����$ )��������% ����+ � ��� � �� " 	���+����% ��0��+ )�� �+��#��� �	��*
������  �
��	��
�� ����������� � �� ��	�	�	��	���
�	� ���
���,

σ =
Tp

Φ
, ��� ("

�� ������	�
 �
����	���
���
 ���	��
��
 ����� � ����������		� ���


���� �����	
� ���
���
� �������
�

� ��
���� ���������������� ���������,

dS

dτ
= 0 . �/�!"

&���	�
�#� �����
�� ��� �������%���� ���� ����$ 3 * ���������� 3���� ��������� �/�!"
��#�� �+	�
������ 
8� 	� �+	�
��� ��
��% ���� -!�℄",

Zfi − Zif = 0 �/� "

� ��#��� ����
� ����$% ���!7"� 9������� �/� " ��
����� ���
���� ����$���
��+� �������%
:�
�$���� -!;℄� <
� � ��8��� ���
��� ������,

Fa = e−φa

(

e−φa ∓ 1
)−1 ≡

(

1∓ eφa

)−1
, �/��"

� ����
����� ������% ��
��+ Zif  Zfi 	���� ��,

Zif =

∏

i

e−φa

∏

i,f

(e−φa ∓ 1)
; Zfi =

∏

f

e−φa

∏

i,f

(e−φa ∓ 1)
. �/�/"

3���� 	��
� 
������������ �������� �/� " 	���� ��,

m
∑

A=1

νA
∑

α=1

φA(P
α
A) =

m′

∑

B=1

ν′

A
∑

β=1

φ′

B(P
′β
B ) , �/��"



�� ����� ����	
��

������	 
�� �������� ����� ���������� � ����� ������ ������� ����� ������������
�������� ����� ��� ��� �����!  �������! ���"���� ������ ����#��� �������� �"����� ��%
�"����&

φA(P
α
A) = −λA(x) + (ξA,P

α
A) , �����

'�� ���������� ������������� �"����� �������������& λA(x) % ������� � ����'"�������
�����������	 ξi(x) % ������� (�������� ����� � "�������� ����� � "�������  ��� �!�������
))*���' ���"���� ��� ����������!	 ��"��� ���������� ��� ������� ���"���� ������&

ξiA(x) = ξi(x) ; ���+�

N
∑

A=1

νkAλA = 0 , ���,�

'�� ||νkA|| % ������������ �������	 ��������� � -./℄� 1��������� ������' "�����  ����"����
���! ����� �������

rank||νkA|| < N ���2�

"�������� ���,� ���'�� ���#� ������������ ��������
������� �	
�� �	
�� �������� ��������� ���������� ������������������ ���������� ������

������ λA(x) ��! ������ "���������� #����$������ �������������% ������ 

(�������� ������� ����� � ���/� � "���� ���+� ��"��� �������� & ��������� � ����$�� ���&

#���������&
f0
a (x,Pa) = {exp[−λa + (ξ,Pa)]∓ 1}−1 , ���.3�

'�� ���!���  ���	 ��� � �����	 ��������"�� ) ���	 ������ % ���������
4�� �!������ ������ � ������������� ���.3� ��)!���� ���������)���� ������

ξi(x)&
ξ2 ≡ (ξ, ξ) > 0 . ���..�

1����� � ��*�# ξi(x) �������� ���������)�� ��� vi(x)&

vi =
ξi

ξ
; (v, v) = 1 , ���.5�

������"# ��������"�" θ(x) -.,℄&
θ(x) = ξ−1 ���./�

� !��������� ���������	 µa(x)	 � )���� ��������&

µa(x) = θ(x)λa(x) . ���.��

6'�� ������������� ���.3� ���� )���  ������ � ����&

f0
a (x,Pa) =

{

exp

[−µa + (v,Pa)

θ

]

∓ ‘

}

−1

. ������

���� �����	
 ���������� �������������

��	
��
 ����� �����������
� ������� ��
 ��� ������ ������
 � �������� ����� ����
�����! �������� ��������� ������"� ���������� ����� ������� vi 
 �����
 ����� ���������
Pi = Pi − eAi! � ������# �������
� ������� �����#����
 �$��$� ��
�
��� �
�%

P 2
4 = P 2 +m2

∗
, ����&�

"��%

m∗(x) = |m+ qΦ(x)| ����'�

�������� ������
���� ����� 	���
 � )��� ����#��
� ������
 � ����
	����� �
���� ����*
�
��� � ������������ 
������� P (X) 
 �����
����� ����+
�� ����	����� ��,�������� � 
��"�



�����������	� ��
��
�����
�� ������ 
�������� ����� �������	� �� ��
��
�����
�� ������
�� �� ��

������	 
������� ��� ��	������ 
����� ��������� ���� ������ ni
a(x)� � ��� a���� ��	���

����� ���	�� T
a

ik� ��℄� �!�℄"

ni
a(x) = na(x)v

i ; #$%!�&

T
a

ik (x) = (Ea + Pa)v
ivk − Pag

ik , #$%!'&

(��

na(x) =
ρ

2π2

∞
∫

0

{

exp

[

−µ′

a +
√

m2
∗
+ P 2

θ

]

∓ 1

}

−1

P 2dP ; #$%)*&

Ea(x) =
ρ

2π2

∞
∫

0

{

exp

[

−µ′

a +
√

m2
∗
+ P 2

θ

]

∓ 1

}

−1
√

m2
∗
+ P 2P 2dP ; #$%)!&

Pa(x) =
ρ

6π2

∞
∫

0

{

exp

[

−µ′

a +
√

m2
∗
+ P 2

θ

]

∓ 1

}

−1
P 4dP

√

m2
∗
+ P 2

. #$%))&

+ ���	��- #$%)*& . #$%))& 

����� �/�������� ��℄"

µ′

a(x) = µa(x) − ea(v,A) . #$%)0&

1������ �	����2� ��� -�	������� ��������� µ′

a 
 ������� �� ���������
 µa �� ��-���3���
����/�� #$%�& 
 ������-� ���435�- ���� ��-������ 
�������(� ����% 6�� 7��- ���������


	���� #$%�& ������	"

∑

νkAµ
′

A = −∆ek(v,A) . #$%)$&

���� ��� ��	 
����
		 ��	
���	�
�
���	

8�	������� �������� /��	���
�- ������ �/��35�- ����
�	� ����	����2��	� ����	��

 ��������� 9�� �
�� ���3% ���� 
�
�� ������� �� ��(�� ��� ���� νkA ���- ������ ����
�35�-

 ������- #$%�&� 	�(�� /��2 ��
��4���� �����
��2��	�% ��(� �� ��� ��5���
�
��� ������
���(������ ����� � �������� ������� ��
������ ������4���� �!'℄"

µ a = −µa . #$%)�&

+������
�� ����������� #$%)0& 7�� ������4���� ��-����� ���� � ��� �������	���
���- -�	��
�����- ���������
 µ′

a% ;���(����� 
�
��� 	���� �����2 � 
 ����4���� ����	����2��-
�����
 gA"

g A = −gA . #$%)<&

=	���	� ��� ��������� 
����� 
 ���
����� 
����� ��������� ����� ���� ����� ��
��
���� ����������	�
� 	�
�
	�� 	�����  ��/��
����� 
��	�������/��� ��������� 
�����
��� ����� ���
���� ��������	�
� 	�
�
	�� 	����� ��/��
����� �� ������� ���� ����
���
��
�35�� 7��	� 
������� ���
���� ��
��
	�� ������� 	���� #�	%� ����	��� �!<℄&%

���	 �/���	 
 ��������� 9�� ����	������� �������2 ����� ��
���� � �- ���	�������
�������23 � �
� V i% >�������2 7���(�� ����� �
� ��(���� #$%!'&

E
p
(x) =

∑

a

Ea , #$%)�&

 ���������� �
����� 
��- �����
 �����"

P
p
(x) =

∑

a

Pa , #$%)�&

(�� Ea � Pa� �����
3��� ���	��	� #$%)!& � #$%))&%
���	����	 �����2 ������
������� 
��	������
��� �������(�� ������ ��� ����������

��� ����� ������� ����2�� �
��
����	� �%�%� #$%!*&% ?� ��(� �������
���� 
������3��� �����
�����2��� ������4���� #$%)&% ?� ��(� �������2 ��	������ 7������� �
� ���3� �%�%� 	� ���




�� ����� ����	
��

������	
 �����	 ��� ������ ����� ������� ���	
� ��	� � ��!����	���� 	�� �����	 	�	�	 ��"
��# ����	��� �����$�� ������	���
�

%&���
�� �	�	�$ � �����	��
 �	�	���� �'�()�� * ������! ��� ���	 ���	 ���'� �� �����	"
�� ���
�+� &��		 ������+ ���
�-

∇i

∑

A

∫

P

ψfpidπ −
∑

A

∫

P

f [H ,Ψ] dπ = −
∑

k

∫

P

δ(4)(PF − PI)
∑

A

νkAψAZif (Wif −Wfi)
∏

i,f

dπ .

���(.�
/������� � ��������� ψA = δaA� �����
 0 ���(.�-

∇in
i
a = −

∑

k

νkA

∫

P

δ(4)(PF − PI)Zif (Wif −Wfi)
∏

i,f

dπ . ���')�

/���	 	
 � �����1 ���� ���')� ��	�������	 �� ���	���
 ��������
 ����#-

∑

νkA

∫

∏

f

(1± f)(Wif −Wfi)dπf .

*��	 ���	 ��������� S"
���#�  ����	���1 �	��	
� ��
� 2�'℄� ���� ��	���� ���	� ���+�
/����
� � ������! ��� 
		� 
	��� 0���� ��!���	�� ��4 ��� ����� ����#-

∇in
i
a = 0 ⇔ Na = Const . ���'��

�� �������	�
 �
����	���
���
 ���	��
��


* �����	� ��� � ����# �����	 	�	�� ����)� �� ������� ����+��� �����
 �	5	��
 ��	�"
�	��! �����	�1� �������	���� ���	
� ��!� ��� � ������
 ���������� 	
��������
����
������
� ������ * ������! ��� �������+��� �����	 0����� ��!���	�� ����# ��4 ��� ���"
�� ���'���  ������� ���	
� ������ ��������� S = Const� 7�� ��!�4 	�� �����1 ��� � �����	
�"���������! �0�
� 	1���1� �� ����
 �	5	�� ����)� � ��	��	��	 �����	��� /�����$��
��	���� �"���������! �0�
� 	1���1 �&��8�	��� � ���$ �� �����$�� ������	���! �����	 	"
�	��!� ���	 	
 ��	��	��	 �����	�� � � �-

[Ha, φa] = 0 , �����

� 	-

φa(x,P)
def
= (ξ,P)− λa(x) .

���
 �&��0�
�  �� �&	��	�	�� ���  ��4	� ��8	�������$ ��	1��1 ��	����  �4	��� ���	

ξi " ��	
	��� �&��1 �	�����

��0�	5�� ������ �����
 ���	
� �	�&!� 
�!   ���������! �����1 ��8	�������� ��� 2�℄�
2�9℄-

L
ξ
gik = σgik ; ���(�

ma

[

(ma + qaΦ)σ + qa L
ξ
Φ

]

= 0 ; ���'�

ea L
ξ
Ai =λ

a
,i . �����

* �����	� ��� � ma �≡ 0� �����
 0 ���(�-

L
ξ
gik(ma + qaΦ) = 0 ;

ea L
ξ
Ai = λ

a
,i







(ma �≡ 0) . �����

7�� ���	
� &	0
������! ����# ma ≡ 0 �� ������ 0�
	��+��� ��	 �+8
-

L
ξ
σgik = 0 ;

ea L
ξ
Ai = λ,i

a







(ma ≡ 0) . ���:�



�����������	� ��
��
�����
�� ������ 
�������� ����� �������	� �� ��
��
�����
�� ������
�� �� ��

���� �� 	 
�	�	���� �������� ���� ��� �
�� ������� ����� ���������� ���� ��������
���	���� � ℄"

L
ξ
gik = 0 ;

L
ξ
Φ = 0 ;

ea L
ξ
Ai = λ,i

a



















(ma �≡ 0) . ���#�

$������	�� ���	�% �� 	���
�&% '�������� ��
&� �'
�	����	& 	 	��� �������� 	&'���(
���� ���� ��
������ �������
	���� ��������� '�������� � ℄"

L
ξ
λ′

a
= 0 ; (λ′

a
=λ

a
−ea(ξ, A) ) . ��� �

*���+�� 	�� �����& 
�	�	���% ������� 
��'
�������� '
��������� � '�,+� �����(

	 ξ2� λ′

a
� Φ � ����
	 ξi� gik� ξiξk� ���� � 	&'������� � ����& ��
������ �����	 �������


��'
�������� � ℄"

L
ξ
ni
a = 0 ; �����

L
ξ
J i = 0 ; ���-.�

L
ξ
T
a

ik= 0 ���--�

� ���� $ �/-℄� �//℄ '������ �� �������&� � �������&� ���	��� �����
�
������ �
�	����%
��� � �������+� λ

a
�	������"

L
ξ
Fij = 0 . ���-/�

0�� ��������+��	� ���-/� ������� 	&������+ 	�
&� ���1���&� '
��	��&� � ���� �����%
�
�	�����"

ea L
ξ
Ai =λ,i

a

� '
�
�	���+ ��� *��� ��������� '
��	��&� 2� � �	�
�����&� '
��	��&� '����� ���-/��
$������	�� '�
	% �
�''& �
�	����% ���#� 	��+ ��'
�	����� ξi ��
������� ��'����&

����
� ������� ����� � ����
� 4%�1��%��"

L
ξ
Rijkl = 0 ; L

ξ
Rij = 0 ; L

ξ
Gij = 0 . ���-5�

*6��� 	������	�� �
�	����% 4%�1��%�� ����& 	&'����+�� ���1����"

L
ξ
Tij = 0 . ���-7�

�� �������	�
�
����	���
���
 ���	��
��
 ��������������
� ����
�

�� ������	� ������
�����
 ������

4�� �����% �&� 
�����
�� 	 �-5�-#℄� 8��	�� �����+�� 
�	�	���� '
������� 	��"

λa = Const ; L
ξ
Φ = 0 ; L

ξ
gik = 0 . �9�-�

*�����+ 6��
��� � ��	����� '����& '
��������� �
������ �7�/-� � �7�//�� 	 ��
&� �������
'����+" Ai = 0� ����� '
��������� �	��� �����
��� ξ(x) � Φ(x)� $ ����� �,���� ��������

�����
�� �����
�� ��	�
������ �����
�� '���� $&������ '
��	���� 2� � �����
(
�� :4;� '�����"

ξiξk L
λ

(E + P

ξ2

)

+
(

ξ
λ

iξk+ ξ
λ

kξi

)E + P

ξ2
+

ǫs
4π

(

Φ
λ

,iΦ,k+ Φ
λ

,kΦ,i

)

−

−gik

[

L
λ
P +

ǫs
4π

(

Φ,j
Φ
λ

,j − µ2
sΦ Φ

λ

)]

= 0 ; (λ = 1, r) , �9�/�

���� ������ �	
�	�
	 �
�����
�
	�	 ������
	�	 �	�� ���������� 
� 
�������� � ��������
���



�� ����� ����	
��

����

Φ
λ

def
= L

λ
Φ ; Φ

λ ,i

def
= L

λ
Φ,i = ∂i Φ

λ
; ���	


ǫs = ±1 ���� � ����� ������������ �������������� � �������������� ��������
�
� ������� �����

L
λ
P +

ǫs
4π

(

Φ,j
Φ
λ

,j − µ2
sΦ Φ

λ

)

�≡ 0 ,

��� ������ ������������� λ� �� ����������! ���"�� ����� �#�$ �#������ ��� �������� ���%
���$��� ����" ��� �������� �� � &��� ������ �� �#������ ������ g = 0
� ���� �� ������ �#�$� '"
���	
 ������� ������ ��� �����# �#������$�� 11r ������!�

L
λ
P +

ǫs
4π

(

Φ,j
Φ
λ

,j − µ2
sΦ Φ

λ

)

= 0 ; ���(


ξiξk L
λ

E + P

ξ2
+
(

ξ
λ

iξk+ ξ
λ

kξi

)

+
ǫs
4π

(

Φ
λ

,iΦ,k+ Φ
λ

,kΦ,i

)

= 0 ; (λ = 1, r) . ���)


*����#��� ���)
 � ξiξk � ����#��� ���+
� ��������

L
λ

(

E + P
)

= 0 , ����


� �����#��� ���)
 � ξiΦk� ����#��� ���+
 � ��������� ������,�����

(

ξ
λ

,Φ
)

=
(

ξ,Φ
λ

)

,

��������
(

ξ
λ

,Φ
)

[

E + P − ǫs
4π

(Φ,Φ)
]

= 0 . ���-


*������ ���)
 � Φ
′iΦ,k �������� � ��"��$�����

(Φ,Φ)(Φ
λ
,Φ) = 0 . ���.


/�� ��,���� ���-
 ����������� ��������

(ξ,Φ
λ
) = 0 . ���0


1���� �����#��� ���)
 � ξk � ����#��� ��������� ������,�����

L
λ
ξ2 = 2(ξ, ξ

λ

) ,

��!����

ξ
λ

i =
ξi
ξ

L
λ
ξ , ���+�


������ ��������

L
λ
vi = 0 ���++


� �������� ��������� ���)
 � �����

Φ
λ

,iΦ,k+ Φ
λ

,kΦ,i = 0 . ���+2


� �������

Φ,i �= 0 ���+	


����������#� ��,����� ���+2
 ���������

Φ
λ

,i = 0 . ���+(




�����������	� ��
��
�����
�� ������ 
�������� ����� �������	� �� ��
��
�����
�� ������
�� �� ��

����� ��	
� ������� � ������������

L
λ

(

P − ǫsµ
2
s

8π
Φ2
)

= 0 . ��	���

���������� ������ ������ ������� �������� ��	���

E + P − ǫs
4π

(Φ,Φ) = 0 ; ��	���

����� �� ��	�� �� �!���
(Φ
λ
,Φ) = 0 . ��	���

"���#�� ��	�� � Φ
λ

,k � �!��#�� ��	��� � ��	���$ �������

(gik − vivk) Φ
λ

,k = 0 . ��	�%�

&��� '��� ��	��$ ������ �� ��	�%� Φ
λ

,k = 0$ �	�	$ ���� ���(���� � ��	�)�$ ��	���$ ��	�
� � ��	���	

"�� ���� ��	
�$ ��	�� ��� ��# E � P ����� ������' �� ���������  ��' ���������� ����+��
ξ(x) � Φ(x)	 &� �������� ��	�� � ��	��� �� �!�� ������� ��������#( � ��,���!����( ��������
�������� '�� Φ � ξ�

∂P

∂ξ
ξ
λ

+
(∂P

∂Φ
− ǫsµ

2
s

4π
Φ
)

Φ
λ
= 0 ; ��	�-�

∂(E + P )

∂ξ
ξ
λ

+
∂(E + P )

∂Φ
+ 0 . ��	.)�

/ � �!��$ �� � ������ ��� ' 0��� ������# �� �!�� �� �� �$ �� �!����

Φ
λ
≡L

λ
Φ = 0 ; ��	.��

ξ
λ

≡L
λ
ξ = 0 . ��	..�

1� ����� �� ��	��$ ��	�)�$ ��	�.� � ��	..� � ������

L
λ
E = 0 ; L

λ
P = 0 ; ��	.2�

L
λ
ξ = 0 ; (λ = 1, r) . ��	.
�

/ � �!�� 3� ������� �� � ������ ��� � ������# ��	�-� 4 ��	.)�  ���� �������'$ !���

Φ = Φ(ξ) ; E + P = Const .

&� �
	.��$ �
	..� #������$ !�� 0�� ����3��  ��' ��� ξ = Const$ �� ����� � Φ = Const$ �	�	$ ��'
�� �!��� �� ��� ��	.�� 5 ��	.
�	 6������!����' 3� 0��( �� ��� � � ��(������� ���������� �7&
��� ��3���� �� ' ���������� Gr ���������� 0 ���������	

����� �,�����$ � ���������� 	�
��
���� ����	�
���	����� �������������� ������ ��

�����	�� 
���������
�� ������ 
������ ���� 
 �� ������� ����� �	���	����
� � 
	��

��������� �	���� �
������ � 
	����������� ����	�� 
���� ����	��� �	�������� ��	�����

�������� �
������ ������	



�� ����� ����	
��

�� ��������	
����
� 	������


���� ������	
� ��������� ��� �����

��� ���	
�� �	��		 
��	������
µ

θ
→ ∞. �����

�µ � ���������� �	����� �! θ � ������ ��� � �	� �"�	 � � 
�	
��� � ������� � ����������� $���
�� � ������� �
������ ������� �	� �������� ����! � ������! %�&℄�! �	�	� � ��� ������
�������
�� ����	 ( �������� �����	�	
 ������ �� 
�� %�℄)

f0(x, P ) = χ+(µ−
√

m2
∗
+ p2), �����

�� χ+(z) � ������� *�
�� �� +
m∗ = |m+ qΦ|, ���,�

- .������
� � � �� �����	�	
! q � �� ������ ( ��� �����	�	
! Φ � �	����� � �� ����		
�	��! m � 
 ����� � � �� �����	�	
� / .�	� ���� � � ��	��	�������� ��	��	��� 
�� � 0���

 .������ ���� �������� %�,℄)

εf =
m4

∗

8π2

[

ψ
√

1 + ψ2(1 + 2ψ2)− ln(ψ +
√

1 + ψ2)
]

; ���1�

pf =
m4

∗

24π2

[

ψ
√

1 + ψ2(2ψ2 − 3) + 3 ln(ψ +
√

1 + ψ2)
]

; ���2�

Tf = εf − 3pf =
m4

∗

2π2

[

ψ
√

1 + ψ2 − ln(ψ +
√

1 + ψ2)
]

; �����

εf + pf =
m4

∗

3π2
ψ3
√

1 + ψ2; �����

σ =
q

m∗

Tf =
q ·m3

∗

2π2

[

ψ
√

1 + ψ2 − ln(ψ +
√

1 + ψ2)
]

; ���3�

��
ψ = pF /|m∗| ���&�

- 	��	4���� �����"� $���� � .������
�	� � ���! εf , pf , σ � ��	��	��" .�����! � 
����� �
��	��	��" �� ����		 ( ��� �����	�	
! �		�
����
���	� / � ����
� �� 
����� �� ����		 �	��
� ���	���� �� 
����� � ���
�		 �� ����		 �	�� � � ��	� 5	(	�	
 µ %�℄)

�Φ+ µ2Φ = −4πσ. ����6�

��	��	��" ���� �����	�	
! n! �
�( � � �����"�	� $���� �		��	4����� %�&℄)

n(x) =
p3f
3π2

⇒ pf = (3π2n(x))
1

3 . ������

7 ��� 	5� (	�! ���������0 ψ �	��	 
�� (��" ����( �
 �� ��� � ��	��	��" ���� � ���� 

�	5��
���	� ������� 	����� ! n(x)! � �� ������ �	����� �! Φ(x))

ψ =
(3π2n(x))

1

3

|m+ qΦ| . ������

�����������	 �
� � �℄�
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��
�����
�� ������
�� �� ��

�� �������	���
����� ������ ���
���� �	� �	����� ����	 �������

�������	
� �������
������ �
����
�� ���� ����	
� �	���������� �
�� ��	�������� ��	�

� �
������ �����	�� � �
����������!
" ����
� 
 ��� ����" � �
�
 �����	��� ������ ��
����#
���" �	�����
�� $%&'() $��& *+℄)& - �������� ���	
�
 ��.�	�� ���	
�� �	���	���������#�������
�����
 �	
����� *'/℄)0

ds2 = dt2 − a2(t)(dx2 + dy2 + dz2), $1&')

� ����	�� �� ��
�
��� �	�����
� 2�������� 
���� ��	��0

3
ȧ2

a2
= 8πε; $1&4)

3
ȧ

a
= − ε̇

ε+ P
. $1&�)

- 5��� ���	
��  ���� ��"	����
� �
��� ����
� �	
�
���� ��	���0

∂t
√−gn = 0,

������ � ������ $%&'') �����
� 
���	�� 
������� *+℄0

apF = 6789:. $1&/)

;����� ����� Φ = Φ(t)� �����
� ε = ε(t) p = p(t) 
 ��	����	� ��� �	� 5��	

 # 
������� �����	#
��� ���� � ��	�� ��� �	� 5��	

#
������� 
�������� �
�����
 � ���	�����
������ ���	�����
vi = δi4 
 ���������� 5��	

 εs(t) 
 ������
�� ps(t)0

εs =
1

8π
(Φ̇2 + µ2

sΦ
2); ps =

1

8π
(
1

3
Φ̇2 − µ2

sΦ
2). $1&+)

<
���	���
	�� $1&+) 
 ���������� 	� ������ � $1&�)� ����� �.��
���� � ���� ��� ����������
�	�����
� �������� �������
�� �	�����
� ���� $%&'()� ����	�� � ���	
�� $1&') �	
�
���� �
�0

1

a3
d

dt
(a3

dΦ

dt
) + µ2Φ = −4πσ. $1&�)

=��
� �.	� ��� � �������� �� ��
�
��" �	�����
� ����� ��.	��� �	�����
� ���� $1&�) 
 ��	���

 �	�����
� 2�������� $1&4)� ����	�� � ������ �����
��������
 ���	���
 	���
	��
� $ȧ > 0)
 ��
��� � �
��0

ȧ

a
=

√

8π

3
ε, $1&%)

��
ε = εf + εs

� �����	��� ��������� 5��	

 ��	�
���� 
 �����	��� ����&
;	������ ����
 �� ������ �������
������ �������
� �
����� ��	�������" �����	��

 �	������" ��	�
����& > ��	����
� ��� ���	�����
����
" ���������� $%&/)� $%&+) ����� ��#
���
�� ���������
�0

pf =
1

3
εf − m4

∗

24π2

[

4ψ
√

1 + ψ2 − 3 ln(ψ +
√

1 + ψ2)
]

. $1&1)

?���� ���� ���� ��� ��	����
� � ����	����" ���.��" �	���� ����
 $1&1) ����	
�������� �	

����	
��������" ψ ≥ 0& ;�5���� ����������� ��	��� ��	��������0

0 ≤ pf ≤ 1

3
εf . $1&@)

A����
��� 
 $1&+) ������ ���������
� ��� �����	��� ����0

ps =
1

3
εs −

1

6π
µ2Φ2, $1&'()

������ G = � = c = 1� ��	
� � 
�� ��
	������ � ���������� 	�������



�� ����� ����	
��

����� �	
���� � �� ����
���� ��� ���������� ��
���� ��
���������

ps ≤
1

3
εs. ������

������� ����
� ����������	 
���	��� ��� ��!���#���� κ � ���$��� ������%���� ��&�'
�'���
��� �������� � ��������( !��
��� ����
���

p = κε. ����)�

� 
��'����� ��$����

κ(t) =
1

3
− m4

∗
G(ψ) + 4πµ2Φ2

24π2(εs + εf )
, ����*�

����
G(ψ) = 4ψ

√

1 + ψ2 − 3 ln(ψ +
√

1 + ψ2).

����� �	
���� ��&�� �������� ��� �� �����'���$ ������� ������ ���������� ������%�����

⇒ −1 ≤ κ(t) ≤ 1

3
. ������

����� �	
���� �� ��������������� '���
���� ω �������$ ������+�$ �� ��
�&�����, ��
-
������ � ����
���� ��� 

ω =
aä

ȧ2
= −1

2
(1 + 3κ), ����.�

��'��� ��
���������
−1 ≤ ω ≤ 1. ������

�� �������	� 
������ �
������ �������� ��� ��
	�����	� �����

�	 ����
��� �	���

/������ �
����� ��������� �����
�
������ ������� '
������$ 0$�%��$�� - 1�$�� - ��
����
���)� �3��4� � 	��%������ �'���� �� ��(� 
��'������ ��������� �����$���� ,�
����
� !��,
'
������$ � ��������������� �'��#�$ 
������� � ���
����� � �
���, �����, '
������$� /�-
!���' �� ��������� 
�%���� ������� '
������$ 0$�%��$�� ��
�&���� �� ���
�����������,
��������$ 	�� !���
����
����� � ����+�( !������
��, �����������, �'��#�$� 1�� �����
�� �3���-�3��� ��� !�� ��
�&���� � '����� �����
�� ����� � ��������( �� '���&���� �� �����
�-
��$ ���&���� 1/a4 ���(��� !������
���� �'��#���� �%� ����$ 	��
����
��$ �'��#��
ψ�

m4
∗
=

(

a0p
0
F

aψ

)4

. �5���

0�� ���� �������� ��$�� ����
���#������ ��
�&���� �� ����������'(+�, �����
���,
��������$�

p̃f = a4Pf ; ε̃f = a4εf ; σ̃ = a4σ. �5�)�

6���
���#������ ������������ �'��#�� �� �������� !��
��� ������� � �������� ��
����
�� ���� �����'���� ��������� ��&�� �������� � �����

p̃f =
8

15
e−2ψψ +

2ψ2

3(1 + ψ2)
�5�*�

ε̃f =

(

1− e−2ψ−2ψ2

)(

38
15 + 4

3ψ2 + 8ψ2

15

)

1 + 4ψ2

15

�5���

T̃f =

(

1− e−2ψ−2ψ2

)(

38
15 + 4

3ψ2 + 8ψ2

15

)

1 + 4ψ2

15

− 8

5
e−2ψψ − 2ψ2

1 + ψ2
. �5�.�

7������� ��� ��������� 	��%��� ��������� �'+��������, ��
����
�� ����� �� ��
�-
���
� pf ,m, µ, q� � �������, '����$ �) ����������, '����� Φ(0), Φ̇(0)� 
������
�������
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��
�����
�� ������
�� �� ��

��������	
���� ������ 
�����
���� ������ �	���	 �������	� ��������	� ������� �������� 	�

�	�� �	�� ��	������ ���������� 
	������� �� ��	� ����
����� �������	� !�� ����� " #�����

" ������� �� ����������� %���	"�	����� � ��	������� �������	
����� ������ &'()*+'(,'�

./�

���� �� �������� 	�
�������� ��������� � ����������� �� ����� �	������� �����

������ ��	����� ����� µ = 0, 3� ��	����� ����� µ = 0, 1� ��������� ��	�����
���� � µ = 0, 2� ������� ����� µ = 0, 25� ������� ����� ����� µ = 0, 35�  ��!��

pF = 0, 01; m = 1; q = 0, 3; Φ(0) = 1; Φ̇(0) = 0.

���� �� �������� 	��������"��	��� ��	����� � ����������� �� ����� �	������� �����

������ ��	����� ����� µ = 0, 3� ��	����� ����� µ = 0, 1� ��������� ��	�����
���� � µ = 0, 2� ������� ����� µ = 0, 25� ������� ����� ����� µ = 0, 35�  ��!��

pF = 0, 01; m = 1; q = 0, 3; Φ(0) = 1; Φ̇(0) = 0.



�� ����� ����	
��

���� �� �������� 	�
�������
	��� �
	������ � ����
���
�� �� ��

� 
	�������� �����

��
��� ���	������ ������ µ = 1� ���	������ ������ µ = 1, 2� 
������� ������ µ = 2�


������� ������ ������ µ = 0, 35� �
���� pF = 0, 01; m = 1; q = 0, 3; Φ(0) = 1; Φ̇(0) = 0.

���� �� �������� 	�
�������
	��� �
	������ � ����
���
�� �� ��

� ����������

��
��� ���	������ ������ m = 0 ���	������ ������ m = 0, 001 ����������� ���	������

������ m = 0, 01 �!� "���� ����������� ���	������ ������ m = 0.03 
������� ���	��

������ m = 0, 05 
������� ������ m = 0, 1 
������� ������ ������ m = 1� �
����

pF = 0, 01; µ = 0, 3; q = 1;Φ(0) = 1; Φ̇(0) = 0.

�������� ��	�
��� ������ ��������� 
� �����

�� ������������� ���� � ��������
��

�����
���� ��� ��	�
�� ������������� ������ ����� �
���
��� ��
����
����
��� �������
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�� ������ 
�������� ����� �������	� �� ��
��
�����
�� ������
�� �� ��

���� �� �������� 	�
�������
	��� �
	������� ω ��� pF = 0; m = 1; µ = 0, 001; q → 0�

���� �� ����	
�� �������������� ��������� ω� ��� pF = 0; m = 1; µ = 0, 1; q → 0�

��� �	
��	

����� ����	��
 ����� �������������
 ����
• ��������� ������������� ������ ���	������� ����� 	����� �� ��������������� ����
���� q, µ � m � ����� ������ ��	������	��� ������

•  �!����"� ������ ��������������� ������� � ��������� ������
 � ������� �������
������� ������ �����#� �� ��������� ��	���� ���������

• $���� �� ����" ��	����� �������# ����� ���� ��� �������
 ��� � �����������# �����
����#�� �������#�

• %������� �������� ����#��� � ����� ���#��# � �����	��� −1 ≤ ω ≤ 1&

����� ����	��
 ����#���� �������� '	���������( ���� ��!�� ��������&



�� ����� ����	
��

����������	
�

����� �	
���
�� ��������
� ���� �	�������� ���� �
	����� � ���� ����� �
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