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��� ��������� ������ � � �������� �������� ���"� #��$���� �� ��%&������ ����� '�" ��(
������ ������ ������ #�  %&'�� ) "���"�� � * #����"#������+ ' ���   + �%� "����% � ���(
"&� ������ � % '��� + %������� ,� -��"  "����� � � $& ���)$� �� "���$ '����� #����$&��
%�# �  %������+ %������ � ����" ���"���. � #� ��  ���� % ��� +  ""������� #� �&� + $�����
"���"�� '����� ���$� ������/�� �. ������� �����'�)��� � � % '����� ��&�� � � $� -"# � '�(
�� +  � -�� �� '��� + ���"&� �����  �  "�)� �+�$��� � � " '�����

0�$������� � -��" �"���� ���%������� "���"�� �� ������� ���� � ' ���. &$���������)� +
������/�� �" #����$��� #� ��%"������ ����� �� ���� � �� &1� ����""&��� ���� � ��*���� �
$���� �"� 2����$���� � #��$�$&� + ��� #���%�� &$ � ������� �+�$���� ����*� ��$� ���"&�
-��� "���"�� � �  %������" 3��'��" 4 53������ �� '��� " 46 %�����" � % � � 0�%"�1���
#� ' ��� -��*�. ��������. �������� #�'� ����+7������������ 3*��"��� '�����4 ������� �����
"���"�� � � ��������� ���� % #���%��. '�� -�� "���"�� �� �����������" ����%�" ����� � ��(
�� �� ������ #� ��'��� '���� ���+"����*� � % '����*� " ��. ��. ��� #��$����������.  3�����
�&�$�"��������+4. 3$�*��"��� '��� +4 ���&��&�. ������� ���1� $�#&���)� � %&������ #��$(
������� �. ����*'�� ��" ��"�" ���#� �� �  #�� "�� � ��� + ����������+ ��%$���� � % � ���
���� � '�����  ��������� "�+�� ���

8���� ��*�. ��� ' � ��'��+ "���"�� '��� + ������/�� �.  "�)� + ������� *��"��� '��� �
�"���. $��� 5�  %������� ���#���) &�#�+�6 /��� ���� �� ������� ) � ���"&� ���� ������/�� �
� % �  ������ ���� ����������&)� � "�$�� . � ��" ' ���. ��� '��� �� ���$ � ����+�

������ ��*�� %����� ���$&)� " ����%�"� 0 ��%$��� � #� ��$��� ��� � ���$�� � � * #����"(
#������+ ' ���+ � �������" �� ������/�� �  �#�� � '��� � '���� ������� ����� "���"�� � .
,�" "� -��*�. $��� ������� �# ��� � � ������� ����  $�&+  %������+ ����� �� ���+ #�� ' ���(
��+ ��*���: $�����+  $&�����+ ' ���� 0 ��%$��� 	 � ������� ���#���) $���� %��  #��$��������
#����$&�� ���$�� � �&�$�"��������� #��$*��"��� '����� #����+���� . �$ ��������� ���������
��% � ������� 5$ �$�6 ��&1 � ������� $�� �#��$���� � �$ � � ���+ ����� �� ���+ ��*���� ;$���
1� ���$��� #���� � ��������� $�&"����� 5	<6 �'��� �&�$�"��������� #����+����  #��$��1��
�� * ������� ��� ��� *��"��� '����*� ����%� ��"#������*� ' ��� 5� � $� 3��� '����� #���46�
,�$�����  ����$����� &���� � ��+����� � 5���� ������ 6 &"��1�� � ����"��� ���"�+ ����� �(
� ���+ ��*��� #� #������/ + #������%���� �+ 5������ �  �����1�� �6 	< �'��� � 0 ��%$���
� $��� �������� ���$�� � � $ ������� ������ *��"���  ������� ����+ #����������. ���)'��
��������  ���� ������� ��������+ ������� ���� 5 � ������� ����6 ����� ������ $�#&�� "�+
#������%���� � �$ � � ����������&)� + ��*����
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,�)���� ��"��������
�� � ��������
�� ����� ����-� ����
� � �� ���"���	� ����%�. ���
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��� 1 �����	 
���	�����

��� 1
���	� ��������
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	��	�� ����	� �������� ����-�� ����� �	���� ���
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��� ����	 ��������
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���� ���� 	�)��� 	�	���� ������ �	���� ���0

��� �� ��%
� ������	���� ���		����
�� ����� � ��
��	
��� 6 � ����� ���		����� �����
�#

,�)���	 �	���
���� 	�)���� n = 2p 7��		���� �����
� p

��"��������
�� ����	 1 = 20 8

*�������
�� ����	 2 = 21 9

*�	���
��
� 4 = 22 6

4���
��
� 8 = 23 :

;���� ������ �
��	
�� ����� �����
� ��	���
��
	�#

���� ������	
�	�

*�	���
��
  � ���	�����" )	������
���" �����! 1 ��� �	���	�������" ������ ���	 q = a +
bi+cj+dk � )�� a, b, c, d 1 ��"��������
�� ����	� ������ a ���� �
�%����� ��"��������
�" ���
���
9  ����
� �����	���� � 	����!� ������
� i, j,k 1 ��� �	
�� �
���� ���
���. i2 = j2 = k2 = −1#
��� ��	���
��

�� ���
�� ����������	
� �	��� ��	���	 ��
�%�
��

1i = i1 = i, 1j = j1 = j, 1k = k1 = k, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j;  9!
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�� � ������
�" ����� i, j,k → q1,q2,q3 → qk� )�� �����
�� �	��
���� �
����� ���0

��	�� 
	��
�� j, k, l,m, n... = 1, 2, 3# <�)�	 ��	���
��
 ����)� ���	 ���� ����	 ��	���
�" (a) �
������
�" (bkqk) �	���" q ≡ a+ bkqk� a, bk ∈ R� 	 �	����	 ��
�%�
��  9! 	�����	���� ������

1qk = qk1 = qk, qkql = −δkl + εkljqj ;  6!

���� �� ������������� �
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��� δkl� εjkl� 1 :=0������� *��
����	 � >���0
5�����#
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� ������������ �� %� ��"������ ��� � � ��������
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��
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�� q = a + bkqk  
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�����
� q̄ ≡ a − bkqk� /�
��������� 	�������
�� �� �
����.���� ���+ ����������+�
� ����
 0
�
� � qq̄ = |q|2* ���� ������	�� 	��������� 	
���+ �� �
� � ������"�  
���� 	�������
�
�� |q| = √

qq̄ =
√
a2 + bkbk� #��"�� ������� ��������� ��� 	�������
��& 
'����
%
 ���
��
 �

q−1 = q̄/ |q|2� 1�	� 
'���
 & ��� ���� 	�������
�
� q1 � q2 �
� 
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�& 	�	 � � �
�����  
��� '��+ ����� � ���� (q1/q2)right = q1q̄2/ |q2|2& (q1/q2)left = q̄2q1/ |q2|2�
2��� 	�������
� q ������������ �
'
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��������� �
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������� q1 = a+bkqk � q2 = c+dkqk&

�
 �� 
���������� �
� � �������

|q|2 = |q1q2|2 = (q1q2)(q1q2) = q1q2q̄2q̄1 = q1q̄1q2q̄2 = |q1|2 |q2|2 , �3��

����  
���+ ��
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�� ��  � �����.� 	������
�

(ac−b1d1−b2d2−b3d3)
2+(ad1+cb1+b2d3−b3d2)

2+(ad2+cb2+b3d1−b1d3)
2+(ad3+cb3+b1d2−b2d1)

2 =

= (a2 + b21 + b22 + b23)(c
2 + d21 + d22 + d23). �3'�
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� a = akqk& b = bkqk

ab = akbnqkqn = −akbk + εknmakbnqm
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��	
�� � ������� �	���
���	�����
 ��
���	��� ������	�� ���������	 � 	�� �����
�	�! ������	� 	���������	� �������	� �
�

"
	 �	��� #� 
���� ����	� ����������� ����� �	��� � �����	�
	���� �������	��$ ���	��%
�� ��
��&��� �����'�����
�	������� ��������
� ) ���	��� �������� �����*���
	� ��������&��
��� �����
�	� 
��*������� ����
����
���

���� ������	�
 � ���
��������

+��	�� 
��* 
	��� �	�����* ��,��
��� ����	��%&	* �*����	�� �����	�
	���� #�� ������'
�	%$ ������� ���
�	
�����*� ����������* 	 ���
���	����* �	���� ��&��
��%
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��� ���
����%&	* 
���� �����	�
	���� �� �������	% �������� �� ������%&	�
����� ������
�
�����  �	� �
����
�� ������ �	���� �������� �	��� 	 �	���
���	���� - �	��

���� �
� "
	 ��,��
� 	����� ��*���
 ��	�����	� ��� ��	���	� �	�	����	* �
���
��� �������
���
�� ��	��
� 	* ����
��� 
�� ����� �
� � ����
���* ����
�* "
	 
�	 �	�� �	��� ������
�	��'
%
�� ��� ��	�������&	� 
��� �����	�	��� ������
�� ������
����
.����� �	��� #/0123'560178 9:6;7</� =>07<;512 9:6;7</� 37//?<297/� 6535</�$ @A'�℄ �	�� s =

x · 1 + y · j #	�	 ����
� s = x + jy� ��� x, y ) ���	�������� ���
�	
������ �	���$ �������
����������� �	���� �
���
�� �� ���* ���	���* ��	�	��* 1, j� �� ������
 ����� 	� �	* ��
�
���
�	
������ ��	�	�� 12 = 1� j2 = 1� ��	
�� �
� 1 · j = j · 1 = j�
C	��� "
��� ������
�� �������%
 �����	��
�� ���
�	� ����
�����* ������� ��������'

��* �	���D ������	�� �����
�
	����� �����	�
	���� 	 �	�
�	��
	���� #�� ������	%$ �������	��

��������	� s∗ = x − jy� ��� �	* ����� �������	
� ������� ‖s‖2 ≡ ss∗ = x2 − y2! ������'
��� ���
�����	� 	����� �����		���
�� � EF'��
�	�� G	��������� 	 ���
��
�
��%&	�	 �����'
�������	��	 H������ @�℄� +�	 ‖s‖ = 1 ��� �����* �	��� ����	���
 ������ ������� I����
ejη = cosh η + j sinh η � ��� x = cosh η� η ) ������
� �	������	������� ������
�� J����� ����
���

�
� ���	�	�� ‖s‖ =

√

‖s‖2 #������ ������$ ����
 ��
� �� ���������� ��� ���
�	
������ �	����
� 
���� ����
 ��
� ����� ���%! ��������� �����
 �� ���� �����
 ����
	���
	� �������
������
�����
 ���	���
	 �����* �	���� �����
�	����	 ������ �	��� ����
 ��
� �����
������ ���
���
�� �� EF'�����*���
	 #�������
	$� L���� ��� ����
�* ����������* ���
��� e = (1 + j)/2�
e∗ = (1− j)/2 ��
��������� ee∗ = 0 	 	�����
��
�� eN = e, e∗N = e #N ) ��
�������� �	���$� ��	
����	��%
 ��
��������� ���	� �%��* �����* �	��� s = (x+ y)e+ (x− y)e∗� C	��� s = x+ jy

����
 ��
� �����
������ ����
��� 2×2'��
�	�� s =

(

x y
y x

)

� ��	 "
�� ‖s‖2 = det s� .�����

�����
�����	�� �������� �� �����
�� ��	��
������� "
� 
��� ����
 ������
���� �	���
.������� �	��� #�������	����	� �	���$ d = x · 1 + y · ε #	�	 ����
� d = x + εy� ��� x, y )

���
�	
������ �	���$ @M)NN℄ 
���� �
���
�� �� ���* ��	�	��* 1, ε� ������ 	� ��
���* ) ���
�	'

������ #����������� ������$ 12 = 1� � �
���� ) �	����
��
�� ε2 = 0� ��	
�� �
� 1 ·ε = ε ·1 = ε�
G�����
�� �������* �	��� 
���� ��������
 ���
�	�� ����
������ ����������� �	����D ���'
���	�� �����
�
	����� �����	�
	���� 	 �	�
�	��
	���� #�� ������	%$ �������	�� ��������	�

�	�� d∗ = x − εy� O���� ��������� �	��� ‖d‖2 = d · d∗ = (x + εy)(x − εy) = x2 ��������
 � ���'
�� ��� ���
�	
����� ���
	� �������
������ ����� ��������� �	��� �	�� d = εy 	������
� �
��
��� 	 � ������ �����* �	���� ��	���	
 � �����
� ����
	���
	 	 ���	���
	� J����� ��������
�	��� ������%
 �%����
��� ����
���D �	����
��
��� ��	�	�� ε ����
 ������
�	��
��� ���
���������� ���� ������
�� �
� ��������
 �����
��	
� ����� ��� L����� ����
��� �����		
����� ����� ������	� L��� �������� �	��� � ��	�	��� ����� #x = 1$ ��
� ����� ��� �����'
���	� "�������
� eεy = 1 + εy� �����
����%&� ������� ������ ������� I����� � ��
���
��������
� ′′y′′ 	����
 ���� �������� ������
��� O������� �	��
�� �
� "�������
� �	�� eεt #��� t )
����
��� ������
�$ �����
�� �����
���� ��������	������� ������
�� ���	��������� ���������
�	��� d = x+ εy� ������
�
�� ���
�	� "
��� �����
��� �����
�� 
�������	� eεtd = x+ ε(y+ xt)�
�
� ��������
 �������
� �������� �	��� � ������ ���	��� � �	�	��� - �	
���
��� ��������%
'

�� �����%&	� ����
��	� 2 × 2'��
�	���� �����
�����	� �������* �	��� d↑ =

(

x y
0 x

)

� 	�	

d↓ =

(

x 0
y x

)

! ����
��� �
� "
	 �����
�����	� �� ��	��
������ � ��� 
���� ����
 ������� �	���

O������� �	���
���	����	 @NE)NP℄ ������%
 �	��� �	�� b = x · 1 + yk · qk #	�	 ����
�
b = x + ykqk$� ��� x, yk #��������� 	 ���
����� ��������
�$ ��	�������
 ������
�� ���'



�����������	
���� �������� ����	�	���� ����� �

�������	 
�����  ������� 1,qk ���
����� ����� ��������� ����������� ���� �����������
�� �������� � �!��
����� ��������� ��������������� ����������� � ������!������� ���
��������� ��������� � ����������� ��� �
��� ������������� b̄ = x − ykqk� "� �������
��� ������� �� ��������� ��������������#�� ���������# ����� 
���� ������#�� ����������
��� bb̄ = (x + ykqk)(x − ymqm) = x2 + ykyk� ���!$�  ������ �� �������� ��%�������#��� ��
���������#���� 
������ "��� �� ��%�������#��� 
���� ������������ ��&# ��� ��������	
����������� !������������� � 
�������� ��� ���	 
����� ������� ������� ������ ���� ��
��#��� ��%�������#��� � ������ ��������� 
���' b = ykqk� yk = wk + izk� wkzk = 0� �� �
‖b‖2 = bb̄ = wkwk − zkzk� (�� )���� �� � � �!$�� ���
�� ����� ��
���% ����� �� �� ���
��#�� �������� ����� �� ���# ������������ ������ �!�������� ������������ + ��������$�	
�!��	 !���� ������� 
�� ������������ ������ ���	 ��������	 !������������ ��������
��� �������� ������&���� ������ ���������#�� � �������� ��������#�� �����$�	�� ������ ���
�
�� ,-.℄� (����������� !������������ ��!���� 
��� ���������� � ����$#� ����� (���

pk' qk = −ipk� b =

(

x− iy1 −y3 − iy2
y3 − iy2 x+ iy1

)

� "������� �����#� 
�� ���%��� � ���#��� 
���

��������� ����������� !������������ ������#�� � ��� ,-0℄�
(�����#�� �� �������� � ������� �� �������� ����
����� ����
���� �� ����������� ��

���������� )������� �������� ���������� � ����% �!��� ���������#�� �� !�����

�� �������	�
������� �����
� � ���� �����
����� ������

���� ������	 
���������������	 
����������� ��� � 
��������� �������

(���# ���#  ����� ��������� ��1� ����������� ������	����#�� ��������� �������% gAB

���$������� �% �!����' gBC → gABg
BC = δCA� � �������% �������� xA = {x1, x2}2 ����#

A,B,C... = 1, 2� δAC 3 �1������� 4�������� ���# ����������� �� ��������� �������� 5���%��%
)������ �����	����� ����� ���

ds2 = gABdx
AdxB ; �6�

������ ����� !��# �����������%� �� 
�� ����
�� ���������	 � ������������	 ����
������ �!7����� ��$��������� + �����% ��
�� ���% �����	����� ��� � ����� ��!��# ���
�����
��	 ���� ���#��	 �������� aA, aB ������

gABa
AaB = gABb

AbB = 1, �.�

gABa
AbB = aAbA = aAb

A = 0. �0�

8���������# ����% �����	����� ������ � �����#��% � ��% �� �
�� ����� ��������#� � ���
������% �������% δMN = δMN = δNM !���� �����#�� ���� �������
����% �1��
�%��% ��1�:;;�2
����# � ���� ������� L,M,N... = 1, 2 �������� ���������� �!7����� � �����#��% ����������

8�������� �������� ���������# ������ ����������� ������������ �������� ���� �� ����
&����� ����������� ,-<℄2 )�� �!7���� �������� 2× 2��������� =��	 ������� ���������
��	 �� ��������� ����	 �������� ��� � ���

DA
B ≡ aAgBCb

C = aAbB, �<�

FA
B ≡ bAgBCa

C = bAaB, �>�

��� ����������
�� �� � ���� ������% �.�� �0�� ����� ����% ���� ���� � �����������#� 4�����
����� �<� � �>� ���� ���� ����� �� ���# )�� ������ ���#��������

D2 = DA
BD

B
C = 0, F 2 = FA

BFB
C = 0.

+������ ������������ ���#�������� �<� � �>� �������� ��� ����� 2× 2������� 3 ������
������������ ��������� ���� � �� �������� ����

GA
C ≡ DA

BF
B
C = aAaC , ���

HA
C ≡ FA

BDB
C = bAbC . �-?�



�� ���� ������	


������	 G � H 
��������	� ����� ������	� 
��� � ����	� ���� ������������� �������
������ �� ���� ������ ����� �� 
����� �� �
�� � !���	 "#$� "��$ % �����������	

G2 ≡ GA
BG

B
C = GA

C , "��$

H2 ≡ HA
BHB

C = HA
C . "�&$

'����� ������	 ( � ) ������� ����*������	

GH ≡ GA
BH

B
C = 0, HG ≡ HA

BGB
C = 0.

+���� ������ ����	 �� ��������� ��������
�� ������,�� ���������� ��� " ����	�$ ������-
�����	� � !���� D � F � � ��� "���������	�$ �����������	� � !���� G � H � ����
�����	� �
����� 2× 2-������� /��� �
� �����
��� ��,�	� ������������ �������� ����	 �
���	����
,�

���� ������� 	

���	����� 	����� �	� ������� ������ �	��
��� ��	��

'��
���0�� ������	� ��� ������ "
���� � �����
��$ ����������	� �	0� �����������	� ���-
��� "����� 
� ��$ � ������������ "����� ����� 
� ��$ ����	����
, 
�����������	�� ������-
���
���� � !�������

1����� ��0� ���������������� 
���� � �����
�� ������������� 2���� G � H

E ≡ EA
B ≡ GA

B +HA
B = aAaB + bAbB "�3$

�
�� 
���������, �������� 
���
��� �������

detE = 1, TrE = 2, E2 = E

������,�� ������
����� �� 
 �������� �����
��� 2× 2-������

aAaB + bAbB = δAB → E = 1; "�4$

��� ������ 
�*��
���
, 
 ����
�� ��������� ������� &5-,���� ��� ������� �������� ����	 �
*�������	� �����������

aAaB + bAbB = gAB, aAaB + bAbB = gAB. "�6�$

1 ����������� ��
�������� ���
��
�� �� �� ������� ����� ��� �������� ������	

aMaN + bM bN = δMN . "�6 $

�����
�� G � H

K̃ ≡ K̃A
B ≡ GA

B −HA
B = aAaB − bAbB "�8$

"������ ��� � !����� ��,
���� ����$ �
�� 
���������, �������� 
���
��� �������

det K̃ = −1, TrK̃ = 0, K̃2 = E, K̃E = EK̃ = K̃ "�9$


��������
������ �� K̃ ����� ,��,��
, ��������� ���
���������� ��������� �� ������� �� E:
��� ������ ���,���
, � ��������� 
� 
�����;��� ���
���0��� ������	�� ��� �����,�� ����-
�������� D � F �

2���� D � F

ĨAB ≡ DA
B + FA

B = aAbB + bAaB "�<$

�
�� 
���������, ������� 
� 
���
������ �����*��	�� 
���
���� "�9$ ������	 K̃

det Ĩ = −1, TrĨ = 0, Ĩ2 = E, ĨE = EĨ = Ĩ ,

�� �
�� Ĩ % ����� ��������, �������, �������� ����������;�, 
 �������� E� =����� ���������
������ K̃ � Ĩ� ��-����	�� ��� �� ������������ "����������������$



�����������	
���� �������� ����	�	���� ����� ��

K̃Ĩ = K̃A
B Ĩ

B
C = (aAaB − bAbB)(a

BbC − bBaC) = aAbC − bAaC ≡ JA
C ≡ J, ĨK̃ = −J, ����

�� ��	�
���� ������
�
 ��������� ��
� � 
�����
� ������
� ������
��
��

J ≡ JA
B ≡ DA

B − FA
B = aAbB − bAaB. ����

��
���� ���� ��
������
����� � ����
 �����
��

detJ = 1, TrJ = 0, J2 = −E, JE = EJ = J, JK̃ = −K̃J = −Ĩ , ĨJ = −JĨ = −K̃, ����


 � J ��
� ������ �!������ ��
�"����
���#$�� � �!������� K̃ � Ĩ% �����!��� �����
�� ���"	

���� !�� ��"
���� &����"�����"��� �!���� 

'
�"� ��"
��� �!��� !��!� ������ "��!��
������ "��(�������� �����!�#
 ����# ������	

����� �()�"
��* +
� ������
��
� D � F � ��
�"����
���#$�� ���!� ��(�� ���"
������ �!���	
�� ������� �!����� J � !���
��
������ �!����� K̃ � Ĩ�� � 
�"�� �"������� �!����� E� � "�
����
"����
���#
 ��� ��
������ 

,����� ������
�� �()�"
�� !��
�
���� !�� ���
������ (����� �#(�� �� ������������ ��-�
�������
���� ��&�(� .���� !���
��
����� ����� / �!����� E% (���� "�����"��� ����� /
�!����� E � J % (���� !������ ����� / �!����� E � D ���� F �% (���� !����� ����� / �!����� E
� Ĩ ���� K̃� 0�"����� ���� 1��!�����
�2 �!����� ��3� � ��4� 
�"� �
�(� ��"�����"�� ��!�
����"�
� ����� �������!���� ��"
���� �!���� !����� 
��
�# �!����� �� ���"�� ��#� �
 � �(��
�

���!��� 
� �������
�� (���� "��
�������� �� (�"��
���������  

1 ≡ E, q1 ≡ −iĨ ≡ I, q2 ≡ J, q3 ≡ iK̃ ≡ K. ����

'� ��-����������&� ���!��
*

� 5�� �!����� �"������ �������
���� ��&�(� �� 
�� ����� 
�� ��"�#��
������ ��&�

������
����
��� "�" �������!��� ����
�������� ��� 1(���� ���!����
�����2 �()�"
�� /
��"
���� !��!�� ����!���#$�� �����
�� ��"������ �(���
� ��7	����"�� ��"�
���� �(�������
��������
� 
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� �����
�� �� ��"������ &��!"��
�� ��+
���
����� ��
����� ���!�
������� ��&�(������"� �!���� (��"������ 
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�� ����
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����� �� (���-�&� �(��"������&�� ����� �7	����"�
�()�!������ 
�"� ����" ����� ������
����
� "�" ��"�� 1������� +"���2 

���� �����	
��
� ���	��
� ����	� � ���� ����
����

0������� ���!�
�� �
� ���������� ��-� ���
��-���� ��"�
���� �(����� ������� �� ���"	

������� 
������� 
����� ��
��� B
� 
������ �
����!��
 ��� � ��������� =��℄�� �
� �#(�# �(	
��
���# ��
���� � ��"��
���� ��(�
������� ���������� ����� �������
� �� �!����
��
���
��
�����	����"
����� "�+�������
��� ��� "�
��� ����#
�� ��(�
������ ��������� � ����"	

��� ��
� ������ �������!���� +�����
�� ��"�
���&� (�	��
�&�������&� (����� @����� 
�"�&�
���������� / ��������� !�� �!����� q3� ���!�#$�� �� ������ ��3� � ����

q3|AB = iaAaB − ibAbB = iGA
B − iHA

B ; ��9�



�� ���� ������	


����� �	
���  ����� ����������� ����� q3 � �������������� �����	� aA, bB  �������	� aA, bB
�
��� ����������� ���
 +i ���� a�  −i ���� b�� 
 GA

B, H
A
B � �	�����	��

� �	��� ���	���� �������� ��� �	���	
���
�� ������ �����	��! ����

q′
k′ ≡ SqkS

−1, ��"�

��� S � ������	
� 2 × 2#$
�	�
 ���$������� ����	� � ����%� ����	�� � ��$�������� ���
��
�� �$����� �
����! ������&�� 
����	�� �
�	$�	� �
���
 ���� ��
��	�
� ����
 �	 '��$ ��
�$�������� (�� detS = 1� �� S ∈ SL(2, C)� ���� �
��� �$��)��� 
����	� ��	$#��
	
���� ����#
������� ����	�� �	���� SL(2, C)� 	�
���*%� ����%����� ����	��� ���	
)���� �����	���
������
������� ��� �����	��� ����� ���� �	���	
���
��$ ������ ��"� $���� ���� ������#
�� � ���� ������ �
�	$�	� � q3� +���
� ����
��� ���	 $
�	�� ��� �����	��� �����
$�*� ���
����� ����������� ���
 ±i � ��� ����� �	���	��, �	 '��$ ����������� �����
�	�������! ���� ����*��� ��� ��$ ��$��
��$ ����������! ����� �!���� �����
-�.℄� 0��� �
��� � �
������� ��	
)
�� �� ��������������� ��� �	���	
���
�� ��"� �
$� ��
���
#
���� �	�������$� 
 �
����$ �������� �	���	
���
�� �����	�� �
��� �	����
���*%� ���� 
SL(2, C)#����	� �� 1���� �	���2 34#�	���	
����
� ��� ���
��� ��� ��� �����
*� �����	�
qk�� 5���� �����	����� ����	��* �		��� �
��  ��� ��	�%��� �
���� &! �
��� �������
��	� � � ����$ $
�	���$ �����
����$� ��������$ �� �4#�������

aA → ψ+, aA → ϕ+, bA → ψ−, bA → ϕ−, ��6
�

���
��	 ������� 172 � 1�2 ��
���
�� ��
� ������������ ���
 +i � −i� +���
 ������
��	$	��� �6�  �	�����
������ �8� �����	�� �
�� �	��	��
*� ��

ϕ±ψ± = 1, ϕ∓ψ± = ϕ±ψ∓ = 0, ��6��

������������  ��$��������� $
�	�� ��	������
�
*��� �
�

N+ ≡ D = ψ+ϕ−, N− ≡ F = ψ−ϕ+, C+ ≡ G = ψ+ϕ+, C− ≡ H = ψ−ϕ−,


 $
�	���� ����� ���� ��	�����
*��� �����*%$ ��	
��$

1 = C+ + C− = ψ+ϕ+ + ψ−ϕ−, ��8
�

q1 = −i(N+ +N−) = −i(ψ+ϕ− + ψ−ϕ+), ��8��

q2 = N+ −N− = ψ+ϕ− − ψ−ϕ+, ��8��

q3 = i(C+ − C−) = i(ψ+ϕ+ − ψ−ϕ−). ��8��

9������� ��� �
����� �	���	
���
�� ����	�� ��
��
���� � ����! �����
����!�

ψ′± = Sψ±, ϕ′± = ϕ±S−1, ��:�

�	 ����� ������&�� ��8� $��� ���$ ��������$ �	���	
���
�� ������ ��"��

���� �����	
��� �
�
�	� � ���� �����
������ 	��� � ����	��� ����
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����� 
����	
����! ���� �
�
$
�	���! ������ ����
������! � �����	�� �
��� �������*� ��	��� ����� ���
����� ��#
	
�� �
)� �������! ������ 9������ ��*��	
�� ���)� $����� ��$��������� ���
 �
$
�	��� ��	$�

z ≡ x+ yq3 = x(ψ+ϕ+ + ψ−ϕ−) + iy(ψ+ϕ+ − ψ−ϕ−) = reiαC+ + re−iαC−, ��;�

��� r =
√

x2 + y2� tanα = y/x, $�$
� ����
 �	����
����
 ����� �����	�$ q3� �� '�� $�)�� ����
�*�
� � ���� qk� �� �
)�
� �
�
� ����
 ������
�� 	
���)��� ��
 ��8��� ������&���
��;� ���
���
��� ��� � $
�	��� ��	$� ���� z ����	)� �����	�$���� ������	�� ��$��������



�����������	
���� �������� ����	�	���� ����� ��

����� � �	
 ����������� ��� ��	������� ����������� �� ��
� ��	�������� ���������� ����
������	��� ���������	� C+ � C−� �������������� ������������� ��
� ��
�
�  ���� �����! �"
���� ���������!� ����������� ����
��	 r� ���� ����� ������� ������ ����� �� 
��� α ���������
����� ��������	 ������� �� 
��� −α�
#��	 ���!����	 ������ 
����������� 	����� ����������! ����� $%&℄� �	�()�! ��� ������

����� �"��	�� ���������
����� �*��������� ������� 	��
� ���)���� +�" ��������� �� ���
����������� ���� ����)��� � ��������! ,���������! ������ -��� � ���! ����� �����������
������ ������ ���������� ���������� ���! � �����������	 �� ��������� �� ��������� C+ � C−

��"
���"��
(�� � ���� ������� �������� ψ+ � ψ−�
.��	 /�� ��"����	0 �+��"�	 ��	��������� ����� /%10 ����� ��+������� ���� ���! ������

�����! ������ ����� �" �������� �	� ����
 r� ����� ���+���� �����	 /���� ����� 3����
"�
$%�℄0� 
��"���()�	 ��"
±α� ���� ���������� ����
�� ����� �� "������	��� ��	� ��!������������
�������

���� �

4 ������	 ��
��� 
��	��
������ ��	��������� ����� ������� ���������! ���� 	���� �����
,��������� � ������!*�	 ��"���	 ����+��"������	 �������� ���� ����+��"����� /%50

ψ′± = e±iαψ±, ϕ′± = e∓iαϕ±; /%60

� ���	 ��
��� �7������� q3 ���*�� �� �"	������ ����� ��� ��������� ��� ������� ����! ������
q′
k� �������	�� �� ���	
��	 /%8+0 � /%8�0� ����������(�� ����
� q3 �� 
��� 2α� 3������
����� /%60 �� �"	���� �������
( ����
 �� ��������� �� 
 ������� �" ��� ��� ���	 ��"������ �
��!����������� � 	��	� �������()��

ψ′± = (cosα± i sinα)ψ±, /�&0

���� 	���� �������� � ��!����������! � 	��	�! ���)������ �������()�� %7���!�
� ."	����
��� 
��� �������� �������� � �������������(� ����! ���)���� � ��
�
( ��� �"	������ ��"��
3��,��� ������ ��������	
 %7���!��� �������� �� ��+�(���	� ��� �7����������������	 �����
�����	 ����� ���)���� ������������! ������ q′

k �� ���!��! 
����
9� �
)���������� %7���!�� � �� �������	���������� ���+������� ���"���(�� �	���	����

����� "�	����	�� �� ���� ����	�������� ��*� ����,�������� ����+�� 3��	���	 ��
��� ����
���	��� ����+��"������ �������� ������

���� ������	��
 �����
��
 	
�����
� �����
��� � ���������� ���
��

3
��� 	��,�()� %7���!�� � +�"���	 /%60 ����������� ����� ������	��	
 ��������(

ψ′′± ≡ σψ′ = σe±iαψ±, ϕ′′± ≡ σϕ′ = σe∓iαϕ±, /��0



�� ���� ������	


��� ���	
���� ���
�� � ����
��
������ ����� σ ∈ R � �
������ �
 ���� � ������� � �����
� ��!����  ������"!�� #� ���� ������ �����
� ���#�������

λ ≡ σeiα, $%&'


���� λ∗ = σe−iα � ψ′′+ = λψ+� ψ′′− = λ∗ψ−� ϕ′′+ = λ∗ϕ+� ϕ′′− = λϕ−�
���
�� ������ ��#��� $%�'  �( ��)���� ��
��������� ϕ′′∓ψ′′± = ϕ′′±ψ′′∓ = 0� �� �)� ��

�������

ϕ′′±ψ′′± = λλ∗ = σ2. $%%'

*������#������ $%�'�  � ��
�� �����
 ��
�������� �����
+ �����
�� ϕ′′± � ���
�� ψ′′± �����
�� ����"
�� �#������ ��,��
���� -������ �����
� $%%' ���#���
�� �� �����
��� ��,��
�� $&.'+
��� �� ����"
�� ��������� �������
���� ������� �� ������

ψ′′+ϕ′′+ + ψ′′−ϕ′′− = σ2 �= 1, i(ψ′′+ϕ′′+ − ψ′′−ϕ′′−) = σ2q3 �= q3.

/�����  �� 
���� ����	���� ��
�������� �����
� ��#����  ��������
�� 0 ��������
����(
���  ���	��
��"!��1 �������� $&.'� ��
� ��#��)���
� �������
� ������  ������
��� ��������
����
����� �������� 0����)���"!���1 �����
� 2���� �������� ���)�
 #������ �������#�"!���
����������� ��� ���
���
��  ���
����
����

*��
� ����
�� ���
���
��� 3(������ ���������  ���
����
�� P � ��������
��� ξΛ � ����
�(
�� ��������  �����
� θ4 ������� θ� ξΛ ��#��#����� 
��� �� �#����"
�� � ��#������� ���(
������ 5  ��
� ���
�� $%&' ��
� ������� λ(θ, ξΛ)� 
����� �
� �����"!�� ��
�����  � ��,��� VΛ

����
 �������� $����������' #�������

f ≡
∫

VΛ

λλ∗dVΛ = 1. $%�'

2���� ���  ���
����
��� P ��
�������� �����
 ��#����  ��������
� 0����)����
��1� � ��
��#��� $%�' ���
���
�� �����"!�� &6(������ ��)��  ��
���
� �������������� ������

I ′′ = f(ψ′+ϕ′+ + ψ′−ϕ′−) = I, $%7�'

q′′
1 = −if(ψ′+ϕ′− + ψ′−ϕ′+) = (cos 2α)q1 + (sin 2α)q2, $%7�'

q′′
2 = f(ψ′+ϕ′− + ψ′−ϕ′+) = −(sin 2α)q1 + (cos 2α)q2, $%7�'

q′′
3 = if(ψ′+ϕ′+ − ψ′−ϕ′−) = q3. $%7�'

*�� 8
�� 0���	��1 ������ $%7' ����
��� ���������  �������� � ��#���
�
�  ������#���(
��� $&9'+ ��������� � ���
����� q3 ������ �� �#����"
�� $��
� ����� &6(������  ��������
��
��#�����  ������#�����"'� � ���
�� q′′

1 � q′′
2 � %6( ���
����
��  ���������"
�� ������ q3 ��

������� ����� /������ ������ $%7' ��
�"
�� ���������  �����
�� θ4 ��)�� ����)�
� �������
�
��������
� ������ $%7' $ � ��
�� � �
��������
� ������' � ����� #������� 8
���  �����
��

∂f/∂θ ≡ ∂θf = 0. $%.'

� ���� 
����� :
���� 8
� ��������  ���������� � ����������� $%�' �����
�� � ��������(
��������� ��������" 
� � ��������� ����#�����
�

∂θ(λλ
∗) + ∂Λ(λλ

∗kΛ) = 0, $%;'

��� kΛ � ����
��� 3(����� ���
�� 0��� ���
�������1 &6(������� ��
��� ��)�
 �
� #����
��#������ � �������� <������ �
��������
� ������ $%;'� 0��#�����1 ����  � ����� ����
  �����
�
��	���� � ���� �#���
�� #������ ��#����

=���� �
��
 �����
� ���� ��!��
������ #��������� 0=������� ��#���1  ����
� ���
�
� ��
�(
��
������� ���
��	�����  �������� 8� �������� ��� 8����
������ � � ����"!�� �����
�� �
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�������	� �	�	���	� ���	�	�� ��� ����	��� ����������� � �������������� �� ����� �� �	 ���
�� ��	���� ��	� ���	�	�� 	� �����	������ ��� 	������	� ����	���	 ��!�� ���	�" � 	������
�	� ��� �� �������������� ��	�� #������� �	����!� �"��$� %�� �������� ��&�� ��'	��	����
��!����� ����	'	���� 	��� �(���� ��" ��	��	" �	�	���	� #!������	���	�$ ���� ������ ���
�(���� ����������	� � ����!������	����� ���������	� )��	��* �� ������� �������"��" ���
)����� ����������* 	� ��	�� �	�	����!� �	��� +�� ��������� ��� ��������� )������ �	�	�	*�
���	����� � ���������� ��" ����������" )!������	�����* ������� #���"����� ���������
	�	 ���������$� ��!(� ��� ���,� ����������� � �	�� ��'	�	���	� ����!������	���	� ��
����&��	�� - �����(�.�� ������ �(��� ����������	������� ��� ���	� ����������	" ����&�
	������ 	 	��� �(��" ��" ���	���	�/ ������ � 	�( ���!� ���	�	����!� #�� �������	���
��!	����!�$ ���	��,���	"� ��	 �������� 	���������'	����� ��,���	�

0���� �( � ��� ���&�� �(��� (������ ��	���	� 	 ����������( �����	��	� �	�	���	�
��������������� � �������	���(� ��� �����!� 	�������	" ���(�� �����	� �����	" � !���
����	���	� ������� ��1������ ����������� � ��	 ��	��	"�

�� �������	
 ������	����� ����������

+��	�	�� ������	" ���������� �����	��� ��" ��	��	" �	�	����!� ���������� ���(�	��
��.��� ��!	����� ��������	�  ������	�� �������	����� ��������" ��	��� ������� qk !������
�	���	 ���	�������� ��������	��������( ��������(� +��� ����� (����������� ���	� �����
	 	��� �������� 3�������� � (������	"� ��������	���	�	� ���� �� (�	� ����,��	�� ����
��!� )�	�	����!� ������*� �����(,����!� � ���� !	������������� �	��� 4����� ����� �����
�55 ��� �����	�� 	�(���	" �������� �������	����� ������� 	 ��	������� 	�	 ��������� ��
�����!	���� � 0�����	� ��"�	���	" �������	� ��� ��� ���� ������� �� �� ������������ 677℄�

���� �����	
�� �	��	�����
�� �����	
��

�� ���
��

����,�� ������� � ��� !�(��� SL(2, C) ������������	� �����	" #79$� �����"�.�" �����
	����	������ ������ (���,��	" #7$ 	 �����(�.�"� �� (.���(� �� 7��������� �	���� #7:$�
	���� ��� ��������� �����!� !�(��( SO(3, C)� �������� ������� (� (�	���(�"���� ����!��
��� ��� 3× 3�����	'� Ok′n� �����(�.	� ������������� �� �������(� ��	��(

qk′ ≡ Ok′nqn. #�;$

<�	 ��������� ����	'� Ok′n �����	��� ���� �� ������������	� #�;$ �� ������� ��������
��� ������� ������ qk� ��	 ��������� ��	���� �� ������� = !	������	���	�� #���" ��	�	'�
qk′ � (���������"" �����( #7$� ��� �� ������ �����" �������	�����	$� ������� ��	��
��� ����
��� ��������� ��	���� ����	���� ����(! ������� q3 �� (!�� γ ����	�(��" ����	'�� Ok′n ≡ Oγ

3 �
���������� ������� ������ ���������� ����(���	 #���$ 	 #���$ #� ������ �(��� γ = 2α$� 0���
	���� ��" ����	'� Ok′n �� ���	������	� ����	' ������ ��������� ����(! ����	���� ��������
��	����

0�	 ���	���	"�� �"������  !������	�� �����1������ ��������� ������������	" #�;$ ����
���������" (������ �	������ ������������	� #79$� >��� ������	��" ������  �����������	
ak � ��������� ������ qk� ��!�� �����	� � ��� ��������������	�� a ≡ akqk �����	����	�����
����	��� �� ������������	� �	�� #�;$  ��������	����� ������������

a = akqk = ak′qk′ , #�?$

����� �( ak = On′kan′ 	 On′kOn′m = δkn� �������� #�?$� � ������	� ������"�� ���	�"� 
���������� ������� � ����� �������� �������� � ���,� � ��	���'	�� ��� #� ������ �(��� =
��� �� ���.��.	�"$ 	����� ������� ��	 	������ ���������� � ����� ������ 	 ����	'�
���������

A�" ������������	� !�(��� SO(3, C)  ����������	 ����������	 �����&��	� #�?$ �� ���
����"��"� ��	 ���������� ������� �����	��� �� #���� ��	 a = �������	��$� �� �	�	���	 ����
�	���	 ���������" (���	" �����	����	������	 ��1������ ��	�����,�.	� ���,���( ����
������ �	�������	���� z = (ak + ibk)qk = a+ ib  �������"���� )������*

‖z‖2 = zz̄ = (an + ibn)(an + ibn) = a2 − b2. #95$
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�� ����	
��� ���� �������� ��	 
���	�� a  b 	��	�	������ ���� ������  ��� 	��	�	�����	����
�	����	� �� ��
�� 	� 
��	�� ������

ak′bk′ = anOnk′bmOmk′ = δmnanbm = 0.

�	��	 � ��� !	��� 	�"�	�� 	�� 
���	� �����  	#�	 ��!��
�� 
�	�� 	��	$ � �	���
%
��&"'� ��!� ��� q1 ( 
�	��  � 	$ ���� b� �	��� z = ib1q1 + a2q2 + a3q3�  ���	
� �	� %
�
������	�� z 	�	���#����� ��
����
	 

z = ib1q1 + a2q2 + a3q3 = ib1′q1′ + a2′q2′ + a3′q3′ . ����

*�������$ ����� !	����
��� �+,,℄� ���.����� ��	 
���	� z 	������� �	� %�
������ 
 � ��%
�� �		��	/��� ���� 	��	������	  �	#���
� ���' !��	����	
��$�  ���0� �	�	��' !������
%
��&� �	�	$ ��  � !�	���' !	
	�	�	
� 
�!	���� �' 
 !�	�
	���	 !	������ �	 !	
	�	�	
 ��
��$��
������$ ��	� 	��	������	 1 � 	$ 	�2 ������ q1�  !	
	�	�	
 ��  � �$ 1��	�2 	��	%
������	 1
�"���
���	$ 	�2 ������ q2 � q3�. 3 ��������' 
�/� 	�	�������' ���� !	
	�	��
�		�
����
���	 ������&���  ���0�  Oγ

1 � O
iη
2 � Oiχ

3 � �&�	� ' !�	�
����� ���#� !������
 	
 ���0�$ !�	��	�	 !	
	�	��.

4��� 
��'  ���0 ���	�	 �!� ���� �	#����
����$ 	!����	��  ��� ��#�	$  ���0� 	��	����%
�	 	!���������� 	�������� ����	
������	�  �	#���
	 
��' ���'  ���0 	������� ���!!�SO(1, 2) ⊂
SL(2, C).

5�� 
 ���	 %��	 ��!��� �
����� �	 !	����� 
���	�� z� �	 � !	 	"�& ���	
� ���� ����	

������ ��	 !�	��0 �� �&�	� ��!��
����� ������	� !	
	�	�	 �'	��	�	 ��!���  ���0�$
SO(1, 2). 6����� !�	��0� !�	�
	���	�	 
���	��%�
�����	�� �� ��
�����	��� a �� ��!��
%
����� ������	� 	��	$ � ���0 ����� qk�  	#�� ���� 
������� ���#� � !	 	"�& �	���
����'
����0$ [ϕ±

(k), ψ
±
(k)] ��	$ ���0� !	 !��
��

ak ≡ 〈a〉k = ∓iϕ±
(k)aψ

±
(k).

4�	� ���#� ��!	 ���� ��	 ���!!� 	���#��$ SL(2, C) �
�#�� �����
��� ���!!� 
��"��$
SO(3, C)7 �		��	/���  �#�� �		�
����
�&"   ���0�  �
����� �+,,℄� ���.�8�

Ok′n = −1

2
Tr(SqkS

−1qn), Ok′n ∈ SO(3, C), S ∈ SL(2, C),

S =
1

2

√

1 +Om′m − Ok′n

2
√
1 +Om′m

εknjqj .

��
������� 
 ����	 ������� �
����� 
 ������$/� ����� �!	���	
��� !� �	� ���	
��
�
�����	��	$ 
��� ��	� 	��	������	��.

���� �������	
����	�� ����� � �����	��		�� ������	���

6
�����	���� 
�����  	��� ���� �	����	��	 �����  ����0�  !��� ���	
. 9#� ���%
� 	����� �������0������ �		��	/��� ��� 
���	�	
 �
�����	��	$ ������ !��� ���� �	�	%
�	$ Φξ ������ ξ ( �	 �� !��� ����� ��� !�	��	�� ����&��� ��$��
������  !��� ����  +,:℄.
;���� !���"��� ��!��� qk 
���#�&��� ����� ��  
���	�� ��	�	 ��!��� � �	���0���� 

��"��� ( �	���
���	$ �
���	�� ω

dqk(Φ) = ωξknqndΦξ. ��,�

<�� �
���	��� ����  ������ !	 
���	��� ������ � ���	 �� �	 !	���� 	!���������� !	

�	� ��� N = Gp(p−1)
2 = 3G� ��� G ( ���	 !��� ���	
� p = 3 ( ���	 
���	�	
.

�� ���
���� ��,� 	!���������� !�	�
	���� 
���	�� ��!��� !	 !��� ����

∂

∂Φξ

qk(Φ) ≡ ∂ξqk(Φ) = ωξknqn. ��:��



�����������	
���� �������� ����	�	���� ����� ��

������� 	�
 ��������
 ����������� ��
������ ����� �������� � ���� ��������� ��� �����
����� ������ ωξkn = ∓iϕ±

(n)(∂ξqk)ψ
±
(n) ≡ ∓i 〈∂ξqk〉±n  � �������� ωξkn = ∓i

〈

S−1∂ξSqk̃ − qk̃S
−1∂ξS

〉±

ñ
 qk = S(Φ)qk̃S

−1(Φ) qk̃ = const � ������ ��������!� �������� ωξkm = ∂ξOkñOmñ qk = Okp′qp′  qk ≡ Okñqñ"

#����	�$$ ������� �	���� ������������ 	�
 �����������
 ����������������� ������� ��
��
�����

ωξkm = Okp′Omn′ωξp′n′ +Omp′∂ξOkp′ ; %&'�(

������ �����	��!� ���!����!� � ������� %&'�( ���	����������� �� ��
������ �� 
��
���
 ����
�����"

)��������������� ������*���
 ��������� ������������ �	���� ������ ���	
 ���
��� ����

�����	� ��
���������	� �����
���
 + ����!� ',������������� U3 �� �������� 	���������
������� � ����������� ��� ������������ � ������������$ ������� ���������
 �������������
����	�" -���� ������� ���	�
 ���� U3 ����������
 ����	���������� � ������ ����	� qk 
��� .��� ��	��� ������� Φξ(y

a) ��
����$/�� ���������$ ����	� �� ������
�� %!���������( 
����/� !����
 ������������� ����	���� 	����� ���� ya"

#����������� U3 ��	�� �������
 	�������� !��	���0 � ��/�� ����� ��� ����� ���� �������
��� �� � ���	�� �!� ���� ����� ��������� ������� ����������� ������������ T (U3) ����	�����
������!� xn ��
���� � ����	������� ya ��������� ������*����� ���� ��.��������� 1���

dxk = gkady
a, gkag

A
n = δkn, gkag

b
k = δba.

2������ ������������ T (U3) � 	����� ����� ���� 3����
���� �������	����4 ��������� ����
���������� �	���� gkl ≡ qkql = −δkl+εkljqj %���� 354 	��������� ���� 	����!����
 ����
�����
����������
(" 6�� ������� ����������� � 
��
���
 ������������0 �� ��� ����	��� ���������
��� ���������� ���������� ������� 	��� ����� ������ �� ������ ��� �� �����	��� ��	�����
����� ����� ����������� �� �� ������� �������� 

gkngkm = (−δkn + εknjqj)(−δkm + εkmlql) = −δnm + εnmjqj = gnm.

������������� �������������� ������������� ����������� ��������� �������$��
 � �����
������� ������������ � ������� ��	����
 ������� �����������!� ������� Bn

dpBn = −ΩjknBkdxj ,

!	� Ωjkn = Φjkn+ωjkn+σjkn + �������
 ��
������ T (U3) ���$�$/�
 ������ ��.���������
���/���
 ��� Φjkn = gan∇jgka ������$/�� ������������� �������� ����	������� ����� �
U3 ����������$ ��
������ ωjkn � �������� ������������ ���!����� σjkn0 ��� .�� !������������
��9���� �������������� � 	��� �����	��� ��	�����" :��� ������ ����	����� �����������$
�������	��$ � �������� ��
������$ DjBn ≡ ∂jBn +BkΩjkn �� ����������
 �� ������������

����	� � ����� � ������� gkl �� �����
��� ������������ .��� �������	���

Djqn = ∂jqn + qkΩjkn = qk(Φjkn + σjkn).

; ��
�� � .��� ����� ����� ��
������

σ̂jkn ≡ Φjkn + σjkn

����� ������������� ��� ������������$ ������������ �����	�$/�$ ����	� �����*��� 	��
������������ ������� � ���� �� ���������� �� ����������� ��
������$" )���� �� ���������
�����	��� �� ������ ��������� ��������� %<������( ����	��
���
 ����������������� ��������
������� ��
������ � ������
 	����!� ������������ � ������ ��������
 ��������� ������
$�
���������� ��	 ������� ��������

Rkmij = ∂iΩjkm − ∂jΩikm +ΩjknΩinm − ΩiknΩjnm.
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�� �� 	 ��������� ����� ��
���� ���������� ���������� ������ �����	�

�� �	���

���� ωjkn� �������	�

� ���������� 	 
���� ��� �� 	 ����� ���	��
� �������� �� � 
�����
������� �����	������! ���������
�� 	����
�� ��� � ���� �	����
��

�� 
������
����
Rkmij =

ΦRkmij +
QRkmij � ���

ΦRkmij = D̂iΦjkm − D̂jΦikm +ΦjknΦinm − ΦiknΦjnm;

����� ��	����
�
�� $����	��
�� ��
�������
� $��
�% �	����
��

�% �	��
�����

QRkmij = D̃iσjkm − D̃jσikm + σjknσinm − σiknσjnm; &''(

����� ��	����
�
�� $����	��
�� ��
�������
� �����	�

�% �	��
����)
*�����

�� 	� � �	���
�� � ��$�����$����
�+ ����+ �������
� ��� $������	��
�� �����

��������% ,����� �����
��- ����% ����� ��������+ ����
�	 � ����
� �
�%) . 
�+ / 	 ������
���+ $���������+ ��

��� ������

������ �����
����
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