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� ��℄ !" #$%&' ()&#)* +*%*#'* ,+$-#*#'. �#/$��'&&0$ 1&2 !*3+'4' -'1$

ψ = −e2νdt2 + e2λdr2 + e2µ(dθ2 + σ2 (θ) dϕ2), 56��7

/1* λ, µ, ν � �,#49'' 3)&:4) )3 r ' t, $ �,#49'2 σ (θ) , ,1)-&*3-)+2*3 ,+$-#*#';

d2σ

dθ2
= −κσ, κ = const. 56�	7

�3) ,0&)-'* )<#$=$*3> =3) ?'#$+#$2 4-$1+$3'=#$2 �)+!$ dθ2+σ2 (θ) dϕ2 '!**3 ()03)2##,; /$,00)�
-, 4+'-'<#,> +$-#,; κ. �)04)&:4, !*3+'4$ !#)/))?+$<'2 4)#�)+!#). 0-2<#)03' )(+*1*&*#$ &'%:
0 3)=#)03:; 1) !#)@'3*&2> !)@#) ,(+)03'3: 4-$1+$3'=#,; �)+!, 56��7> ()1*&'- ** #$ )1'# '<
4)A��'9'*#3)- e2ν , e2λ '&' e2µ. �1)?#** -0*/) '<?$-'3:02 )3 e2µ, 3�4� - '3)/* ()&,=$*302 (+2!$2
0,!!$ 1-,B ?'#$+#"B 4-$1+$3'=#"B �)+!

ψ =
(

−e2νdt2 + e2λdr2
)

+ (dθ2 + σ2 (θ) dϕ2), 56�C7

()0&*1#22 '< 4)3)+"B '!**3 ()03)2##,; /$,00)-, 4+'-'<#, κ.

�$4 '<-*03#) �	> 0� ��C℄> ?'#$+#,; 4-$1+$3'=#,; �)+!, -0*/1$ !)@#) (+'-*03' (,3*! <$!*#"
&)4$&:#"B 4))+1'#$3 4 -'1, −dt2 + e2λdr2, $ 3$4@* 4 -'1, −e2νdt2 + dr2. �)A3)!, !*3+'4$ 56��7
-0*/1$ (+'-)1'!$ 4$4 4 (*+-)!, 4$#)#'=*04)!, -'1,

ψ = −dt2 + e2λdr2 + dθ2 + σ2 (θ) dϕ2, 56��7

3$4 ' 4) -3)+)!,
ψ = −e2νdt2 + dr2 + dθ2 + σ2 (θ) dϕ2. 56��7

�4$<"-$*302> =3) ' (+' #$&'='' A&*43+)!$/#'3#)/) ()&2> <$-'02D*/) - #*/)&)#)!#)! ?$<'0* 3)&:�
4) )3 1-,B (*+*!*##"B r ' t, 1&2 )?)'B 4$#)#'=*04'B -'1)- (+' dσ

dθ
1
σ

�= const ,+$-#*#'2 �#/$�
�'&&0$ +*%$;302 - 4)#*=#)! -'1* 0 ()!)D:; A&&'(3'=*04). �,#49'' �*.*+%3+$00$ ℘�

�������������� �+,#*- - +$?)3$B �C�E℄ '0()&:<)-$& #$%* +*%*#'* ,+$-#*#'. �#/$��'&&0$ 1&2
9*#3+$&:#)�0'!!*3+'=*04). !*3+'4' 1&2 !)1*&'+)-$#'2 /*)!*3+'' (+)03+$#03-$�-+*!*#' -#,3+'
$1+)#)-� �+' A3)! )# ?"& -"#,@1*# (+'1,!"-$3: !*B$#'<! -)<#'4#)-*#'2 A&*43+)!$/#'3#)/)
()&2 - '0B)1#). +*%*34*> 4)3)+$2 #* 0)1*+@'3 A&*43+)!$/#'3#)/) ()&2� $03)2D$2 +$?)3$ ()4$�
<"-$*3> =3) - ()1)?#)! !*B$#'<!* #*3 #*)?B)1'!)03'> 3�4� ,+$-#*#'2 �#/$��'&&0$ 1&2 9*#3+$&:#)�
0'!!*3+'=*04). !*3+'4' 1)(,04$;3 +*%*#'2 3)/) @* -'1$> 4)3)+". '0()&:<)-$& ���� �+,#*-> '
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������ %���
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�
��
 � &'℄)�

�� ���� �������	� ������	����

*�� �"� �" ������������ ���"�� �����
����� +���$*������ �"�
�
��"�� � &'� ��$
���� ,�℄� -���� �� �������" � ���������"! �������"! ���� ������ � �
������
�����
� � �
���� �! ��� ���� � ������ �����
� ������� � �"��"! ��������"! ��$
�����"!� �
�
!� � ��������"� �������"� ������ � ����
��� �"������
���� ������
�	��� �" �"�
�
� �����
��� +���$*������ ������������� ��������� ������"� � &.℄�
-���������� � �
����� %/�0)� ��
�
� ������" ���"

ω1 = eνdt, ω2 = eλdr, ω3 = dθ, ω4 = σ (θ) dϕ. %.�.)

1��� �
����� %/�0) �����
��� � ���������� ���
 ψ = ηijω
iωj , ��


(ηij) =
(

ηij
)

=









−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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��� *�������� 2��

 �" �������
��� �����
����� � �������� �� &.℄� � ���������
���� ��� ����� �����
�� ��������� � t, � ����!� $ ��������� � r

dω1 = −e−λν′ω1 ∧ ω2, dω2 = e−ν
.

λω1 ∧ ω2, dω3 = 0, dω4 = dσ
dθ

1
σ
ω3 ∧ ω4. %.�3)

������" ���" 4������
�� ��� ����������� ���" %/�0)

ω2
1 = e−λν′ω1 + e−ν

.

λω2, ω4
3 =

dσ

dθ

1

σ
ω4, ω3

1 = ω4
1 = ω3

2 = ω4
2 = 0.

5�
���
 3$���" ������� �������" ����������� ���" %/�0)

R2
1 = Aω1 ∧ ω2, R4

3 = −κω3 ∧ ω4, R3
1 = R4

1 = R3
2 = R4

2 = 0,

��
 ��� �������� �����
�

A
def
= e−2λ

(

λ′ν′ − ν′′ − ν′2
)

+ e−2ν

(

..

λ−
.

λ
.
ν +

.

λ
2
)

. %.�0)

 
���
�"
 ����
��" �
���� ����� Rij = Rk
ijk � ��������� �������� R = ηijRij ����"

R11 = A, R22 = −A, R33 = R44 = −κ, R = −2A− 2κ. %.�7)

2�� ����
�� bjm ������"! ��� ωi = bijω
j ��� �"������� ����
����
���� �����

b(jm) = bjm + bmj �� �����
��� 8����
��� b(jm) = Rjm − 1
6Rηjm &'� �� 709℄� :�

�

b11 = 1
3A− 1

6κ, b22 = − 1
3A+ 1

6κ, b33 = b44 = 1
6A− 1

3κ,

b(jm) = 0 ��� j �= m,
%.��)

� 
��� �
���������"
 	�
�
��" ������
�����"�
;����
��� *����
��� ��
�� ���

dΦ0
0 = 0, d ∗ Φ0

0 = 0 %.�,)

&'� � 77/℄� ��


Φ0
0 = 1

2b[ij]ω
j ∧ ωi = 1

2 (bij − bji)ω
j ∧ ωi = bijω

j ∧ ωi =
= −2

(

b12ω
1 ∧ ω2 + b13ω

1 ∧ ω3 + b14ω
1 ∧ ω4 + b23ω

2 ∧ ω3 + b24ω
2 ∧ ω4 + b34ω

3 ∧ ω4
)

,
%.�=)



�� ���� �����	�
��� ��� ������	��

� ∗ � �����	�� 
����

∗Φ0
0 = 2

(

−b12ω
3 ∧ ω4 + b13ω

2 ∧ ω4 − b14ω
2 ∧ ω3 + b23ω

1 ∧ ω4 − b24ω
1 ∧ ω3 + b34ω

1 ∧ ω2
)

�� � ���℄� Φ0
0 � �	� ���� �� ��������	 ��	���� ���������� ��������

Φ =

















Φ0
0 Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 0

Φ1 0 Φ2
1 Φ3

1 Φ4
1 Φ1

Φ2 Φ2
1 0 −Φ3

2 −Φ4
2 −Φ2

Φ3 Φ3
1 Φ3

2 0 −Φ4
3 −Φ3

Φ4 Φ4
1 Φ4

2 Φ4
3 0 −Φ4

0 Φ1 −Φ2 −Φ3 −Φ4 −Φ0
0

















 � � !��℄� "�������# $���% � ��������	�& �������'	 (��	��	(	����� ���

e−λ (b′13 + b13ν
′) = e−ν

( .

b23 + b23
.

λ
)

, e−λ (b′14 + b14ν
′) = e−ν

( .

b24 + b24
.

λ
)

,
.

b34e
−ν − b14

dσ
dθ

1
σ
= 0, b′34e

−λ − b24
dσ
dθ

1
σ
= 0.

$�� %

e−λ (b′24 + b24ν
′) = e−ν

( .

b14 + b14
.

λ
)

, e−λ (b′23 + b23ν
′) = e−ν

( .

b13 + b13
.

λ
)

,
.

b12e
−ν + b23

dσ
dθ

1
σ
= 0, b′12e

−λ + b13
dσ
dθ

1
σ
= 0.

$��)%

*+����# σ ����(�	 	�,-�� �	 θ, � �(	�,-��� ��,�.���� �&��#/�� � �	� +�������#� ���0���	�
�	 θ �� ����(#	� ���	��+ �� ��(,����& ��+& +�������� $�� % �� ��(,����& ��+& +�������� $��)%
(,��+�	� .	� ,�0�

dσ

dθ

1

σ
= C = const, $���1%

,�0�

b13 = b14 = b23 = b24 = 0, b12 = const, b34 = const. $����%

2��.�,� �� ��,+.�� +�������# 3�4��5�,,(� �,# �0/�4� (,+.�#� �� ��,-�+#(- +�������#�� $���1%
�,� $����%� � ��	�� ��((��	��� ������ �� �	�& ������	�� �	��,-���

6�� ��� ωi = bijω
j , �� ����+, $���% ��,+.���

ω1 =

(

1

3
A− 1

6
κ

)

ω1 + b12ω
2 + b13ω

3 + b14ω
4,

ω2 = −b12ω
1 +

(

−1

3
A+

1

6
κ

)

ω2 + b23ω
3 + b24ω

4

ω3 = −b13ω
1 − b23ω

2 +

(

1

6
A− 1

3
κ

)

ω3 + b34ω
4,

ω4 = −b14ω
1 − b24ω

2 − b34ω
3 +

(

1

6
A− 1

3
κ

)

ω4.

7�&���� ���8��� ����� ���������� �������� Φi
j = Ri

j + ωi ∧ ωj + ηimηjnωm ∧ ωn � Φi =

dωi − ωk
i ∧ ωk � (���+ ��.�(,#�� ����0��������# 
���� �� � ���℄

∗Φ4
3 = 1

3 (A+ κ)ω1 ∧ ω2 + b13ω
2 ∧ ω3 + b14ω

2 ∧ ω4 + b23ω
1 ∧ ω3 + b24ω

1 ∧ ω4,

∗Φ4
2 = 1

6 (A+ κ)ω1 ∧ ω3 + b12ω
2 ∧ ω3 − b14ω

3 ∧ ω4 + b23ω
1 ∧ ω2 − b34ω

1 ∧ ω4,

∗Φ3
2 = − 1

6 (A+ κ)ω1 ∧ ω4 − b12ω
2 ∧ ω4 − b13ω

3 ∧ ω4 − b24ω
1 ∧ ω2 − b34ω

1 ∧ ω3,

∗Φ4
1 = − 1

6 (A+ κ)ω2 ∧ ω3 − b12ω
1 ∧ ω3 − b24ω

3 ∧ ω4 + b13ω
1 ∧ ω2 + b34ω

2 ∧ ω4,

∗Φ3
1 = 1

6 (A+ κ)ω2 ∧ ω4 + b12ω
1 ∧ ω4 − b23ω

3 ∧ ω4 − b14ω
1 ∧ ω2 + b34ω

2 ∧ ω3,

∗Φ2
1 = 1

3 (A+ κ)ω3 ∧ ω4 − b13ω
1 ∧ ω4 − b23ω

2 ∧ ω4 + b14ω
1 ∧ ω3 + b24ω

2 ∧ ω3;



������� ���	����
 ���������� ��

∗Φ1 =

(

.

b12e
−ν − 1

3
e−λA′

)

ω3 ∧ ω4 −
( .

b13e
−ν − b23e

−λν′
)

ω2 ∧ ω4 +
( .

b14e
−ν − b24e

−λν′
)

ω2 ∧ ω3+

+
(

b′14e
−λ − b24e

−ν
.

λ
)

ω1 ∧ ω3 −
(

b′13e
−λ − b23e

−ν
.

λ
)

ω1 ∧ ω4 − b14
dσ

dθ

1

σ
ω1 ∧ ω2,

∗Φ2 =

(

b′12e
−λ − 1

3
e−ν

.

A

)

ω3 ∧ ω4 −
( .

b23e
−ν − b13e

−λν′
)

ω2 ∧ ω4 +
( .

b24e
−ν − b14e

−λν′
)

ω2 ∧ ω3+

+
(

b′24e
−λ − b14e

−ν
.

λ
)

ω1 ∧ ω3 −
(

b′23e
−λ − b13e

−ν
.

λ
)

ω1 ∧ ω4 − b24
dσ

dθ

1

σ
ω1 ∧ ω2,

∗Φ3 = −1

6
e−ν

.

Aω2 ∧ ω4 − 1

6
e−λA′ω1 ∧ ω4, ∗ Φ4 =

1

6
e−ν

.

Aω2 ∧ ω3 +
1

6
e−λA′ω1 ∧ ω3.

������	 
����� �����	� d ∗ Φi, ��� 
��	������� ������� �� � ��	���� ��� ! � ���"!

d ∗ Φ1 =





e−2ν
( ..

b14 −
.

b14
.
ν +

.

b14
.

λ
)

+ e−2λ (b′14λ
′ − b′′14 − b′14ν

′)+

+e−λ−ν
(

b24
.

λ
′
−

.

b24ν
′ + b′24

.

λ− b24
.
ν
′
)



ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 +

+





e−2ν
( .

b13
.
ν −

..

b13 −
.

b13
.

λ
)

+ e−2λ (b′13ν
′ + b′′13 − b′13λ

′) +

+e−λ−ν
(

b23
.
ν
′
+

.

b23ν
′ − b′23

.

λ− b23
.

λ
′)



ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 +

+

(

1

3
e−λ−ν

(

A′
.

λ−
.

A
′)

+ e−2ν
( ..

b12 −
.

b12
.
ν
)

+
dσ

dθ

1

σ

(

b′13e
−λ − b23

.

λe−ν
)

)

ω1 ∧ ω3 ∧ ω4 +

+

(

.

b12
′
e−λ−ν +

dσ

dθ

1

σ

.

b13e
−ν +

1

3
e−2λ (A′λ′ −A′′)

)

ω2 ∧ ω3 ∧ ω4,

d ∗ Φ2 =





e−2ν
( ..

b24 −
.

b24
.
ν +

.

b24
.

λ
)

+ e−2λ (b′24λ
′ − b′′24 − b′24ν

′) +

+e−λ−ν
(

b14
.

λ
′
−

.

b14ν
′ + b′14

.

λ− b14
.
ν
′
)

+ b24

(

κ +
(

dσ
dθ

1
σ

)2
)



ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 +

+





e−2ν
( .

b23
.
ν −

..

b23 −
.

b23
.

λ
)

+ e−2λ (b′23ν
′ + b′′23 − b′23λ

′) +

+e−λ−ν
(

b13
.
ν
′
+

.

b13ν
′ − b′13

.

λ− b13
.

λ
′)

+



ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 +

+

(

.

b12
′
e−λ−ν +

dσ

dθ

1

σ
b′23e

−λ +
1

3
e−2ν

( .

A
.
ν −

..

A
)

)

ω1 ∧ ω3 ∧ ω4 +

+

(

1

3
e−λ−ν

( .

Aν′ −
.

A
′)

+ e−2λ (b′′12 − b′12λ
′) +

dσ

dθ

1

σ

( .

b23e
−ν − b13ν

′e−λ
)

)

ω2 ∧ ω3 ∧ ω4,

d ∗ Φ3 =
1

6

(

e−2λ (A′′ −A′λ′ +A′ν′) + e−2ν
( .

A
.
ν −

..

A−
.

A
.

λ
))

ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 +

+
1

6σ

dσ

dθ

(

A′e−λω1 +
.

Ae−νω2
)

∧ ω3 ∧ ω4,

d ∗ Φ4 =
1

6

(

e−2λ (A′λ′ −A′′ −A′ν′) + e−2ν
( ..

A−
.

A
.
ν +

.

A
.

λ
))

ω1 ∧ ω2 ∧ ω3.

#�� i = 1 �	��	 ���
�� ���
����� $�%��&�''�� (�) � ��+℄

d ∗ Φ1 + ωi ∧ ∗Φi
1 − ∗Φi ∧ ωi

1 − ∗Φ0
0 ∧ ω1 = 0.

- ��	���� ��'�.����� 
�� 
�������/ �����	 �%� 
 0�	�������� � �����	 0

e−2ν

(

..

b14 −
.

b14
.
ν +

.

b14
.

λ− b14
.

λ
2
)

+ e−λ−ν
(

2b′24
.

λ− 2
.

b24ν
′ − b24

.
ν
′
+ b24

.

λ
′)

+

+e−2λ
(

b′14λ
′ − b′′14 − b′14ν

′ + b14ν
′2
)

+Ab14 − 4b12b24 − 4b13b34 = 0,

e−2ν

(

.

b13
.
ν −

..

b13 −
.

b13
.

λ+ b13
.

λ
2
)

+ e−λ−ν
(

2
.

b23ν
′ − 2b′23

.

λ+ b23
.
ν
′ − b23

.

λ
′)

+

+e−2λ
(

b′′13 − b′13λ
′ + b′13ν

′ − b13ν
′2
)

−Ab13 + 4b12b23 − 4b14b34 = 0,
1
3e

−λ−ν
( .

Aν′ +A′
.

λ−
.

A
′)

− e−2λb′12ν
′ − e−2ν

.

b12
.
ν + 4b13b23 + 4b14b24+

+ dσ
dθ

1
σ

(

e−λb′13 − e−ν
( .

b23 + b23
.

λ+ b23
.
ν
))

= 0,

1
3e

−2λ (A′λ′ −A′′) + 1
6

(

κ
2 −A2

)

+ 1
3e

−2ν
.

A
.

λ+

+2
(

(b12)
2 + (b13)

2 + (b14)
2 + (b23)

2 + (b24)
2 + (b34)

2
)

= 0.

����+!



�� ���� �����	�
��� ��� ������	��

��� i = 2 ���	
�� ��� 
����� 	��������

e−2ν

(

..

b24 −
.

b24
.
ν +

.

b24
.

λ− b24
.

λ
2
)

+ e−λ−ν
(

2b′14
.

λ− 2
.

b14ν
′ − b14

.
ν
′
+ b14

.

λ
′)

+

+e−2λ
(

b′24λ
′ − b′′24 − b′24ν

′ + b24ν
′2
)

+
(

A+ κ +
(

dσ
dθ

1
σ

)2
)

b24 − 4b12b14 − 4b23b34 = 0,

e−2ν

(

.

b23
.
ν −

..

b23 −
.

b23
.

λ+ b23
.

λ
2
)

+ e−λ−ν
(

2
.

b13ν
′ − 2b′13

.

λ+ b13
.
ν
′ − b13

.

λ
′)

+

+e−2λ
(

b′′23 − b′23λ
′ + b′23ν

′ − b23ν
′2
)

−Ab23 + 4b12b13 − 4b24b34 = 0,
1
3e

−λ−ν
( .

Aν′ +A′
.

λ−
.

A
′)

+ 4b13b23 + 4b14b24 − e−2λb′12λ
′ − e−2ν

.

b12
.

λ+

+ dσ
dθ

1
σ

(

e−ν
.

b23 − e−λ (b′13 + b13λ
′ + b13ν

′)
)

= 0,

1
3e

−2ν
( .

A
.
ν −

..

A
)

+ 1
6

(

A2 − κ
2
)

+ 1
3e

−2λA′ν′+

+2
(

(b13)
2 + (b14)

2 + (b23)
2 + (b24)

2 − (b12)
2 − (b34)

2
)

= 0.

������

��� i = 3 �	�� ����

b23b24 − b13b14 = 0, b23κ − 4b24b34 + 4b12b13 = 0, b13κ − 4b14b34 + 4b12b23 = 0,
1
6e

−2λ (A′′ −A′λ′ +A′ν′) + 1
6e

−2ν
( .

A
.
ν −

..

A−
.

A
.

λ
)

+ 1
6

(

A2 − κ
2
)

+

+2
(

(b13)
2 − (b14)

2 − (b23)
2
+ (b24)

2 − (b12)
2 − (b34)

2
)

= 0.

������

��� i = 4 ��������� ������ ��� ���� 	��������

1
6e

−2λ (A′′ −A′λ′ +A′ν′) + 1
6e

−2ν
( .

A
.
ν −

..

A−
.

A
.

λ
)

+ 1
6

(

A2 − κ
2
)

+

+2
(

− (b13)
2
+ (b14)

2
+ (b23)

2 − (b24)
2 − (b12)

2 − (b34)
2
)

= 0,

b24κ + 4b12b14 + 4b23b34 = 0, b14κ + 4b12b24 + 4b13b34 = 0.

������

!���" �#� 	�������� $�%�&'���#� #����#� � �����" ���(� � ����)�&������" %�� ����
��� A ��
�#&
����#� �� ���	�� ������

�� ������	
� ���	
� �
����� ����	�	
� ������ ����� 
 �������������

������ ������� dσ
dθ

1
σ
�= const

���#���� ������ � 	�������� ����)�&������ � ���	
� �#�%� ��� ������#�� 	��������

.

Aν′ +A′
.

λ−
.

A
′
= 0,

e−2λ (A′λ′ −A′′)− 1
2A

2 + e−2ν
.

A
.

λ+ 1
2K

2 = 0,

e−2ν
( .

A
.
ν −

..

A
)

+ 1
2A

2 + e−2λA′ν′ − 1
2K

2 = 0,

�)���

%�� K
def
=

√

κ
2 + 12 (b12)

2 + 12 (b34)
2 = const.

���� �� � �����	 ������
�#��	 ���	 �+��� ����
���" 
�� �	,�� ����,��� ν = 0. -�#���
�)��� � .�� #�	
�� ���������#� �

.

A
′
−

.

λA′ = 0,
..

A+ 1
2

(

K2 −A2
)

= 0,

e−2λ (A′′ − λ′A′)−
.

λ
.

A+ 1
2

(

K2 −A2
)

= 0, A =
..

λ+
.

λ
2
.

�)�)�

'� ���	
��� ��
�� ���	� ,� #�#��	" 
�� � � /�" ���	�� �(&))℄ # ��1 ��2� �����3�1" 
�� � ����
κ ���#� ��#�	���� ��#������� K. ��.��	 � #�	
�� A′ �= 0 ���	
� ����� ��2���� /�" ���	��
)4℄

eλ = 12
.
℘

(

t+ r + β,
K2

12
, α

)

, α, β = const, �)���

%�� ℘ (t+ r) & .������
�#��� �	��3�� 5�1��2���##��

5 #�	
�� A′ = 0, ��
.

A �= 0 ��2���� �	��� /�" ���	�� )�℄

eλ = 12
.
℘

(

t+ β,
K2

12
, α

)

. �)���



������� ���	����
 ���������� ��

��� A′ =
.

A = 0 �������	 
��� �������� A = ±K =
..

λ +
.

λ
2
. ����

..

λ +
.

λ
2
= K > 0, ���

������� eλ = H, �������	 �������� ��������� � ���������	� ������ �����	�
..

H −KH = 0. ���
�����!��� ������� �����!�� � 	������

ψ = −dt2 + cosh2
(

4

√

κ
2 + 12 (b12)

2
+ 12 (b34)

2
t+ β

)

dr2 + dθ2 + σ2 (θ) dϕ2, 
���

�!� b12, b34, β " ����#���$��� ����������� ����
..

λ+
.

λ
2
= −K < 0, ��

ψ = −dt2 + cos2
(

4

√

κ
2 + 12 (b12)

2
+ 12 (b34)

2
t+ β

)

dr2 + dθ2 + σ2 (θ) dϕ2. 
��%

���� 	������ 
&�' �����!���� �� �"	� �����������	� ��!� 
(�)� �� ���$ ��� λ = 0, �� �������
������� 
��)� 
��'� 
��� � 
��% �	�*� �������������� ��!

eν = −12℘′

(

t+ r + β,
K2

12
, α

)

, eν = −12℘′

(

r + β,
K2

12
, α

)

, 
��+

ψ = − cos2
(

4

√

κ
2 + 12 (b12)

2
+ 12 (b34)

2
r + β

)

dt2 + dr2 + dθ2 + σ2 (θ) dϕ2,

ψ = − cosh2
(

4

√

κ
2 + 12 (b12)

2
+ 12 (b34)

2
r + β

)

dt2 + dr2 + dθ2 + σ2 (θ) dϕ2.

, ������� �� -(℄� ���!� ���/ ���������/ ������� ��� K �= |κ| �� 	�0�� 1��$ ������	��"
������/ 	����� � 	������ ������	��/ 	������	 2��������� ��� ��� � -3℄ !���#���� ��� �����
	������ �������	��������� ���� �� !������*��

���������� 4������ 
(�(( �� �#������� ��� �������	�������� ���� ���������� 5# 
(�+ � 
(�(
���!���� ���

Φ0
0 = −2b12ω

1 ∧ ω2 − 2b34ω
3 ∧ ω4 = −2b12e

λ+νdt ∧ dr − 2b34σ (θ) dθ ∧ dϕ.

�����	� ��	������� ���#��� 6�������� � ������	��	 1�#��� #������ �� ���$�� �� t � r, �� � �� θ.

������ ���	
�� dσ
dθ

1
σ
= C = const

, ���	 ������ �����!��� !�� ��������� 
(�(( � �����!��� !�� ��������� 
(�(� ���	�� ��!

b′12 = −Cb13e
λ,

.

b12 = −Cb23e
ν , b′34 = Cb24e

λ,
.

b34 = Cb14e
ν . 
��3

7����$��� ��������� 
(�(( � 
(�(� ����*��� !������� ���$��	� ���!�����	� 
��3� 5������"
��� ��������� dσ

dθ
1
σ
= C, ������	 σ = 8C1e

Cθ. 4������ 
&�� ����������� � κ = −C2. �����	� �"�
� )"� ��������� 
(�(' � �����!��� !�� ��������� 
(�(� �����	�*� ��!

4b12b13 − C2b23 − 4b34b24 = 0, −C2b13 − 4b34b14 + 4b12b23 = 0,
4b12b14 + 4b34b23 − C2b24 = 0, 4b34b13 − C2b14 + 4b12b24 = 0.


���

2�� ��������� 	�0�� ����	�������$ ��� �������* �!����!��* �����	� ��������� � ���#������	�
b13, b14, b23, b24. �� ����!������$ ���$

∆ = −
(

C4 − 8b12C
2 + 16 (b12)

2
+ 16 (b34)

2
)(

C4 + 8b12C
2 + 16 (b12)

2
+ 16 (b34)

2
)

.

���� ∆ �= 0, ������	 b13 = b14 = b23 = b24 = 0. 9��!� �# 
��3 ���!���� ��� b12 = const �
b34 = const� �������*��� ��������� 
(�((� � 	� ����!��	 � ������ �������

��� ∆ = 0 1�!�� b12 = ±C2

4 � b34 = 0. ��!�����	 ��� ����0���� � 
��3� ���� 	� �� /���	
����� ������$ � ������ ������� ���!� �������*��� 
(�((� ���!��� ������$ C = 0, ���*!� κ = 0�
σ = const � b12 = 0. 9���	 �1��#�	� �������� �������� �� ���������/ � �����	 ������� 	�0��
�������$ ���$ ���!�

b12 = b34 = κ = 0, σ = const. 
��(&

��� �������/ 
��(& �����	� 
(�3"
(�� ���!���� �

e−λ (b′13 + b13ν
′) = e−ν

( .

b23 + b23
.

λ
)

, e−λ (b′14 + b14ν
′) = e−ν

( .

b24 + b24
.

λ
)

,

e−λ (b′24 + b24ν
′) = e−ν

( .

b14 + b14
.

λ
)

, e−λ (b′23 + b23ν
′) = e−ν

( .

b13 + b13
.

λ
)

.

��((



�� ���� �����	�
��� ��� ������	��

�� ����	
	�� ����������� ����	���� ����

e−λ−ν
( .

Aν′ +A′
.

λ−
.

A
′)

+ 12 (b13b23 + b14b24) = 0, b23b24 − b13b14 = 0,

e−2λ (A′λ′ −A′′)− 1
2A

2 + e−2ν
.

A
.

λ+ 6
(

(b13)
2 + (b14)

2 + (b23)
2 + (b24)

2
)

= 0,

e−2ν
( .

A
.
ν −

..

A
)

+ 1
2A

2 + e−2λA′ν′ + 6
(

(b13)
2
+ (b14)

2
+ (b23)

2
+ (b24)

2
)

= 0,

e−2λ (A′′ −A′λ′ +A′ν′) + e−2ν
( .

A
.
ν −

..

A−
.

A
.

λ
)

+A2+

+12
(

(b13)
2 − (b14)

2 − (b23)
2
+ (b24)

2
)

= 0.

�����

������	�
 ����	
	�� ����������� �������� ����
�
	 ����	�!� ��
������!� ����� ��� ��"
#�
���$
�%�!� ��
������!� ���" ���"��

&�$�
! �� '�"� ����	
	�� ����� (�
 � )��#���! )���
�	

� *���$�!

(b13)
2 − (b14)

2 − (b23)
2
+ (b24)

2
= 0.

+�� ���
	���� ���!
��	� �� �����! ����	
	�
! ����� �!

� ����%� ��
���,

 �
�
	�


b23 = εb13, b24 = εb14, ε = ±1. ���'�

& ���"
 ����
!� ����	
	�� ����������� )��!
� ���

e−λ (b′13 + b13ν
′) = εe−ν

( .

b13 + b13
.

λ
)

, e−λ (b′14 + b14ν
′) = εe−ν

( .

b14 + b14
.

λ
)

,

e−λ−ν
( .

Aν′ +A′
.

λ−
.

A
′)

+ εL = 0,

e−2λ (A′λ′ −A′′)− 1
2A

2 + e−2ν
.

A
.

λ+ L = 0,

e−2ν
( .

A
.
ν −

..

A
)

+ 1
2A

2 + e−2λA′ν′ + L = 0,

���(�

"�
 A ��$����
��� )� ���!��
 ��'�- � L
def
= 12

(

(b13)
2
+ (b14)

2
)

� .!	�/�! )
���
 �� 0��1 ���
	���

	� 24b13, �����
 � 	� 24b14 � ���/�!� *���$�!

e−λ (L′ + 2Lν′) = εe−ν
( .

L+ 2L
.

λ
)

. �����

2�� �������
	�� ������� �	�
"����
!���� ����
!� ���(� ��)��
! 

 )���
�	�
 ��� ����	
	��
� ���


.

A
′
= eλ+νεL+

.

Aν′ +A′
.

λ,

A′′ = e2λ
(

L− 1
2A

2
)

+A′λ′ + e2λ−2ν
.

A
.

λ,
..

A = e2ν
(

L+ 1
2A

2
)

+ e2ν−2λA′ν′ +
.

A
.
ν.

�����

&�$���� �!
��		�
 )�������	�

( .

A
′).

�
..

A
′
�� )
���"� � ��
��
"� ���
	��� ����� � �$
��! �����

� �����- )���$�
! ��/�
����� &�$���� �!
��		�
 )�������	�

.

A
′′
� (A′′)

.
�� )
���1 ���1 ���

�
	��� �����- �	��� )��1���! % ��/�
����� +�� ��	�$�
�- $�� ����
!� ���(� �)��	
 �	�
"����
!��
*�0��!� �	� )����
��� $���
		�!� �
�
	��� ��	�%� �
���� 

 � %�	
$	�! ���
 $
�
� %�%�
���#�
�#,
���
��	�
 ��	% �� 	
 ���
����

������ .���	
	�� 3	"��4����� ���  
	�����	����!!
���$
�%�� !
���%� )�� 	���$�� 0�
%�
���!�"	��	�"� )��� �
������ )��	����� � %�	
$	�! ���
 )�� dσ

dθ
1
σ
�= const. *�� dσ

dθ
1
σ
= const �	�

�����)	� ��� $���
		�"� �
�
	��� &)��$
!- )���
�	�� ���$�� ����
��� �� ��!%�!� �#,
)��	��
��"� )�	����  
	�����	����!!
���$
�%�� !
���%��

�� �	
�����	 �		��� �	����� ������ � ��	�	������� ���
����

5�	% �� &
�
�������� � ��'� � 0�� ��	% �� ℘ (t+ r) , �����,���� �
�
	�
! ����
�
	 ��
���	�"� ����	
	��

.
℘ =

√

4℘3 − K2

12
℘− α. '���



������� ���	����
 ���������� ��

� ����� 	
��� �� �� ������	� ����� �
��������� �������� �� �	
� ������
�� �������
	������

4℘3 − K2

12
℘− α  !"#$

����� ������ ������� �� ��� %���������
���� �������� �����������	�" &������ ����� ���'
��	�� �	���� ��(���� � �
��������) �������)" *����� ����� ������
�� ��%�� ������� �	
�

�� ��
���	� ��� � ������ �������%��� �� ℘. ��(� �������� 12℘2 − K2

12 = 0, ��%�� ℘ = ±K
12 .

&�������� 	��
� ����� ℘ = K
12 ��
�
�	� ������ ������
��  !"#$� � ��
���� α = −K3

216 . � ����
	
���

4℘3 − K2

12
℘− α =

(

℘+
K

6

)(

2℘− K

6

)2

.

,����� ��(�� %���������
���� ��������  !"�$

d℘
(

2℘− K
6

)

√

℘+ K
6

= dt.

-������������ %��

℘ = −K

6
+

K

4

(

1 + e
√
K(t+r+β)

1− e
√
K(t+r+β)

)2

, β = const.

&������  #"!$ ��������	� �

eλ = 12
.
℘ =

12K
√
Ke

√
K(t+r+β)

(

1 + e
√
K(t+r+β)

)

(

1− e
√
K(t+r+β)

)3 .

.	
� �� 	������ ��� ������ ������
��  !"#$ ��
���	� ℘ = −K
12 , �� �
������� ����	
����

�����%�� �

℘ =
K

6
+

K

4
tan2

(√
K

2
(t+ r + β)

)

, eλ = 12
.
℘ =

3K
√
K sin

(√
K
2 (t+ r + β)

)

cos3
(√

K
2 (t+ r + β)

) ,

0 ≤ t+r+β ≤ 2π√
K
. ,��� �� ������ ����� ��
����� �	���� ��(���� � �
��������) �������)

%
� ������ �����
�  #"/$"
0
� ��(����  #"1$ ����� ��
����� ���%	��
����� ����2���	� ����� �
��������� ����'

���" 0
� ���	���� ����� ���%	��
���� �� ��%�� �������� � �������	���� ��%�  3"1$�  ���	��
%����� �	
���� A′ = 0 � ���������  #"�$" 4�� 	���� �����5

.

Aν′ = 0, − 1
2A

2 + e−2ν
.

A
.

λ+ 1
2K

2 = 0, e−2ν
( .

A
.
ν −

..

A
)

+ 1
2A

2 − 1
2K

2 = 0,  !"!$

6��� ��
���
	� ��� �� 	�	���� �� � 7�� " !9:℄� ��
��� � ��
� κ ��	����� K =
√

κ
2 + 12 (b12)

2
+ 12 (b34)

2
. &������ � ��(���� ��%�� �
������ ��(����� � 7�℄" � �	���	���

���
.

A �= 0, ν′ = 0 ��
����

e2λ =
1

3
(t+ β)

3 −K2 (t+ β) + α, e2ν = e−2λ.  !"1$

&��
.

A = 0 	�	���  !"!$ 	��%��	� � A2 = K2. <������  �"!$� ��
����� ���

e−2λ
(

λ′ν′ − ν′′ − ν′2
)

+ e−2ν

(

..

λ−
.

λ
.
ν +

.

λ
2
)

= ±K.  !"9$

� �������	��� ���%	��
����  3"1$ ��������  !"9$ ����� ��(����  #"9$ �
�  #"�$"



�� ���� �����	�
��� ��� ������	��

���� �� 	
���� ���	�� A′ = ν′ = 0 �������	���
.

A =
.

λ = 0, �� �����
 �������� �����������
��
� ��� ���� ���	����� 	 ��� ���
�� ��℄

e2ν = −1

3
(r + β)

3
+K2 (r + β) + α = e−2λ, !�"�#

α, β $ %��������" &�� ������� ���� ����� �������	����� �$�� ������' !�"�#"
(����%� ����	����	)*) ������) !�"�#

ψ = −
(

(r + β)
3

−3
+K2 (r + β) + α

)

dt2 +
dr2

−1
3 (r + β)

3
+K2 (r + β) + α

+ dθ2 + σ2 (θ) dϕ2,

��+����
 �� r2 � ������
 +�
�� r → 1
r
. ,����
 
����%

ψ = −
((

K2β + α− β3

3

)

r2 +
(

K2 − β2
)

r − β − 1
3r

)

dt2+

+ dr2
(

K2β+α− β3

3

)

r2+(K2−β2)r−β− 1

3r

+ r2
(

dθ2 + σ2 (θ) dϕ2
)

.
!�"�#

-�' ���	����' 	�����
 �+	������ .��%���
�������� ������� ���������$0�������
� ��	�����
&��������

ds2 = −
(

1− rs

r
+

r2Q

r2

)

dt2 +
dr2

1− rs
r
+

r2
Q

r2

+ r2
(

dθ2 + sin2 θdϕ2
)

, !�"1#

!rs � rQ $ %��������# ��' 2���������$��

�������%�� 
����%�" 3�% %�% !�"�# ���� ������� ��	$
����� 4���$(������ 	 %������ .��%���
�������� ���� 	5���� ��	��
 �� ��%� %�% ��������	���
�	'+� ���	���2�� � .��%���
������+
�
 �������� � 0�������
� ������	�	 	 ���	) ����� ��	$
����� &�������� ���+�� .������$�
����� .��%���
��������� ���'� �� ����+' ��������	��� ��
���$���� ��*�� 	 
����%�5 !�"�# � !�"1#" 6���%� ���� �)�������' �������'" (���� ���	������ ���

����%� !�"1# ��	���	��'�� ��	����'
 4���$(����� !�"�# ����%� ��� rQ = 0, � 	 .��
 �����
��� '	�'���' .��������	�� 
����%�� 7	��2������

ds2 = −
(

1− rs

r

)

dt2 +
dr2

1− rs
r

+ r2
(

dθ2 + sin2 θdϕ2
)

.

8 ����� �������� 
����%� !�"�# ��� β = −K, α = 2
3K

3 �����
��� ��5���� 	��

ψ = −
(

K − 1

3r

)

dt2 +
dr2

K − 1
3r

+ r2
(

dθ2 + σ2 (θ) dϕ2
)

. !�"9#

0� 
����%� !�"9# ��� K �= |κ| �� '	�'���' .��������	��� � ���� 	 ������� �� .��������	��

����%�� ����%��� .��%���
�������� ����" :��
�� !�"9# ���� ��
�� ������� ������� ��	�����
4���$(����� ��' 2���������$��

�������%�� 
����%� � �����	�
 .��%���
�������
 ����
"

8,;86< =;3��>3?�@
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�������%�� 
����%� BB C��" 8:?" 8��" (���
" � ��+" �D��" EF" G !�#" 8" �HDI���"

�" <���� A" :" 3����' ��	��5������� �" J" (��%	�$=��������� �9G�" H�� �"

�" KLMNOP Q"R" STULFNV WOXLYV VYWM[TXYFN FN X\O ]TN^$_Y[[V O`MTXYFNV BB EOXaFLb O[OXLFNY VYONXYc
dFMLNT[ Fe X\O fMgTN hXTXO Q^LTLYTN iNYPOLVYXj !K\O kFMLNT[ fMglQi# �O[OXLFNY LOVFMLO℄"
fLTVNFUTL fMglQi" �D��" EF" �D !1G#" R" 1�G$11�" imno \XXpoBBOd"bMgT^LF"LMB�D��B�DBpUeB�1"pUe

G" KLMNOP Q"R" qjNTWYV Fe `MTLbV YN X\O \TULFNV WOXLY aYX\ Tpp[YTXYFN XF X\O gTLjFN VXLMXMLO
BB EOXaFLb O[OXLFNY VYONXYc dFMLNT[ Fe X\O fMgTN hXTXO Q^LTLYTN iNYPOLVYXj !K\O kFMLNT[
fMglQi# �O[OXLFNY LOVFMLO℄" fLTVNFUTL fMglQi" �D��" EF" D� !1H#" R" H�HIHG�" imno
\XXpoBBOd"bMgT^LF"LMB�D��BD�BpUeBG�"pUe

H" KLMNOP Q"R" qjNTWYV Fe `MTLbV YN X\O gTLjFNV WOXLY TNU VXLMXMLO Fe NM[OY BB
EOXaFLb O[OXLFNY VYONXYc dFMLNT[ Fe X\O fMgTN hXTXO Q^LTLYTN iNYPOLVYXj !K\O kFMLNT[
fMglQi# �O[OXLFNY LOVFMLO℄" fLTVNFUTL fMglQi" �D��" EF" D� !1H#" R" ���I���" imno
\XXpoBBOd"bMgT^LF"LMB�D��BD�BpUeBG9"pUe
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