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���� ��� ��!"� #$�$��!%� #&�'��( ' � )�*+

�� ��� ! "# $% "& '&'()* +#*'$!$ , -$!#.(�*/*$0*

� ���� ������ �� ������� ���������� �  �����!� ��!�� �����"�!���#��$�%� �� !� ���&  $����'
��%�#��$�� (�����) (���#�!!��  (��"*��� �+��, �����&, -�.�℄) !� ���#�� (���� ���!�%� ��$�'
��!�& �����!!��) �!���& ���� �� �!��%�"���!�!�!���� ���!�� �!��%�� � ��,��!&& ��*� ���� ��
��!�����!���� ��"���  �����"���� �& $������%�#��$�� (����� �� �$��&�!�� (���� 0��� � "��'
%��� ��!"���!����!��� (��&��) (�� �"&���� $ ��$���!�+ ���*���!�&2) (��"(���%�&) #��  
!�$������ ����!�  ����!� t1 (����(�!!� (����,�"�� ���!� ���������&�� ����$�� ���"�� ���'
*���!�&� !� ���"�+ ���*���!�& � ��$���!���� 3�� ����) $�$ �$��� ����&) #���!�� ����������)
(���#�!!��  �&"� (��"�"���, ������) & �&+��& �����!���� !�$�����, ����, ��$�!����!�����
(��4���� ����!� ��!�& �����"�!���#��$�%� �� !� ���&  � �����!!��� 5�� ��$�!����!���� �� (�'
��#��  ���$�, ����%�� ��������#��$�� ��"���  !������� �����  �"�) �!���& !������� �!!��
�%��!�#�!�&) !���%�����  (��"�"���, ������,� �����) (�" ������ ����	
�� �� ��"�� (�!�'
���� �� �$�(!���� !�$�����, ��!"���!����!�, (����) (�� �"&��, $ ��$���!!��� ���*���!�+
�����!!��� 6, (����"� �� ����7"��� �"��� !� ��"��) ��$ $�$)  �'(�� �,) �!� !�$�$ !�  ��&��
!� ����������) �)  �' ����,)  ������� ��  !&�!�, �$�(�����!����!�, "�!!�, �!� "� ��, (�� !�
"������#!� &�!�� 8�$�� �������) �� !� ��"�� (�� &�� ��� !�*� ���������� $ $�!$���!�� (���'
 �� ��"��&�) �"��� !�� ��"��  �7!� ��*� ��� !�!�� �����&!�& ���� ���!�� ������!4��� �����)
(�" ������	
������ ������ �� ��"�� (�!����� ��������#��$�+ ������� $�����#��$�, #����4
�����#!�, ����� . ������!� � ����!� ) �(��� ����+ �������� ���&�� ����$�, $�!���#��$�,
��� !�!�� 0(�"���!���� ���  -℄2� 9��"� ���, #����4 ��%�� ���� � !��� !� ��!��) (��$��#��$�
(��!����+ (��$���� *�� ��7#����#!��  �����"���� �&) . ��$�� �������!�� #����4� �� ��"��
!��� ��� ��
������
�

���� ��
�	 ���
���

��& ������(!�� �"!���"!�� $������%�#��$�� ��"��� � !��� �� ���,���!�� $�� ��!��) $�����&
��������� ����&  ���� ������) !��� ������ ��� !�!�& 5�!*���!� 0���) !�(�����) -�℄2 � �"&��& $
������� " �, ���$!� �!!�, "������!4����!�, ��� !�!�� (�� �%� (��&"$� -�℄:

ȧ2

a2
=

8π

3
ε; 0���2

ε̇+ 3
ȧ

a
(ε+ p(ε)) = 0. 0��	2

�����:
ε = εp + εs; p = pp + ps, 0���2

%"� εp, pp . (���!���� �!��%�� � "� ��!�� $������%�#��$�� (�����) εs, ps . (���!���� �!��%�� �
"� ��!��  �� ����7!�, ��!"���!����!�, (����)  ����7!�) �$��&�!�,) (�� �"&��, $ ��$���!�+
�����!!���

�������� ��	�
���������������
������ ������ ������ �� !���"�#$ %&'(��#$ � "���'#)�%� ) &�(  )���( �� !���"�#



� ����� ����	
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��������	 
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Ω =
aä

ȧ2
�����

������� � ���������	
 ������������
 �������	 ������	 κ	�

p(ε) = κ(ε)ε �����

������������ ����	 ������	 ��℄�!

Ω = −1

2
(1 + 3κ). �����

"���� �#����	 � $��� ����%� #�&�� ����'��% �� ���&�� �������� �t > t1�!

0 < Ω < 1,⇒ −1 < κ < −1

3
. ���(�

)� $��'� ������� $��������+� ��$���,���� #�����+ ��-�� �������%�� � ��&���. [1/3,−1/3]�
/�'����� ��℄������	 ����(� ������#�+� ����� � �������� ��������% $��'�� ��� �������
 ���

�������
 ������������ �������	 ����0��� �� ������!

a = a1t
2/3(κ+1); ε =

1

6π(κ + 1)2t2
, κ + 1 �= 0 �����

1����%��� ����% �����	 �������� ����������� ����� � �&�#��� &�� ��������,�� ��&�!

a = a1t
1/(1−Ω); ε =

3

8π(1− Ω)2t2
, Ω < 1. ���2�

3�����%�� �� �0#+. ���
����. ����������'� �������� Ω = Const ∈ [−1, 1) ��������% $��4
'�� ����,�����%�� t−2	 �������-�� '��&�� ����% &�� $���� �������� ��������� � ����
4
�+�� ��������	
� ���
������ Ω ���� κ�	 ��� $�� �+ �&����� � ��&+&�5�� ����%� �6℄	 ������
��%��������������� $��� � �����,����+�� 3�$���� � $��� ����%� �+ #�&�� ����'��% ��$�4
��,���� #�����+ κ	 � ������ � ��� ����������� �������� Ω	 ����,���� �������'�
����'�
������ �� �����&����� &�������� ���
����� /�����% ��������� $��. ����,�� �� ��������
$���� �������'�
����'� �������� &��-�� #+�% ������� ��� �+�� ����� �������� ������4
���!

tκ̇ � κ, κ ∈ [1/3,−1); tΩ̇ � Ω, Ω ∈ [−1, 1), ����7�

8 � �������� ���
�� �������-�� �#����
��% ��#���+� ���.�& �� �-��� ����&����� � �-���
�������� � �������'�
����� ����-���� �������

���� ������	
 ��
�����
��� ��
��

/��������� ������	� �������������	 ����+� ����-��+ � ������ ��&���������� ��-� ����4
����
����� ��&��� �������������� ����&�����
����'� ��������� � �����05���� ���������!

1o� 9��������
����� .����� ������&������� $��������+. 
����, � �#����� ���.�+����.
$��'��	 ����!

• �������������� ��������� ����
��������� $��������+. 
����, �� $��'��. �+�� ����

������� �������!

σ|s>su
≃ 1

s
; su ≃ m2

u, ������

'&� s : ���+� ��������
����� �������� ���	 ������	 ��℄�	 mu 4 ����� ����� ��-����	
;�����&���<	 ����-���
��� 
����,+	 �
�����05�� � 
��+�.
����
�+. ������&�������.	
���� = 4 #����� ������'� �#>�&������?�

����� ����	�
�� ��℄
��� 	��
���		 �����	�� �� �����
�	� � ������� ��℄ �� 	��
�	�	 �������
�	
 �����	�	
��� ��������� ̺ → κ�

��� ��� �� ��	� �	���� ρ ��������
� � �!�"℄ 	����#���� �
�
�
�����
�$� ��� ���
� ���# 	 ����	�� � ������ ���%&�� ����� �����
���� � ���� �����
 su = s0�
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�������
�� ������ ���������� ��� ������ ������������� ��� ������������� ��
������ ��������� �

• ���������� 	
�� ����
������ 	�������
�	�� �� ������ �	�
���������� ����������
G, �, c ��� �������� ���� 	��������� ���
��� ��� �����
�� � 	����� ������ � ����	� ����
	��
������� �
��������
���� 
������ ��

����� ���
�������� ��� �  �� �℄�"

σ0(s) =
8π

sΛ(s)
, ����#�

Λ(s) = 1 + ln2
(s0
s

)

, ����$�

s0 = 4 % ���
��� ����& ������� 
�	� �������'(���� ���������� ������

2o� ���������
�� 
	��� �������������� ����� ������ �������� 
 ��
�������
��� �����
��� )�� ������������� �*������� ��� +*���� ���������� �������, ����$� ���������� �� ��
��%
����� 
� �	�
���������� ���& � ��*��"

ε̇s + 3
ȧ

a
(εs + ps(εs)) = 0, ����-�

ε̇p + 3
ȧ

a
(εp + pp(εp)) = 0. ����.�

3o�  �����������	�
�
��� ���	����� 
�
������ ��
�������
��� ����� �� ��������������&
���
�� ����������"

pp =
1

3
εp, ����/�

4o� !��"�� ���������� �� ���������� �����������
���� ��	��	�
�� �������� ��
������
��
��� ������ )�� �*������ ������ ���� ������������� �����0 � ������ ���� 	���������
���
�� �� ��������' � ����� ����� ����������� �����0 ���� ����	�  #℄ ���#$� 1 ���#-�� "

nne ≪ n0. ������

5o�  �����������	�
�
��� ������ #
�������"

lim
t→0

κ =
1

3
. ����2�

���� ������ 	�
�� ���������
���� ������

3* �.��� � 	����� �.�/� ���*	 ��
	��"

εpa
4 ≡ ε̃p = Const, ����4�

�
� ε̃p 5 ���������� �������� ������� �������������& ��*��� 6���
��� ��	 ��������	� ��%
���� ������� ���2� �� �������& 	����������������& ���
�� ����������"

a(t)|t→0 =
√
t. ���#7�

8��
� 
� ���������& �������� ������� ��*�� ��	���� ���
������� ��� ��������������
��*�� ������� �
���������& 	����������������& �����������& ��������

ε̃p =
3

32π
. ���#��

9��
�� 
��� ��������	�	 T0(t) �������������& ��*�� � �
�����& 9������&� � ������& ��

����& ������ ��������������� ������� t ��� ��*�� ������� ������ ����������&� 8����
����*��� �������� ������� ���& ��*�� �����  �℄ ���$2� 1 ���$4�"

ε0p =
N0π

2

15
T 4
0 (t), ���##�

�� ��������	
��� ������ ������ G = � = c = 1� ������ � ����	
����� � ��
�� � ������� �������� s0 =
4�c5/G

��� �� �� ������� ��	��
 ������� ������������� ��������� �����	��������� �	���� �� ��������� � �����

���� ����������� ��������� 



� ����� ����	
��

��� N0 = N0
B + 1/2N0

F � �����	
��� �
�� 	
�� ���������� ���	
� ����� 
 ����
��� �
������ � 	������	��� T0 ���� � ℄ �"�#$���

%	�&�� � ���	� �'�"$� ������� ���� ���&�

 	������	��� ������ � ��������� (�����)
��*

T0(t) =
1

a(t)

(

45

32π3N0

)
1
4

. �"� #�

%	��
	��+� ���
�
�� N0 , ���������	
	 ���� ���	� ������- ����./
��. � 	����
���
)
����� �������

 ���� �"℄ �"�#0��- �� ����� �����	+- �	 N0(t) � ������� ���.&/�.�. �����
.
�����
����� ������
*

Ṅ0t ≪ 1. �"� 1�

2��	+ 	����+ T (t) � 
�	
���. 	������	��� ��������� ������	� �����
����� ������-
� ∆fa(p, t) � �����
. �����������
. 345 )� ��	� ������������ ���	
� ������� 6��� ������
��	��	
 �����

 ��������� εe- 
 ����������� εne- ������	*

εe =
Nπ2

15
T 4(t); �"� '�

εne =
1

2π2

∑

a

(2S + 1)

∞
∫

0

p3∆fa(p, t)dp, �"� 7�

��� N(t) = NB +1/2NF � �����	
��� �
�� 	
�� ���������� ���	
� ����� 
 ����
��� �
������ � 	������	��� T (t)� (���8�. ����� � ��/+& �'�" � ���9	����� ���	� ����� 	����)
��	��� T0(t) 
 ���. ���& ������������ �������& 
����+���& ���������& p̃

p =

(

45

32π3

)
1
4

· p̃

a(t)
= T0(t)N

1
4
0 p̃, �"� :�

����
� ��. �'�"'�

ε̃ne =
45

64π5

∑

a

(2S + 1)

∞
∫

0

p̃3∆fa(p̃, t)dp̃. �"� ��

;����- 
� �'�" � 
 �'�"1� ����
� ��. ������� ��	��	
 �����

 ��������� ������	�
������*

ε̃e =
3

32π
y4, �"� 0�

��� ������� �����������. �����
.- y(t) � 	��	�������� ����������� �"$℄*

y(t) =
T (t)

T0(t)
� 1. �"�#$�

<� �'�":� �8� ����
	+ �	�9��
�*

σ(t) ≡ y4(t) ≡ εe
εp

≡ ε̃e
ε̃e + ε̃ne

. �"�#"�

6��
� �����- ���� �������
. �����

 �����
����� ������ �'�"$� � ��/+& �	�)
9��
� �'�"'� 
 �'�":� �8� �����
��	+ � �
�� ���� � - "$℄�*

y4 +
15

2π4

∑

a

(2S + 1)

∞
∫

0

p̃3∆fa(p̃, t)dp̃ = 1. �"�# �

=	�9��
� �'� $� 
 �������	�. ���������� ����
	������ ������ %� ������ ���
 ��
 
�)
��+����

 	��� ������8��
� ����
 , 2o, 3o, 5o� >���	
�- �	 � �������/
� �	�	+.� �	
����� �	�9��
� ��	���	
����� ����
 ���	������
. 	����
���
����� �������
.
����
��+ ��
 ���� ���	��� ������8��
.�� 2�
 ������� ���
�
��	
 �����

 ����������)
�
. ������������ ���	
� 	 	������	��� ��������� ������	� ������ 
 �����
�����

�� ������� �� ��	
����� 	�������� p� ������� ����������� ������� �������� � p�



�����������	� 
�������
�� ������ ���������� ��� ������ ������������� ��� ������������� ��
������ ��������� �

������� ��	������ 
�����	�	��	 ��	������� ���������� ������	����� ��	������� �����������
�� ������	���� �	��������� ����������� ������	������� ��� ��������� 
���� ��	������ � �����
����� ��������� ������ ������������ ��	������ ��� ���	��������� �	��� �

�� ��������	
�� �������� ��� ��������	��� ��	���

���� ������� 	���
����	� ���������

!	� ��� ���	"	�� � #$� %&℄� ������������ ��	������ ��� ������������� �	��� � �����	�������
�������� ��	"�� ����� ��� #$℄ ($�%)*

p
∂∆fa
∂t

= −4πN

3

T 2(t)

Λ(pT/2)
∆fa, ($�%)

��� ∆fa = ∆fa(p̃, t)� Λ = Λ(s)� +�����"�� "���� ����������� (,�%-)� �������� (,�$%) � ����*

∂∆fa
∂t

= − 8πN

3p̃Λ(12 p̃ T0TN1/4)

(

2π3

45

)1/4

T 2(t)a(t)∆fa. ($�$)

���	� (,�$$)� �������*

∆fa(t, p̃) = ∆f0
a (p̃) exp



−8π

3p̃

(

2π3

45

)1/4 t
∫

0

NaT 2dt

Λ(12 p̃ T0TN
1/4
0 )



 , ($�/)

���
∆f0

a (p̃) ≡ ∆fa(0, p̃). ($�0)

���� ������ 	 ������������ ����������� ����������

1����� � ����	��� � #$℄ (/�,) ������� ������
��� ������ ������������� ��
������� ���������

������������ ������ � ��������� 
�
��� ���
����〈p̃〉0�

〈p̃〉0 =
ε̃(0)

ñ(0)
≡

∑

a
(2S + 1)

∞
∫

0

∆f0
a (p̃)p̃

3dp̃

∑

a
(2S + 1)

∞
∫

0

∆f0
a (p̃)p̃

2dp̃

($�,)

� ������
����� ���
��������� �
�������� ����
������ ρ�

ρ ≡ p̃

〈p̃〉0
, ($�-)

�	�� ���*

〈ρ〉0 ≡ 1 ⇒ ε̃(0)

ñ(0)
≡

∑

a
(2S + 1)

∞
∫

0

∆f0
a (ρ)ρ

3dρ

∑

a
(2S + 1)

∞
∫

0

∆f0
a (ρ)ρ

2dρ

= 1. ($�2)

����	��� �	���	�������� ������ ���	��������� ��	"�� ������� 
������ �	��� � ������	�	���
��� ���	��������� �	����������� ���3�	 ����� � �	3� "�	�������� ����� �������� 
������
�	��� � 4	��� ��	"��� ����	��� (,�%-)� (,�$-) � �	���	����	���� �	��� ������*

〈p̃〉0 ≫ 1. ($�5)

6	�������� �������	 〈p̃〉0 �������� ��������
�
 ����
����
 �	���	����	���� "���� �������
6�"������� ����� 
���� �"�	"������� �	�	����	 7 ��������� ������� 
������ �	��� ������
�	�	������ ���	���������� �	����������� � ������	���� ��	"�� � �	��������� 1�������� � �	�
�	����� ������ ��������� 1 ������� �� ���������� ���������� p̃ ���������� ������� "�	�����

����� ��� ��	�
��� ������
��� �� �� ��������� ����
���



�� ����� ����	
��

���������	
� �
	�
��	
� �������	
� ������		
� ρ � 	�����	
� ����������	�� �
�������		

���	
 1�

���
������� ������	�� � ����
	�	�� ���� !" ����#
�$ � ���������	�� ������		�� y, ρ%

8π

3p̃

(

2π3

45

)1/4 t
∫

0

NaT 2dt

Λ(12 p̃ T0TN
1/4
0 )

= 2

(

5π

18

)
1
4 1

ρ

t
∫

0

N

N
1/2
0 Λ

y2

a
dt. ���&!

'������$ �����( �������
��� �
)����������
)
 ����
�� Λ 
� ��
�# ��)���	�
�" � ����� �����*
(+�� #������� �
��	��)����	
� ��	�,�� � ����&!" ������ �����(+�( 
,�	�� �
)����������
)

����
��%

Λ

(

1

2
p̃ T0TN

1/4
0

)

≃ Λ(〈p̃〉0T 2
0 ) ≡ Λ0(t). �����!

-���� 
����
�" � �
)����������
� �
�	
���( ���������� ��.�	�� ����&! � �
�����	
� �
���%

∆fa(t, ρ) = ∆f0
a (ρ) exp



−2

ρ

t
∫

0

ξ
y2

a
dt



 , �����!

)�� �����	
 
�
�	���	��

ξ ≡ ξ(t) =

(

5π

18

)1/4
N

〈p̃〉0N1/2
0 Λ0(t)

≈ 0.967
N

〈p̃〉0N1/2
0 Λ0(t)

≈ N

〈p̃〉0N1/2
0 Λ0(t)

. �����!

/�
�$ ������ 	
��( �����������	 
�������	 ���������	 τ "

τ = 2

t
∫

0

ξ

a
dt , ���� !

����(" ��

dτ

dt
≡ 2

ξ

a
> 0, ����0!

� 	
��( �����������	 �����	 Z(τ)"

Z(τ) =

τ
∫

0

y2(τ)dτ, �����!

�������� ��.�	�� ��	�������
)
 ����	�	�$ ��� �! � ����%

∆fa(τ, ρ) = ∆f0
a (ρ) · e

−Z(τ)

ρ . ����1!

2�������� �
��� ������	
 ���
����� �
��� ���� ! ���������	
� �����		
� ������		
� τ � �
�*
�
�
)������� �����	�� t� �
��)�$ � ���� ! �����		�( �������
��� ���.���	
)
 ����
�� a(t) 
�
�
��
�
)�����
)
 �����	� � ���	���$ �
 �	���	�� �����( �������
��� 
� �����	� ����
�� ξ"
�
�����%

a ∼ tα, (α �= 1, 0) ⇒ τ ∼ t1−α; α = 1 ⇒ τ ∼ ln t. ������

��	
�� 	������ ��� ��� α � 1 → τ(∞) = ∞� � ��� α < 1 → τ(∞) = τ∞ < ∞� ���������
	���������� ������ 	 	������������ ����� � ������ ��������  	���
!��� ��"���� �#����$��

κ � −1

3
(Ω � 0) ⇒ τ(∞) = +∞; ������

κ < −1

3
(Ω > 0) ⇒ τ(∞) = τ∞ < +∞. ������

������������ 	�
������ τ � ��������� �� �������� ��������� �����
� ���	����� � ��������� ������������
���� �
������� 	�
������� η� adη = dt � ��℄� 



�����������	� 
�������
�� ������ ���������� ��� ������ ������������� ��� ������������� ��
������ ��������� ��

��������� ��
��� ����������
� 
����
����
�� �����
�
�� ��������������� ������ ������ �� 
����� �� �����
� ��!� ����������� ��������� �����	��
�� ������� "��������
�� �����

��
������

�� Z(τ)# �� ����
�!�
� ����$� % ����&� ��
���'�# ��� � ������������������� ������� 
�������� ������ �� (����

�� � ����������
�� ������
��� �������������� ���������� ���
��
�������
��������� ���
������# ����� ��� � �	����
��	� �	������ �������������	�� ������

��	�� ������� 	����� �� ��	������	��

���� ������	�
� �������� ������� ���
��������� ��	�������

�������� ��!�
�� ��
���������� ����
�
� � ����� ������ � ����)�
�� �� ��
����
�� ���� 

���� *
����� 
����
����
�+ ������# �������

ε̃ne =
45

64π5

∑

a

(2S + 1)

∞
∫

0

p̃3∆f0
a (ρ) · e

−Z(τ)

ρ . ����,�

���������� ��)������

�� ����"������
�� *���� ����)�
�# �������# ��� ������
� ��������
�'
�-��&� � ����
�
�' *
����"���
�� �-��,�

ε̃0ne = (1− σ0)
3

32π
, ������

ε̃ne ≡
ε̃ne
ε̃0ne

ε̃0ne = (1− σ0)Φ(Z)
3

32π
, ������

��� �� � ������ ����"������
� � "��������
�� �������
�� ������

�� ρ �-��.� ����� 
���'
�����������
 ������
 Φ(Z)/

Φ(Z) ≡

∑

a
(2S + 1)

∞
∫

0

ρ3∆f0
a (ρ) · e

−Z(τ)

ρ

∑

a
(2S + 1)

∞
∫

0

ρ3∆f0
a (ρ)

. ����0�

�� ������� � ���	�
����� �������� �������	��

(��������� ��������
� ����-� ��
��� Z(τ) ������������ �����'1�� �������/

Z ′(τ) = y2(τ) ⇒ Z ′ 2 = σ(τ); �0���

Z(0) = 0; Z ′(0) = y2(0) =
√
σ0, �0���

���

Z ′ ≡ dZ

dτ
> 0. �0�0�

2���� �"�����# � ������ ������ % �0��� ����
�
�� *
����"���
�� �-��,� ��)
� ���������� � ����
�������
�����
��� ����
�
� ��
�������
� ��
���� Z(τ)/

Z ′2 + (1− σ0)Φ(Z) = 1 → Z ′2 + (1 − σ0)Φ(Z) = 1, �0�3�

��!� ������� � ������ ����
�!�
�� �0��� % �0�0�# 
����� �������
�� ��!�
�� � 
��
�� ����/

Z
∫

0

du
√

1− (1− σ0)Φ(u)
= τ. �0�-�

4�����
� ��������
�' ����0� ��
��� Φ(Z) 
�����������
�/

Φ(Z) > 0, (Z ∈ [0,+∞)), �0���



�� ����� ����	
��

������

Φ(0) = 1; lim
Z→+∞

Φ(Z) = 0. 	
��

�������� ������ � ������ ����������� �� Z �� ������� Φ(Z)� ������������� �����������
	���
 �� Z� ������� 

Φ(Z)′Z < 0, (Z ∈ [0,+∞)); 	
�!

Φ(Z)′′ > 0, (Z ∈ [0,+∞)). 	
�"

���������� 	
�! ������� Φ(Z) �������� ����#� ��������� �$��%�&�'� �� ��#�% ����������
����������' 	
�� (�% ������� �#�%�����% �% ������%�� 

Φ(Z) ∈ [0, 1]; (Z ∈ [0,+∞)), 	
��)

������ #�%��� ������� Φ(Z) ��#����'� ���������� (��* ���'��� ������� Φ(Z) ��%������ Φ(Z) =
Φ0 �% �%���%����%���� ������%�� ��%����' ���#�% ����� ���� � ���+�� ���� ������� Z = Z0� ��
���+� ���������	� Y = Φ(Z) �� 
�������� �����	�������� �	��� �������� �	���	���
�

,%���� �� ����������� 	
�� �������� ��� ������� Z(τ) �������� ��������� ����%��%�&�' �%
������%�� τ ∈ [0, τ∞]� ,������������ ����������� 	
�- �� τ �%� ���.��� �������� ������� 

Z ′[2Z ′′ + (1 − σ0)Φ
′

Z ] = 0. 	
���

/����% ���������� ����.����+����� Z ′ 	
�- �%'��� ������ ����������� 

Z ′′ = −1

2
(1 − σ0)Φ

′

Z . 	
���

0�(���� ���������� 	
�! � 	1��! 2 	1��" ������� �� 	
��� 

Z ′′ > 0, 	
��


�� ���+� #�%��� ������� Z(τ) �%�.� �������� ��#������ ,%���� ������������� 	34�1
� �������
� ������ 	
��
 

y′ > 0, 	
��-

5 �� ���+ ������� y(τ) 	% ������ � ��' � ������� σ(τ) �������� ��������� ����%��%�&�'� 6
���#�' �������� ��% �#�%�����% ����� �%�%�+��� ��%������ y0 	σ0� % ����*� 2 ��%������ 1 

y′ > 0, y ∈ [y0, 1); σ′ > 0, σ ∈ [σ0, 1). 	
��1

0������������ ���'���% ������' y(τ)� Z(τ) � Φ(Z) �$�������%�� $����������+ ������� ���$7
�%.���' τ ↔ y� y ↔ Z� Z ↔ Φ� � ���#�� �%.���� ��%����� Φ ������������� ���� � ���+�� ����
��%����� Z � ���� � ���+�� ���� ��%����� τ  τ ↔ Φ� ,�� �%���%��� (��' ������� ����%�����
���������+ ����+ ������' y(τ) � Z(τ) � ����&+� ��%������ (���#�$%�%��% 	
�1 

y = [1− (1− σ0)Φ(Z)]1/4. 	
��8

9�%������ 	
�1 � 	
��8 �������� ����
���	����	
 �����	�
 �������	� ������������� 	
�-�
% ����������������� ���'���% ������' Φ(Z) � Z(τ) �$�������%�� ��	����������� ��� �����	��
6�#�%��� 	���
 ������� Φ(Z) �������+� ������������ �%�%�+��� �%������������ ���%������7
��* �%���� ∆f0

a (ρ)� 0�(���� � �%���%�������' ����� ������ �%�%�% � �����%�������� ��������%7
�������#� �%�������� �� ��������' � ��������+��� ���������� �������+� �����%� :���������
������ ������������ �����+� �����' �%����� � �����+� ������%�%�+��#� ���%��������#� �%�7
���������� �%�����

0���������������� �����+ ����������� 	
��� �� τ � ����� ����+ 	
�� ��.�� ���������
y(τ) � Z(τ) 

Z ′′′ = −1

2
(1− σ0)Φ

′′

ZZZ
′ ⇒ y′′y = −y′2 − 1

4
(1− σ0)Φ

′′

ZZy
2.

;%��� �$�%���� ���������� 	
�" 

y′′ < 0, 	
���



�����������	� 
�������
�� ������ ���������� ��� ������ ������������� ��� ������������� ��
������ ��������� ��

� �� ����	 
����� ������� y(τ)	 � ������ � ��� � σ(τ)	 �������� ��������� �����	 ���������
ΦZ(Z → ∞) = 0	 �� ������ ������� 

lim
τ→∞

y′(τ) = 0 ⇒ lim
τ→∞

σ′(τ) = 0, ����!�

� �� ����	 ���"���� σ = 1 �����
����� ���������"���� ��� τ → ∞� #�� ��������� ����������
��"��������$ 
����� ������� y(τ) ����� ��� &���"����� '����������
� ������� τ∞ �������� �
�����������( ���������
� ���"���� ������� y(τ)

y(τ∞) = y∞ < 1 ⇒ lim
t→∞

y(t) = y∞ < 1. ����)�

*��������� +��
� "���� +���
�� �������
�"����$ ������ �����
�� �������������� � ������������$
����,�������$ ���������� 

lim
t→∞

εne(t)

εp(t)
= 1− σ∞ =

{

= 0, τ∞ = ∞
> 0, τ∞ < ∞ . ����-�

.�
����� ����!� / ����)� +�� �����0�� ��1� ��� ��������� ���1���(2�$�� *�������$�

���� �� ����������	
 ��� ������ ������� y(τ )�

�� ������	��
����� �	���� ������� ������������� ��������	�� 
�����

3���� �'�����	 � ���"�� ��������� ���1���(2�$�� *�������$ � ������� ���������, "����� ��4

�� ��'�(������ "������ ����,������, +���
�$	 ����2�� ���������( � ��"������ ���������
*�������$� *�������� ������	 ������ �����0��� ��������� ������������� ����, "�����5 ���
������ �� +��� ������ ���',����� ����������� ���������"����� ��������� ������� Z(τ) ����6�	
��������(2�$ ������������� ������������, "����� ����7��

�� ���������� ��������		� �	��	����� �� ���	����� 
�������

 �����������������	� ������  �	
�	� �	����

� ������ �����	�	� �� �������	���� ������ ����������

���� �����	 
���� �������� � �������	���������� ������ �� ���	�������

8������� �������"�� ����������'��( ������ ����,��� *�������$ � �������������������$ ���4
��� ���1�������� "���� ���������������( �� �����( ������
� ���������� *���1�� ��������
������1���� ��� ��������������$ ����� ������ ���1������ 

κ =
1

3
; Ω = −1, (t � t1); �6���

−1 < κf < κ(t) <
1

3
; −1 < Ω(t) < Ωf < 1, (t > t1). �6���

��������� ���	
���� ����� � ���������������� ������� ��� �	��������� ������������ ����� � ����� ��������

������
 ���������



�� ����� ����	
��

�������	
� �	���� ������ ����	

� ����� �������� ����	
 ��������� 
� ���� ����������
�
�
������ ���������� ����
����� �����	���� ���� ���������
����
� ���� � �	�����
�� �����!
��
�

ps = −εs, �"�# 


 ����	�	����
�
������ �����$ � �	�����
�� �������
�

pp =
1

3
εp; εp = ε0 + εne, �"�� 

��� ���� %#℄ ε0 ' ��������� (��	�

 	���������� ���������$ �����$) εne ' ��	����������) ���	�!
��������� *���� �����	�$� ��(��
,
��� -�	��	��$ 
 
���	
������ ����	��
� ��.�� ���
����
� �
���

κ(t) =
1

3
· 1− 3δ

1 + δ
; Ω(t) = −1− δ

1 + δ
, �"�" 

���

δ = δ(t) =
εs
εp

. �"�/ 

*��
� �-	����) �	
 δ = Const ��	���$ �"�/ ��.�� ���
���� � �������� ���-��� �
���

a = a1t
(1+δ)/2; ε =

3

32π

(1 + δ)2

t2
, Ω < 1. �"�0 

1�� �
�
������ �������$� ������� �����	���� ���� ����� ���	����
� (��	�

 �"�/ �$�����!
���� �������� ��� �����	���� ���� 
 ��������
������ �����$� 2�(���� ��������
� �"�/ �����
�

� �����

εs = Const =
3Ξ2

8π
; �"�3 

εpa
4 ≡ ε̃p = Const ≃ 3

32π
. �"�4 

2��������� �"�3 !�"�4 � �	�����
� ���� 
 
����	
	�� ���) �����
��

a(t) =
1√
2

[

(

t0 +
√

t20 + b2
)

e(t−t0)/2Ξ − b2

t0 +
√

t20 + b2
e−(t−t0)/2Ξ

]
1
2

, �"��5 

����

b2 =
3

32πΞ2
. �"��� 

6 ��������
) �	
 t0 = 0 ��� ���7��-���� �����	� 
���� ������

a(t) =
1

Ξ

√

3

32π
sh

t

2Ξ
. �"��8 

1����) �	
 t → 0 �����
� 
� �"��8 ����	�	����
�
����
� ����� 	��7
	��
��

a(t) =
1

Ξ

√

3t

64πΞ
, �"��# 

� �	
 t → ∞ ! 
����,
���$� ����� 	��7
	��
��

a(t) =
1

Ξ

√

3

64π
e

t
4Ξ . �"��� 

6$�
���� �������� �"�/ ) �"�3 ) �"�4 
 �"��8 ����7��
� δ) �������

δ(t) =

(

3

16πΞ
sh

t

2Ξ

)2

. �"��" 

1����) �������� �"�/ ��.�� �$�
��
�� (�����
��$� ��(��
,
��� -�	��	��$ 
 
���	
������
����	��
� ���� �
�� 8 � 9�� �
��� 
� 	
�����) ��������� ������ 	�7��
� 	���
���� ��� 	�� ��



�����������	� 
�������
�� ������ ���������� ��� ������ ������������� ��� ������������� ��
������ ��������� ��

��������	
���� ������� � ������� �����	���� � ������ ��℄ � � �����������	�	����	� ������� 	
������� 	�����	�� 

���� �� �������� 	���������� ��	�������� �������� κ(t) ������ ������
� ������������ ��������� Ω(t) ������� ������ ���������� ������ ������� ���� � ��� Ξ = 1�

!�������"� �����"� ����#��� ���"��� −1; 1/3; 1�

!����"	� �	����� �����#����� 
�� � ����"� ��������� Ξ ��$�� ����� ��������� ��������
����%��� �� 	�����	���#� ��$	� �������	� κ → −1 &�����	�� 
�� ��������	
����� ����� t
	��������� � ���������	% ��	�	��% 

���� �� �������� 	���������� ��	�������� �������� κ(t) ��� Ξ = 1; 10; 100; 1000

������ �������� ���������� ������ ������� ���� �� !�������"� �����"� ����#��� ���"���

κ = −1; κ = 1/3� $%��� ��� ������� ������� #������� log
10

t�

���� �����	�
	 ��	���������

��������	� �	���	
����� �������	� ��� ����%������#% 
���	� �(℄)( �* )����������	 �� � ��+,℄*-

p̃

a

∂∆fa
∂t

= −4πÑ

3

T 2(t)

Λ(p̃T/2a)
∆fa. )� �.*



�� ����� ����	
��

������	�
� ����� � �����	��	������ ��������� 	 
�	����� ������ �����	� 
������	� ��������
�� ��� �! "��
�	�#

∆fa(t, p̃) = ∆f0
a (p̃) exp



−ξ(t, p̃)

p̃

t
∫

0

y2(t)dt
√

sh t/2Ξ



 , ���$�

�%� ∆f0
a (p̃) ≡ ∆fa(t0, p̃)!

ξ(t, p̃) =
4ÑΞ

〈Λ〉
√
N

, ���&�

y(t) =
T (t)

T0(t)
≡ σ1/4(t); σ =

(

T (t)

T0(t)

)4

=
ε0(t)

ε(t)
≡ ε̃0(t)

ε̃(t)
≤ 1. ���'�

(����! T0(t) ) ���"����
�� �� %����� ������ ������	 � "�������� ����������� *�������� �
������+��� �������� ���,�#

ε̃p = εpa
4 =

Nπ2

15
T 4
0 a

4 =
3

32π
⇒ T0(t) =

3Ξ

π
√
N

1
√

sh t/2Ξ
. ��-,�

�. ���������	� ����! ��&� 	 ��-,� "��
�	�� 
������	� /�����+������ ��������	������ "��.�
��#

σ + (1− σ0)
ε̃ne

ε̃ne(0)
= 1 ��-��

0� �	%	�! ��� ����� 
������	� /�����+������ �� 	.��������! 	.�������� �	�� �"��%����	�
�1�%�2	1 � ���� �
��3	��

���� ������	
��	�� ������ ����������� ��	�����

(�� �����	� 
������	� /�����+������ "� ������		 � 4-℄�6�$�! 4-℄�6�&�! 46℄ ���- � ���+1�%	�� �����	
���
� +�.��.����
� �������
� "�������
� τ ! ���	� �+��.��! ���+�! � �%��� �������! 	�������
� �����		 ���&� �� ��%��7�� �	���	1 �
��3	� ����� y(τ)! � � %�
��� �������! ���+� τ̇ > 0�
8��	� �+��.��! �"��%��	� ���
� +�.��.����
� �������
� "�������
� τ #

τ =
2Ξ〈ξ〉
〈p̃〉0

F(ϕ, 1/
√
2), ��--�

�%�

ϕ = arccos
1− sh t/2Ξ

1 + sh t/2Ξ
; ��-6�

〈ξ〉 = ξ(〈p〉0); ��- �

〈p̃〉0 =

∑

a
(2Sa + 1)

∞
∫

0

dp̃ p̃3∆f0
a (p̃)

∑

a
(2Sa + 1)

∞
∫

0

dp̃ p̃2∆f0
a (p̃)

��-�

) ���%��� ���������� /����	� ������������1 ����	3 � ��������� ������ ������	9 F(ϕ, k) )
/��	"�	����	� 	������� "������ ��%� ����! ��"�	���! 4'℄�#

F(ϕ, k) =

ϕ
∫

0

dα
√

1− k2 sin2 α
; (k2 < 1). ��-��

8��	� �+��.��#
dτ

dt
=

1

2Ξ

1

sh ϕ

ch ϕ

1 + sh ϕ
> 0; τ > 0; τ ∈ [0, t∞), ��-$�

�%��

t∞ = lim
t→+∞

τ(t) =
2Ξ〈ξ〉
〈p̃〉0

F(1, 1/
√
2). ��-&�

������������	 �
� � ���℄�
��F (1, 1/

√
2) ≈ 1.083216773�



�����������	� 
�������
�� ������ ���������� ��� ������ ������������� ��� ������������� ��
������ ��������� ��

�� ������		 
 ��℄ ������ ����� ����� ������������ ���������� 	�����
��� �����������

ρ =
p̃

〈p̃〉0
, �� �!"

��� #��
∑

a
(2Sa + 1)

∞
∫

0

dρρ3∆f0
a (ρ)

∑

a
(2Sa + 1)

∞
∫

0

dρρ2∆f0
a (ρ)

≡ 1 ⇒ 〈ρ〉0 ≡ 1. �� $%"

	 ����� ������������ ����&	�' Z(τ)�

Z(τ) =

τ
∫

0

y2(τ)dτ, �� $�"

��� #��
Z ′ = y2; Z(0) = 0; Z ′(0) = y2(0) =

√
σ0. �� $�"

(��
� 	 � ������)*�� +′, ����#��� ���	������� �� ���������) τ  -�����	� ����������./ ���0
�����) 	 	�����
��) ��������./' τ, ρ' 	 ����������./ ����&	)' y(τ) 	 Z(τ)' ��������� 
���	�
����#� � �����
�&		 ���������
���� ��
��������	1 � ��� 	

���������) � ����.��2	/ ����0
��/ ��' $' �%℄ 

���� ������� 	
������ ���
���������

3���'  �����	��	#�
��) ��#��
��� ����&	1 ��
��������	1 ���������
�./ #�
�	& �� 5" ��	0
�	���� �	��

∆fa(τ, ρ) = ∆f0
a (ρ)e

−
Z(τ)

ρ . �� $$"

��������	�

6��	� �������' ��
�������1 
�����1 �������	#�
��1 ������ ��

��������	1 ������	���	#�
����
�������
	1 � 	���1&	����) -
������) ��������	�� ��������������
�� ��	�����	1 	��	 7�����0
�����
� � 	

�������	� ���&�

�� �
��������	1 ������	���	#�
���� �������
	1 � ��
*	�1�2�)0

1 -
������)' � ����� 	 ����#���.� ����� ����	�	#�
�	� ���������. 8������������ �����	��0
���	� ���&�

� ��

��������	1 ������	���	#�
���� �������
	1 � 	���1&	����) -
������)' ���
	 �����
�� 
�.����	 �����������' ����#���./ �� ����./ 
���	1/ ��
*	���	1' ����� ��
�12���

�����2�1 ��*� 
����1 

- �����#��	� 9���� �2� ��� �.������ ����������
�� �����

��� :����	���� - ; �� #���0
�.#�)�� ����������.) �����
' ��
�������.) 9�����' ����	#�
�	 �������	�*	)
1 � ��
�������
	�����
��) ����#	 

<�3<=8 >36?�96A�B

� 3������� C � ;��������
�.� �	���	#�
�	� �����	 -
������) E A
���	1 ���������� �����0
�	���	#�
���� �������
	1 FF ���
����
���' ����1 	 �������������.� ���	����)
��	1 �%�� 
6 � GH � < �!I!J 

� 3������� C � ;��������
�.� �	���	#�
�	� �����	 -
������) ;��������
�.� �	���	#�
�	�
�����	 -
������) EE :����� 7����������
� FF ���
����
���' ����1 	 �������������.�
���	����)
��	1 �%�� 6 � GH � < �%I$5 

$ 3������� C � ;��������
�.� �	���	#�
�	� �����	 -
������) ;��������
�.� �	���	#�
�	�
�����	 -
������) EEE :����� 7����������
� ��1 	���1&	����) 
���		 FF ���
����
���'
����1 	 �������������.� ���	����)
��	1 �%�� 6 � GH $ < �I� 

K 3������� C � ���1�	�	
�
��1 �	���	�� ���������
�./ ���&�

�� � ����	��&	���./ ���1/ 
8������ L��	���M' �%�% �%J 
 

� >����� > N ' >	�*	& ? : 6���	1 ���1 O � ;����' �!�$ �%K 
 

5 PQRSTUV W O XYRZ[Q\Q][Q PZ^[QRY PU_]Q] �!�! GY`0aH^S� bc^QVdY^0eY^RZd �KK c 

� aT f EdVZ[_Y\ gQVY[Q] Hh [UY VHVYiTQRQj^QTk lVQ\Y^]Y E mHZR [UY^kHn_VZkQ YiTQRQj^QTk
HVnQ[QHV FF f^Z\Q[Z[QHV o pH]kHRHd_ �%%� eHR �$ GH ��K!" I cc �I�Kq Z^rQ\���%� %$5K �d^0i℄
� sZV �%�� 
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 � ���	����� � 	���� 5��� ,9� �� 	� 6 %� ,�,7,,9A
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