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�� 	�������� ������������� �!�"� #$������ �����"�" ��%�����


������ � ��������� ��������������� ��������� �� ����� �!"� ��������"������� ������
"�#"��$���� �� �%����� &���' ��"�!���' ������(( ������ )�℄+' �������, �� ����!�' -�� !�-��#
"���(.!/ ����� �� 0��� ��"��� ��� !1������� ��2��!�� �������!/ 3���!�%���� 4�����$�����
�!$� !���������!� ��������!���� ��1��$����� ��.��������!, 5��%������6 ���������!���� ��#
����/�


������� "������ 0��%� !���������!, ,��,���, ���� ��1��$����! ������ �������!/ ����#
����/ �����!�! !1 -!��� �������!-���!� ������$��!/� 7��� ����� ��,1�� � ����/-!�����( &!�!
����!�������(+ "���!�� ����$��!, ��!�!8 ��%���� �������!����� &Q−+ -!���' ! ������ �%�
��$�� �"!���� �����(.!� ����1��� 4���� {I,qk} 9 ��������� "����������!� Q#��!�!8 &�������#
������� ����,���/ ! ���� ���������: k = 1, 2, 3...+' ����������,(.!� 1����� ����$��!,

I · qk = qk · I, qkqn = −δkn + εknjqj , &�+

%�� δkn' εknj 9 3D#�!����� ��������� ! ;��!#<!�!��' "� j ���� ����!�����!� ��� "� "����#
�,(.����, !������� = ������� )	'�℄ "���1���' -�� ���! �� ��������/ ��������/ &2D#�"!�����/+
"���������!' ����.� %����,' ���"������/' 1���� �!#����%�������/ ��1!� &�!���+ ��!�!-��� ���#
����� ψ± ! ���������� ϕ±

ϕ±ψ± = 1, ϕ±ψ∓ = 0, &	+

�� ��$��, !1 ��!�!8 {I,qk} ��$�� ���� "����������� ��� "�,��� &���1�����+ "��!1�����!�'

I = ψ+ϕ+ + ψ−ϕ−, q1 = −i(ψ+ϕ− + ψ−ϕ+), q2 = ψ+ϕ− −ψ−ϕ+, q3 = i(ψ+ϕ+ −ψ−ϕ−), &�+

��� -�� ��"���,���, 1���� &�+� >����$�� �!����' -�� "�! 0��� ψ± ! ϕ± ,��,(��, "�����! !
�����! �����������! ��������! �"������� q3' ��$��/ �� ���!� ����������� 1��-��!�� ±i �

�������!, &�+ �-��!��� �� !1���,(� ����� "�! "������1����!,� "����!, q′
k = SqkS

−1' %��
S ∈ SL(2, C)
 "�! 0��� !1 �������!/ &�+ ������� �����������(.!/ &�"!�����/+ 1���� "������1�#
���!, �!���

ψ′± = Sψ±, ϕ′± = ϕ±S−1, &�+

!��(.!/ "�����/ %������!-���!/ ����� "�������� �������� &����������+ �!��� �� ��������/
�%�� α ∈ R ' � 3D#��������� ��!�!8 qk 9 �������������� �� �%�� 2α � = -�������!' ����/ 3D#
"������ ��$�� ���.����!�� �����% ��"������!, ������� q3' ������/ ���2�� �������, ��!1���#
���' ��%�� ��� �%� ����������� ������� 9 �������,(.!� �!��� 9 "�����%�(��, ��1����� "����#
��1����!(

ψ′± = e±iαψ±, ϕ′± = e∓iαϕ±, &�+
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������� ��� ���� ��� 	�����
���� �� �����
������ � �� 	
���
��! ��
 

��"
�#����� 
$%�&℄( �����
���� �
�	� ������ ����� �σ ∈ R!

ψ′′± = σe±iαψ± ≡ λ±ψ±, ϕ′′± = σe∓iαϕ± ≡ λ∓ϕ±, �*!

���� ������� 

������ � ������� σ2 � �	������ #����� ��+�"
� ��! �� Q�������� 
�	�
������

� 

����� �,! �# 	�	���� -��� ������� �*!. /��"� 	��
����� ��+�"
�� 

����+���	 	����-���.
0��
�
���� 
�	�� �����
� 

��"
�#����� �*!  �� -�	 ������ �� ������
�+� 
�
����
� θ �
���
����� ξk �"	�
�����+� 

�	�
��	��� P� 
�	�� �
����
��+� ���� 1�� �� �" #�������!�

λ(θ, ξk) ≡ σ(θ, ξ)eiα(θ,ξ), λ∗(θ, ξk) ≡ σ(θ, ξ)e−iα(θ,ξ), �2!

�	� �������� � ��
���� �2! "�#
�#��
�� ��� ���-� ��#���	��� ������!. 0�����
��� 
�	�� �����
�� σ2(θ, ξ) ��
��
���� � ������
�� �"��	�� Vξ 

�	�
��	��� P

F ≡
∫

Vξ

σ2(θ, ξ)dVξ =

∫

Vξ

λλ∗dVξ = 1; �3!

��+�� Q�������� I ′′ = FI� q′′
k = Fq′

k ���������
 -� #����� ��!� �� �	�� ������ �
�	� ���� �
 ����� 2D�	
���
��+� 

�	�
��	��� 	+��������	 . �������� ���
������ �
�"������ 	��"�����	��
��
��
���� �3! � 	��	�� 
�
����
� θ� �� �	�� 	��"�����	�� 	�"	������ Q���+�"
�� ∂F/∂θ = 0�
����� 	���� 	���	����� �
������� ��
� ��

�
����	��

∂θ(λλ
∗) +∇ξ(λλ

∗�k) = 0, �4!

+�� ������
 
�	

�	�
����� � � 

�	���5�� 	����� �

���� ��	 ��� ��

������� ��������� 
��#�

�k = ∇ξα. ��6!

0�
������ �+�� α = (i/2)ln(λ∗/λ) �# �

������� �2! 	 
�	����-��� 
��	�������� � �
�������
�4! 

������ � �
������- �� ������� λ�

[

∂θ −
i

2

(

∇2
ξ − 2W

)

]

λ = 0. ���!

+�� W 7 

��#������ ������ �#��	� ��� "���� 	������	 ���	����������!8 �� 	�

 ������
������� λ∗ 
�������	 �
�������� ���
���	�� 	�

 ������ �
������- ���!.

9	
���#� �

�������� �2!� � �
������� ���! ����� �������� ���	���������- ��	��

∂θσ +∇ξσ∇ξα+
1

2
σ∇2

ξα = 0 ���!

� �����- ��	��

∂θα+
1

2
(∇ξα)

2
+W − 1

2
∇2

ξσ/σ = 0. ��,!

:
������ ���� �,! �������� 1����������� �
������- ���!� ����
�� 
� ��
�� 	��
����� 	 �
�����
���� ;
����+�
�. �� 	����� 
���#���� ��� 1�� 	��
������ ���#�����	 
������ �	�� �"	�
������


�	�
��	��� P  �� ��	 ��#���	���� 
�
����
 7 �
������8 ��+��

ξk = xk/ε, θ = t/τ, xk = εξk, t = τθ, ��%!

+�� ε � τ 7 ��
����
��� �� ����
����� ������ 

�	�
��	������� ��	5��" � ����
��� �
�����.
<�	������ �
������� ���! 	� #�����	 	 ��������� ���������� � ����	��� "�#���+� ����	��"
�#��
�	
���#����� ��	5��"� ���-��-��� 
�	�� ���- <�����

ε = �/mu, τ = ε/u ∼ �/mu2, ��&!

#��	�m 7 ��		� 
�		���
������+� ���� ���	����!� u 7 ��
����
�� �� �����+� 

���		� 	��
�	��
�

�������� 	����� u = c!. <��	������� 	�����5���� ��%� �&! � ���! ���� � �����	�� �
�������
��������� ��������

(

i�∂t +
�
2

2m
∇2 − U(xk, t)

)

λ = 0, ��*!



�� ���� ������	


��� ��� ��	
��	��
� ������� �	 �
�
����
� ��������
�� � ������
������� �����
� U ≡ mu2W

���� ��
�� �	����
����	� �����

 �
����
�

���
��������� �
����� �������
� � ��  !" ��
	������� �
� �������
� #	�� $%℄

∂tσ +
�

m
∇σ∇α +

�

2m
σ∇2α = 0, � '"

∂tα+
�

2m
(∇α)2 +

U

�
− �

2m
∇2σ/σ = 0. � ("

)	*�	 �����
��� ��	 ���
 α ≡ S/�� ��� S + �����
� ������
� �����
����	� ��,��
�
� �	 �	����-
�
� �������
� ����.� �����	�
� ��	*
���� �� ��
 ��	� �������
� � '" ��
	������� �
� /�	���
��������	�	0 
� �������
� ������
��	��
� � �������
� � (" + �
� �������
� ���
���	��-2�	�

��
�	�� ��	 �	�����
� ��� �������
, � ��� 	�	*�������.��� � �	����
��	� ���	�	�	� ���3���
�
�
� 4�� ��	 �������
� � '" 
 � ("� �	*�	 �������� 
��.� ��
��������
� ,������� + 
 �����	-
�
�� 
 �����
����
��

5��	�
� �	��
�	��
 �(" � �
�
����
, �		��
����, ���	��������� ���

1

ε3

∫

V

σ2(x, t)dV = 1, � 6"


� ���
 ����	� σ 
���� ��
�� 	��	�
�����	� /�	����	��	��
0 ����


σ ≡
√

ρ(x, t)/ρmean, ��7"

��� ρmean + ������� ��	��	��� � ��������
����	� 	�8���� �	 ���	�
� � 6" �	������ ��	���. �
-
�
�����. 
����������
.

∫

V

ρ(x, t)dV = ρmeanε
3 = m. �� "

9���	� �����	��� �		���������� ������	����
������ �	���� ��	�	����
�
 � �
�� 2D-�����

� �	������
� �����������
�� /�	����	��	��
0 ����
 ��	,����.:�� �����������
�"� �����	-
������.:���� � ��	��������� 
 /�����.:��0 ��*�� ������
�����	� 
 ��
�	� ��	��	���.� ;�

��	� � �
�
����	� ��	��������� �������
 2D-��	�	����
�
 /����
��.���0 � 3D-	�8���� �	�	�
�
�������������� ����.�����. ��� ��
*�:���� �	������ ����� ������
������ �	���" � /��	�	*��-
�	�0 � ��� ���:�.:���� ��
��	� ����	�	� qk �

�� ���� ����	��
 �	��
���	


��3��
� �������
� � %" ��� ��	�� �	�	�	�� ,	�	3	 
������	� 	����	 �	����	 �����	�����
��	 � �	��
 ����
� �
3�	�
����	� �	���
� 9�� ��	��	�
 �	����	��	 	����
�
���� ����	�
�

	��
�����
� =�
��	 ��������
������ ��� ���
����	� ����
	����	� ��3��
� ��
*� �����	*��
����	� ���
��� ,�������
��
�
"� �		��������.:�� � ��
���
, ����� 	�	������
�, �����.

λ(r, t) ≡ σ(r)e−iEt
� , E = const, ���"

U(r) =
q2

r
, ��!"

q + ����������
� ������
����
� ������ 5������
� � %" ����� �	*�	 ���
���� ���

−E =
1

σ

�
2

2m

1

r2
d

dr

(

r2
dσ

dr

)

+
q2

r
. ��>"

?�	� ��� ����
�	� �����
�
��.� � ����������
, ���
�
��, y ≡ r/a� w ≡ E/E0� ���

a = �
2/(mq2), ��@"

E0 = mq4/(2�2), ��%"



������ ���	� 
������� ���� 
 ������� ���
����� ���������� ��

��� ���	
�� s ≡ σ/r� 
�	 �
� �
� ��������� ����
 ���

d2s

dy2
+

2s

r
+ ws = 0. ����

������� ���
�� � ����

s = e−
√
−wy

∞
∑

ν=0

bνr
ν+1,

�
�� 	�	 �����
��� �������
 	 ���� ���! ��� ������" ����#��
√
−w = 1/(ν + 1)2 ≡ 1/n2, E = −E0/n

2 ��$�

� 	 ��������� %�#���� ��� ���	
�� s ≡ σ/r& '���	� ������� ������
� ������ �
�#� (���
�)
��
�"��#� ������� � 
��	� ������ *���������+��(, ��������" �-�� -$�& .���� ������ �
� ���
������� ���� ��������� ��/� �����
�� 	 ��������! �-$�� 
�#�� 	�	 ��������� �-�� 
������+��
������
�����
��� 
�	 	�	 ���� �� ������
 �
 	�������
& 0� ��������� �-�� ��
+ ���������	��
��������� ��� *�������
���
�, ����� ���	
����� � ���	��+	� ����+ ��� �	������
�� �� ����")
�
�������" ���
+! �����#� ��������� 1�����#���� 
� ������ ������� ����
 �
�
����	�" �� ��
�
�
�������"� (���	
��& 2���)#����
�����	�" �3��� ���
����
�
� ��� �
�" ������ �������
��+)
�� ���!�
�����
 ��
��
�!4 �
� ������� ��� �� �������	�� ����
����
��� 2D)���"	�� ���	
��
*�������
���
�, 	�
���" σ(r) ���������� � 3D)��������	�" �	���
���
�� ���!��" (���	
����"
������ rn 
�	� �
� *�������
���
+, ����� *����	������
��, �� ��"�
��
��+��#� ��	
��� ���"	� �
�� �����" ��	
�� � ���
�����" 
�	�����	�" ���
�
�" En/�& .��
��
�
��!��" 3D)�3��� �����
��)
��� Q)
�����" �� ������� � 
��
�� �����
����� �����!��"�� � ���
�
�" 2En/�5 � 
���� ���
���
������� �� � ����
����
��� 
� ��
+� 	�	 �
������ ����� �����
�� �
�
����	�"&
6������� �
�
 ������� �
��
 �������
+� �
� ���
������� ��7� �8�� ��������!��� ���
��
)

�
����� ������ �� ��" ��3�
��� � ������+ ����#�� �� ��" ���	
���� 3��� ��������� 0& 9����
�� *����	��������	�(, ���3�� ���"5 � 
�  � ����� ��� (���	
���� ��� ��������" 1�����#���&
:��� 	 
���  � ���
�
+ ����� ��7� (���	
����� ����
�3�� �����" ������� 
�� �����
����� �� �
�����" �� ������ �-7�� ��#	� ��������
+ (���	
����! �	����
+

u =
q2

�
=

q2

�c
c ∼= 1

137, 036
c, ��;�


� ��
+ �
� �	����
+ ���	
���� �� �� ��" ��3�
� *�� 6��������+��,� ������������ ���� 9�)
��& <
� ������
 �� ����+� �
� �����+ 9��� �� �
 ���
+ �
������� �� 
��+	� 	 	��������	��
���������� ������	� �� ���
��
�
��!���� 	���
����� ���
���
����� �� 
�	 � � 	 ��������!
1�����#���& 2�����	� �
�#� �������� ���� �������� �����!��" ������&

�� ���� ����	��
 ��	


:��� ����
� �3��#� ���������1�����#��� �-8� ������
����
+ �#� ������������ �	�������
�
�-�� -$�� 
� ����� �� ����	 ���#�#� �������� 	�
���� �� �� (���	
�������
+ 	�	 �
�
���������
������� �� �
�� ��
����������� ��3�
��+��� ��� ����& = ������� ���� ���	
��� ��"�
��
��+��
�3�����
�� ��	��# ���� �� 	��#���" ��3�
�� 
� �� �� � ���
+ �� *�
�
����	�#�, �������� Q)

������ � �������#� ������� � ����"

α = kϕ− ωt, ��>�

#�� k ? �#����� �������� ������ ϕ ? �����
��+��" �#�� ��������	�( 	�������
 � 3D)����
����
���
ω ? 
�	�����	�� ���
�
� #���������	�#� *���
����, 2D)���"	�� 2ω ? ���
�
� �������� Q)

������ ��������" � ���
�
�"& 2�� �
�� � �
�
�������� ������ � ����
�3��" ��	
�� �� �

3�
+ ���	
��" �������� � 
�	 � ���	
��" �#����" � ������+��" 	�������
� � �����" ������ �
�
���������
+ 
������3����� �����
���
+ 
�	

σ = g(t, ϕ)f(r), ��-�

��������#��
��� �
� � 
��
���+��� ���� ���
��� ��� ���� ���
�
� ����	�� ��� 	��#���" ��3�
���
�������" �#�� ��������	�( 	�������
 ����� π/2& 2���� ����
����	� ���	
�" ��>� �-� ���������
�-�� -$� ���
��
�
����� ����3����!
�� 	 ����

∂tg +
k�

mr2
∂ϕg = 0, ����
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−ω�+
k2�2

2mr2
− q2

r
− �

2

2m

[

1

fr2
∂r(r

2∂rf) +
1

gr2
∂ϕ∂ϕg

]

= 0. ����

���	 
����
��� ���������� ���������� �� r2� 
�������	 � 
����� ����� �������	� ����� �� 
����
������ ���
��������  ��
�� 	� �����	�	��! �����" ���� #��������� #������ �
�$�� 
��
����	��

� �	
� −µ2 �
2

2m � �
� µ % �	��� �
��������� ������	� #������� 
��
���	� �
��
��	��& ���# �	���
��$��� ��#� ���$� ���#(	� g2 $��� 
��	�
	���#�" 
� ��	����� )��
� 	� �������	� ���� 
�� g
���
��� �������	�

∂ϕ∂ϕg + µ2g = 0,

	���*�� ��+��	�
g = A sin (µϕ+ γ) , A = const, γ = γ(t). ����

,����	� ����	���#	

2π
∫

0

g2dϕ =
A2

2

2π
∫

0

[1− cos 2 (µϕ− γ)] dϕ =
A2

2
{2π − 1

2µ
[sin (4πµ+ 2γ) + sin 2γ]} = 1 ��-�

�������� �����	���	� �� 
������� µ.

µ �= 0, µ = n/2, n = ±1,±2, ...

/����������	 �
��� �#��������� ����#� ������	� ������������ ��
�

n = 1, 2, 3..., ��0�


��#���#� ���	(�������� ������	� n �
��
����� ��������� 
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�
��
������� ������	� ��
�	��
� A = 1√

π
� ��# ��� ���#(	� g 
�	�$������ �	


g(ϕ, t) =
1√
π
sin

[n

2
ϕ− γ(t)

]

, ��2�


�	 3��� ������� �#������ ����� ��2�

Ω ≡ ϕ̇ =
2γ̇

n
��4�

���� ������� �#������ �$��*��	� ����	(� 
� ��$	���
5�*������� ���	�	����� ���
� ������" �#������� Ω 	 (	#�	���#�" �������" ���*��	� Q�

��	�
� 2ω� /�"���	������� ���	 α = π� �� Q���	�
� �����+��� �
	� �$���� �� ���� 2π �� 
��	�

T0& 
���� 
�	 3��� ����	(� ���*����� 
� #������" ��$	�� �� ���� ϕ0

π = kϕ0 − ωT0. ��6�

)��
�� 
��#���#� 
�	���	� ���(	�������

Ω = ϕ0/T0. ��7�

8� ������� �������� �	��� k 
�#�������� �� �#���#� ��� 9������� 
�	�� �����: ϕ0 ����+� ����

����" �#�������	

ϕ0 = 2π/k. ��;�

	 	� ������+��	" ��6� �;� ��#�� ���
���

T0 = π/ω. ����
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Ω =
2ω

k
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5�����+��	� ��4� 	 ���� ����	
�� ��������� 
�	 ��
�����		 �����	"

γ̇ = ω = nΩ/2, ����

k = n. ��-�



������ ���	� 
������� ���� 
 ������� ���
����� ���������� ��

���� �� 	
���
�� ������� �� ������ � 
����
�� �
���

�� � 
�� ��������

� ���� � !��� �!
#��� $%&' ������
����� #�#

g(ϕ, t) =
1√
π
sin

[n

2
(ϕ− Ωt)

]
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� �� ������
�
#� 
 !��

�
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2
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E = −∂S

∂t
= −�

∂α

∂t
= −ω�, $(5'

pϕ =
∂S

r∂ϕ
=

�

r

∂α

∂ϕ
=

n�

r
= mΩr. $(6'
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r
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s
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4r2

)
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�
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�
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�
�* :,*��
�
p2ϕ
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rn = an2 =
�
2n2

mq2
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Ωn =
n�

mr2n
=

mq4

n3�3
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�
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ωn =
En

�
=

n2
�

2mr2n
=

mq4

2n2�3
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+ ��		�� ���
�� �����  ����� ����! ����	
	�� 
�,� 
��! ����! 	
��������&� ����	
	��� � �
-
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4r2
s = 0; 
���

�
�
	�
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��� ��	�(��
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1−

√
1+n2

2 , f = s/r = Br−
1+

√
1+n2
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���
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�
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2
n = B2r1−

√
1+n2

n = 1. 
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�
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������ �����(��
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