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� ����� ��������� ����� �������� �������� ��  ��! "�������#!� �����%����#� "����
�"��#���#� ���� �������� ���&�&� � ���� ��� �&��� �����#
 ����%������� "���� ����
� � �� "�������#! ' ��������( ��%������� "���� ���� ����������� ������ �� ������ �� ���)
�����

*���%�����#� ����� �"��#���
 "�����)����������#� +����%����#� ����#( %���� ��)
������ +����%����#� ����#�

,�%�����#� ����� �"��#���
 ����-�� ������������ "���( ������%����� ���������)
��� "��� ."��� ��������+� %���� �� ���� �� �������� �� � ��� "�������������� "���������/�

� ����� "������� ������������� "� !� � ���� �� �� �������+� 0������ �"��� � �� �


ds2 = gikdx
idxk + gαβdx

αdxβ , i, k = 0, 1; α, β = 2, 3, .���/

+ � ��� ���"�����# ������� gik� gαβ ������ ���-�� �� "�������#! x0, x1 ���� x2, x3� 1�� ��)
����������� "� !� � ������ ������#! �������� ��+������ �������� ����������� �����������
�� ����+�������� � ����� ������ ���������� ��������� ��� "����� � ����! 2�℄� 2	℄� � 0��!
4� ����! ��������� ��� �������� 5��6���� "�� ������������� "� !� � ��+�� �#�- �"��)
�# � �� � ������ ��!������� 7 ���� ������ ��!������ ��4�� �#�- ���-6�� ��� ���������
,�+���� ������� *����� 0�� ������ � ����������� ���%����#! ����������

���� �� �� ��"��-����- ��� �&��� ����������
 x0 = t� x1 = z� x2 = x� x3 = y� 1���-
����������� ������ ������ ���-�� �� "�������#! t � z� "������ �#� "� 0��� "�������#� �� ��
�������- ������ � 6���!�� ���������������

� ����� �����  ������� ���"����� ������� gik ����� �� 


ds2 = g00(t, z)dt
2 + 2g01(t, z)dtdz + g11(t, z)dz

2 .��	/

���� "�� �������� ��������� �#��� ���� ��� � �������-&  � "����������� t → f1(t, z)�
z → f2(t, z)� �����#� "������&� �� �#���-  �� ����������� ����%�� "�������-�#� �������
�� ���6&��� � ���& ��+����� � ���������-� 1���- g01 = 0 � |g11| = g00� ���� g01 �= 0� 
g11 = g00 = 0� ��+   ������� ���"����� ������� gik "��������� ���������)"������ �� �

� ����! 2�℄� 29℄� 2�℄ �������- ���������� ����������#! � ��- �������� ��+������� � ��)
����#! �"���!� :���� ��������� �������� "��� � ����%���� . �������/� �#�� ���������
��� � ���� �#���- ������� � ��� �&��� �� �


ds2 = 2eudtdz − ev
(

dx2 +
[

f2 + w2e−2v
]

dy2 − 2fdxdy
)

, .���/

� ��- ���#� "�������#� t � z ���&� ��#�� �"� #�&��+� � �"���4&��+� �������
 (t ∼ x0−x1�
z ∼ x0 + x1)�  ����%�� u, v, w, f ������ �� "�������#! t � z� � ��%������� ����� ����
"����������� ����������! ��0���%������ "�� dx2 � dy2 ��#����� "���!� �� � ���� �����
. 2;℄� ,� 9��/�
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*�� ��	 	�����
	� ��	�
	 �������� ������� � ���� (+�,)� -������� ��
�	� ����� ��� �����$
�� ��
�	�� ����
�$*����	���� �	 ����	�� � �	���
��� �
������ Rkl = Rj

klj � %	 �� ������
��
����
�
�� /&
���
� Rik = 0 0 #�	 ������� �� ����� ����
�
�&� 1�����	�	��� ��
�	�� �����
	�
������ ��	 ��	� �� ����
�
�& �	'�� ���� ���������
	 ��� �	���
���� 	����
�� ���� ����$

�
�&� �����	 ������� Rik = 0� ��	�
	 ���	��	���� #������
�
�� �& ������� ����
�
�&

ẇ′ = 0 , (2�2)

ḟ ′ + ḟ (v′ − w′/2w) + f ′ (v̇ − ẇ/2w) = 0 , (2��)

v̇′ + v̇w′/2w + v′ẇ/2w − ḟ f ′e2v/w2 = 0 , (2�,)

2u̇′ + v̇v′ − v̇w′/w − v′ẇ/w + ḟ f ′e2v/w2 = 0 . (2�3)

u′ + v′ − (lnw′)
′

=
1

2

wv′
2

w′
+

1

2

f ′2e2v

ww′
, (2�4)

u̇+ v̇ − (ln ẇ)˙=
1

2

wv̇2

ẇ
+

1

2

ḟ2e2v

wẇ
. (2��)

5���
�
�� (2�4) � (2��) �	��	��� �������� ��
���� u ����� ����	�
�&
�& �
�� ��

u = −v + ln(ẇw′) +
1

2

[
∫

(

w2v̇2 + ḟ2e2v
) dt

wẇ
+
(

w2v′
2
+ f ′2e2v

) dz

ww′

]

. (2�6)

5���
�
�� (2�3) ���	
����� �	'������

	 � ����	� 	����
�� ����
�
�&� � ��������� 	���$
���� ����
���� ������� ���� ����
�
�& (2�2)� (2��) � (2�,) �� ���� ��
���& w� v � f �

7���������� #�� ������� ��	����� � ���� ����
�
��� (2��) � (2�,) �� ��
���& v � f � � 	�!��
����
�� ����
�
�� (2�2) �	��	��� �������� ��
���� w ��� w(t, z) = w1(t) + w2(z)�

�� �������	
 ���������������

5�	�
	 ����������� ����
�
�� /&
���&
� ��� ������� ����
�
�& �	�� �	���

�� �� ����$
���	

	 	 ���
���� δS = 0� ���� ��� ����
�
�� /&���$8� ��
'�� � ��

	� ������ �	���������
������� 	�!� 	 ����9

ds2 = eu
(

hdt2 + 2dtdz − rdz2
)

− ev
(

dx2 +
[

e−2vw2 + f2
]

dy2 − 2fdxdy
)

. (��2)

7�
���	
� � ��

	& ���	�� 	������
 ����'�
��� S =
∫ √−gLdtdz�  �� �	�
	��� ��
����

8� ��
'� ����� 	�	�
����� ��� L ≡ √−gL � ��	���
	�
√−g = weu

√
1 + hr�

8� ��
'��
 L ������ �������� � �	�	!�� ������� 	�!� 	 ���� �	 �	���� ( :�℄� <� ,��)9

L = gik
(

Γm
il Γ

l
km − Γl

ikΓ
m
lm

)

. (���)

=�� �������� ����� � �	�������� �	��	
�
�� ����	� *����	����� �	 �	���� ��
�& ���
�� �	�
	��� ��
���� 8� ��
'�9



��������� � ��	
�� 
�������� ��

L =
1√

1 + hr

(

L0 + L1 +
2w

1 + hr
[ṙh′ − r′ḣ]

)

, �����

L0 = (u̇ + v̇)w′ + (u′ + v′)ẇ + wv̇v′ − ḟ f ′e2v/w , �����

L1 = ṙẇ − h′w′ + r

[

(u̇+ v̇)ẇ − wv̇2

2
− ḟ2e2v

2w

]

− h

[

(u′ + v′)w′ − wv′
2

2
− f ′2e2v

2w

]

. �����

	
� ������ ����� �������� ��
����������� ���� ��� Eα(L) = 0� ��  !��� � ��
��
�"�����#� $�% !
 �� #�& ����(�� �������� ���

Eα(L) = lim
h,r→0

[

∂L

∂uα
−Di

(

∂L

∂uα
,i

)]

, ���)�

%�#& uα = (u, v, w, f, h, r)� uα
,i ≡ ∂uα/∂xi� xi = (t, z)� � Di *  !��� � ! 
� � ������(�� �����

! !���� � xi� +"!�,� ���"� ���  !��� �� ! 
� � ������(�� ����� �
� ���� � #
�$��

Di =
∂

∂xi
+

6
∑

α=1

uα
,i

∂

∂uα
+

1
∑

k=0

6
∑

α=1

uα
,ik

∂

∂uα
,k

, �����

�� uα
,ik ≡ ∂2uα/∂xi∂xk�

-.������ � $� �������� ! 
� � #
�$� h, r = 0 !� / ! 
�$��& ���

∂L0

∂uα
−Di

(

∂L0

∂uα
,i

)

= 0 , α = 1, 2, 3, 4 ; ���0�

∂L1

∂uα
−Di

(

∂L1

∂uα
,i

)

= 0 , α = 5, 6 . ���1�

�� #��%�� # #������� � !
 �� #�� ����(�� �������� L� 2#
� ����(�� h � r #$����&
��
"�� !�� � ! ������ � !
 �� #�& ����(�� �������� � �� ��%
 ���& � ��� ���

L =

∞
∑

n=0

Ln = L0 + L1 + ... . ���3��

4���(�� L0 � %���#��  � �
�$�� h � r� � ����(�� L1 %���#��  � 5��6 �
�$�� 
���� � 7 #

������(�� ����� !����" h � r �� � # �����#� � ��������6 ! 
�� �� � �%�
&��� .���
�#! 
&% ��� ����

�� ��������� � 	
��� ����
���

8##
� ���� #������� �������� ! 
� ! � ��� ��6 ���& � $�" �,���� � ��� � ! %�
� 
�� �
�.� ! ���& #�������� #���6 ��������� 8##
��� #������� ! 
�$��"6 ��������
 �� #��
&� � $$�"6 !� .��% ������ 7 � #������� ! �����#� �!��"���� ���!!� ����!!�
��� � $$�"6 !� .��% ������  #���
��/�� �������� ! 
� ��%���"�� ! ����� 7� .��% ���
��� .���  !�#"���& � ���
���

x̄i = x̄i(xi, uα, a) , ūα = ūα(xi, uα, a) , ���3�

�� a * ���!! � � !������� 4 ���
" ���3� !�6 ��� � � ��#����" !� .��% ����� !�� a = 0�
	
� �"$�#
��� ��� � ���� !� .��% ����� ���3� � #! 
&%��#� �� � � � ��� ���!! �� 9�℄�

;��$�
� �"$�#
�� .#� �$� ��
" !� .��% ������ <��� !� .��% ����� !�����  !�#"�
���& ����� � � ��������%���
&�"�  !��� � ��

�V = τ
∂

∂t
+ ξ

∂

∂z
+ φ1

∂

∂u
+ φ2

∂

∂v
+ φ3

∂

∂w
+ φ4

∂

∂f
, �����



�� �� �� ������	 
� �� �������

��� ���	
�� τ � ξ � φα α = 1, 2, 3, 4� ������� �� ���������� (t, z, u, v, w, f) � �������� 	������

������� ��� ������ ������� ���������� ��������� a ��� ����� ���� ����!��������� "#$� �
��������� ��� �� ���������� ��������� a# %�&������� ���� ������'�� �����(���)

τ = τ(t) ; ξ = ξ(z) ;

φ1 = C5 − τ̇ (t)− ξ′(z) ; φ2 = C1 − C3 + 2C2f ; "#"�

φ3 = C1w ; φ4 = C4 + C3f + C2w
2e−2v − C2f

2 .

��� C1, C2, C3, C4, C5 * ��������(��� ����������# +� ����&����� �����(����� ������ &�� �������
��� �������� �������� ���������
��� !������� ����������� �Vn � ����������� Cn n = 1, 2, 3, 4, 5�#
,���!�� -� * ��� �������� ������������� ����������� �� !������� �����������)

�V1 =
∂

∂u
; �V2 =

∂

∂f
; �V3 =

∂

∂v
−f

∂

∂f
; �V4 =

∂

∂v
+w

∂

∂w
; �V5 = 2f

∂

∂v
+
(

w2e−2v − f2
) ∂

∂f
. "#.�

�V6 = τ(t)
∂

∂t
+ ξ(z)

∂

∂z
− [τ̇ (t) + ξ′(z)]

∂

∂u
. "#/�

0��( !������� ����������� �Vn n = 1, 2, 3, 4, 5�� �!������ 	���&��� &���( ����!�� -�� � !�����

��� ��������� �V6 �������� !��	���&�������� &���(� ����!�� -�# 0�������(��� ���	
�� τ(t)
� ξ(z) � 1����� ���������� * ��� ��������� �������(����� ��	������ ��������� ���������� �
������������ �� ������ �������� 2����#
%���������� ������ -� "#$� ��� ��1�� ������� ��������� ����# 3��!�� ��������( ������ -�

��!���� �������������&��	�� ����� Gn� ����&��'�� !������� ����������� �Vn# 4�� ����� ���!�
������� ��� 	� ���� !�������� ����������� ��1��( ������� ��������� -�# % �����(���� ����&���
������'�� ���� ���� ��� �������� -� Gn)

�V1 → G1 : ū = u+ a , f̄ = f , t̄ = t , z̄ = z , v̄ = v , w̄ = w . "#5�

�V2 → G2 : f̄ = f + a , t̄ = t , z̄ = z , ū = u , v̄ = v , w̄ = w . "#6�

�V3 → G3 : v̄ = v + a , f̄ = fe−a , t̄ = t , z̄ = z , ū = u , w̄ = w . "#��

�V4 → G4 : v̄ = v + a , w̄ = wea , t̄ = t , z̄ = z , ū = u , f̄ = f . "#7�

�V5 → G5 : t̄ = t , z̄ = z , ū = u , w̄ = w,

v̄ = v + ln
(

1 + 2af + a2[f2 + w2e−2v]
)

, f̄ =
f + a[f2 + w2e−2v]

(1 + af)2 + a2w2e−2v
. "#$8�

��������� �V6 ����� �� ��������(��� ���	
�� τ(t)� ξ(z) � ���� ���� !��	���&�������� &���(
������#

������ ���	��
���# :�	��� ���������� �������� ���������� ��������� ����� �� ��&���
����� ���� �� ��� �������
�� �! ���&����� ���� � ������������ �����������(��� �������#
3������ ��'���������� ��	���� ���������� ����� ������� � ����������� ��������� ���� � ����
�������� �������� 2���� ;6℄� ;�℄#

% ������� ������� ��	�� ���������� ������������ 	�	 Div �P = 0� ��� �P ���������� ��������
�'���� ��� ������� ��	# =��� ���� �� ����������� ���������� ����� ����� �������� �� ��	��
���������� ���!�� ����������( � ���� ��������� �������������

∂ρ

∂t
+ div �J = 0 , �P =

(

ρ, �J
)

. "#$$�

%���&��� ρ ���������� ��������(�# =��� �J !����� �!����� � ������������ � �!>����� �����
���� I =

∫

ρdV ��������� �� ����&��� I �������� ���������� ��� ����# % ��1�� ���&�� �������
��� ������������� !���� ���������(�� 	�	 ∂ρ/∂t+ ∂J/∂z = 0#



��������� � ��	
�� 
�������� ��

����� ��	
��	�� S =
∫

Ldtdz ������� �������		� ����������� ��������� ��	������

�V = ξi
∂

∂xi
+ φα ∂

∂uα
. ������

��� ��!"�� ��	
���� �#���
�������
��� ���$�%"�� ��	������ �V 	� ������! ����&�	��

Qα = φα − uα
i ξ

i . ������

'����	 ������ (����  �
	� �#��	�	�! � ����	�	�! )�����*+����	&� ��! �	� ��	,�	���

Div �P = �Q · �E(L) ���
∑

i

DiP
i =

∑

α

QαEα(L) . ����-�

)� ��	,�	�� 	� ������!  �
	� �#��	�	�! � #���
�������$��
� �����
.��� ���	��� ��	
��� +����	&� L  ������ � ��� ��	�# ����� ��!�
�� � �#��	!%*

"���! �	������ �
 ��$���!���! � ������/

P i = −
(

Lξi +
∑

α

Qα ∂L

∂uα
i

)

. ����0�

1������ � ��"�% 
��� �����!���! �������		��� ��	������ �V � 	� ������! 
������*
�� �������		��� � ����!��� 
�


���V (L) + L ·Div�ξ = 0 , ����2�

��� ����&�	�� ���V 	� ������! ����&�	��� ��	������� �� ��$����	�� ���������! � ���#
��
������# � ����&�	�!� ����� ����� +� 
 ��������	�% ��������� �������	�����	�#
����	�	�� ����� 	�������� 34℄��

(� ���
��
�� ���	 ��$���!�� ��������� ����# ����	�	�� )�����*+����	&�� �  ���� ��*
���!�� 
�
�� � ��������� !��!%��! �������		���� ���� ��! �	� �  �
	��� �#��	�	�!�

��� ��$����	��  �
	� �#��	�	�! ���	 ����� �����! �� �&�	��� ����6�� 7�$����	�!
�
� ���� $� ��! 
	�$	���	� $���� ������� +� �������  �
	� �#��	�	�! ���	 �������*
���� � ���� 8
������	�	� ������� ����	�	��

Dt (w
′) +Dz (ẇ) = 0 , ����4�

Dt

(

e2vf ′

w

)

+Dz

(

e2vḟ

w

)

= 0 , ����9�

Dt

(

e2vff ′

w
− wv′

)

+Dz

(

e2vf ḟ

w
− wv̇

)

= 0 , ������

Dt

(

e2vf2f ′

w
+ 2f(w′ − wv′)− wf ′

)

+Dz

(

e2vf2ḟ

w
+ 2f(ẇ − wv̇)− wḟ

)

= 0 . ����6�

.��� ���
���� �
�
� � 8��# ����&�	�!#� �� �����	 ������ (����� ���$���! ����� ����*
��� )������ ��	&�		�# 	� ��� ��!"�� ��	
��� �������		�# ���������� 7 ���$�		�#
����&�	�!# 	� ����&���! ��	
��! u� ����������	� � ����� ������� )����� ����� ������*
������� ���
 �������� ��&��%"�� ����	�	�! ������ ������ ������

:������� E5 � E6 ��&��%� ����	�	�! ���0� � ���2�� 8� ����	�	�! ����� ��!�
� �
������		� u� ������ ������	��� 8��# ����	�	�� �&	 ������������� 
�
  �
	 �#��	�	�!�
	 ���	�� ���� ��� � 	�# !�	 ��	
��% u � ���� 
�����	��	� �	������� ���4��

;�
�� ��� ��  �
	� �#��	�	�! 
� ���� ���,�� $�� ����	�	��� � 
���# 	� ����*
&���!� ���$�	� 8�� $����	�� � ������ (����� 
��$����  �
	� �#��	�	�! �������� �

��$����� �������		�# ��������� ���� ��!"�# ��	
����� ����&�"�#�! � ����	�	�!# �*
�!�

�������	�� (���  �
	� �#��	�	�! ��� ��� ��	��	� ������	���� ���� 
�&��� �  �*

	� �#��	�	�!  ������ � ����� ����������	�! ��� ����� 1��	 �������� ����������	��� �



�� �� �� ������	 
� �� �������

������� �	��
� ���	
�
�� �������� ������ �����������

� � ��	�	� �	��� �	��
	 ���	
�
�� �
	�	�������������� ����� �	����� �� �����	 ������	���
���
� ������ �����  � ���
��� �������� 
� � �	��
� ���	
�
��! 	 � ��	��� "����	��
�
����

�	��
�� ���	
�
��� #������ ����	��! ��	 �	��
	 ���	
�
�� ����	$��� "����	��
�
���! ����
�
� �����	$��� 
	 �����	��
�� �	��
 ���	
�
��� ���������� ��	 ���	 �����	��
� �	��
��
���	
�
���
%� &	��
 ���	
�
�� �����
����� 
��	������ �� ��	�
�
��� '�����( div �P ≡ 0! ��� �P = rot �A�

)� *����
�
�� ���	
�$������ ���	 �P ���	�	$��� � 
��� 
	 ��+�
�� ��	�
�
��� '�����(
������� �������
���� ��	�
�
�� ,%�-. � ,%�/. �������� �����	��
�� �	��
�� ���	
�
���

�� ������ 	
�������� ����
�


� 01℄ ��� �	�������
 ����	� ������� ,���.! ����	 f = 0� � "��� ����	� ������	 �	�����	���� �	�

ds2 = 2eudtdz − evdx2 − w2e−vdy2 , ,3�%.

	 ��	�
�
�� ���� ���
��	$� ������� ���(

ẇ′ = 0 , ,3�).

2wv̇′ + v̇w′ + v′ẇ = 0 , ,3��.

2u̇′ + v̇v′ − v̇w′/w − v′ẇ/w = 0 , ,3�3.

u′ + v′ − (lnw′)
′

=
wv′

2

2w′
, ,3�-.

u̇+ v̇ − (ln ẇ)˙=
wv̇2

2ẇ
. ,3�/.

������	 ,3�). 4 ,3�/. �������� � ���� ���	5�
��� ��� ��
�6�� u � w

u = −v + ln(ẇw′) +

∫

wv̇2

2ẇ
dt+

wv′
2

2w′
dz , w(t, z) = α(t) + β(z) ,3�7.

� ��
��� ��
��
��� ��	�
�
�$ ��� ��
�6�� v(

2wv̇′ + v̇w′ + v′ẇ = 0 . ,3�8.

*	�	���� �� "��� ������� ����	� 
� ������	����� �
�����	! ������ ��� ��	�
�
�� � "��� ���9
�	� �����	$��� �	� ������ 
���
��
� ��	�
�
�� ��� f → 0� :� "�� 
� ��
������ � ����������
� �	��
	� ���	
�
��� ;���� ����! �	� ��	�	����! � ��
��
�� ����	� ���
� ���� ��������� ����
	
���	��
���� ��	�
�
�� <�
+���
	 � �	�����! ���� 
�����������

���� �	� ��������� ����� ��9
�	��	
�
����� =	��� ����	6�� ������	$��� ������ �������� :���� � ������	���$� 
	�����+��
�
����� ��� ��������� ������ �����
����	� ������	 :���� ���	���	�� ���������	
�� ����� ��5�� 	
���	��
����$ ��	�
�
��

<����	9 	��	
5	 � ���������	
��� ���������
� ��
�6��! ������	$�� ��������� ��
�6��9

	�	� :	 ��	����� ��������� ��	����	���� � ���
� 
�����
��� ����	6���� ��� �����
�� ���9
������ � �	��
�� ���	
�
�� 	
���	��
� ������� :�5� ����� �	�������
	 �	�	� ����	6���
>�������� ��������� ��	�
�
�� ,3�8. ��
�������
� �����
� ������	���	
��� �
	�	�	 ��9

������ �����
��
� �	��� ������	���	
�� � ��
��	�����

�V = τ(t, z, v)
∂

∂t
+ ξ(t, z, v)

∂

∂z
+ φ(t, z, v)

∂

∂v
. ,3�1.

�������
�� �	�� �����$��� �������	�(

τ(t, z, v) =
[

C1 + 2C2α(t) + 2C3α(t)
2
]

α̇(t)−1 ,
ξ(t, z, v) =

[

−C1 + 2C2β(z)− 2C3β(z)
2
]

β′(z)−1

φ(t, z, v) = ϕ(t, z, v) + [C4 − C2 − C3(α(t)− β(z))] v ,
,3�%�.

��� ϕ(t, z, v) 4 ���������
�� ��+�
�� ��	�
�
�� ,3�8.! C1, C2, C3, C4 4 ���������
�� ������

���



��������� � ��	
�� 
�������� ��

�� ����	
��� �
��������� ������ 	�� �
�
����� ����
��� ���
���� ���
�������
� �������
�
�
������� �Vi � ����������� Ci �i = 1, 2, 3, 4�� � ����� �������� �
�
����� �V5 = ϕ(t, z, v)∂/∂v �
 �� ��
�����
 ���
������ �����
��� �!"#� � �
 �$�%	�
��� � $��
	���
���% 	���� ���
��� &�"

'��
��� &�� �������%(�� ����
���� �����
��� �!"#� �  �� ���
���
 ������������� ������)

���
 �� ������� �
�
������*

�V1 = α̇(t)−1
∂

∂t
− β′(z)−1

∂

∂z
, �!"���

�V2 = 2α(t)α̇(t)−1
∂

∂t
+ 2β(z)β′(z)−1

∂

∂z
− v

∂

∂v
, �!"�+�

�V3 = 2α(t)2α̇(t)−1
∂

∂t
− 2β(z)2β′(z)−1

∂

∂z
+ [β(z)− α(t)]v

∂

∂v
, �!"���

�V4 = v
∂

∂v
. �!"�!�

,
$�����
 �
-
��� �����
��� �!"#� �
 �
��%��� ��� �������� ��
����������� � ����%���
�������������" .�$�
 �����������
 �
-
��� ��/�� ������ 
��� ���
���� ���
��� &�" '�������
��	���
��� ����������� �
-
��� �������
��� �� ����� ������ ���"� ������
�� 01℄�" 3���)
�� ������� �
-
���� �����������
 �������
���� ��
������������ �����
�����%(� ��������
�
�
�������" ,�/
 w = α(t) + β(z)"

4
���
 �����������
 �
-
��


u =
1

2
ln(α̇β′) +B2 · ln (w) , v = A+B · ln(w) . �!"�5�

6����
 �����������
 �
-
��


u =
1

2
ln(α̇β′) +

∫

w ·
(

v̇2

α̇
dt+

v′2
β′

dz

)

, v = β(z)
−1/2

[

A ·K
(

i
√

α/β
)

+B · CK
(

i
√

α/β
)]

, �!"�7�

��
�� A,B � ���������
� K
(

i
√

α/β
)

, CK
(

i
√

α/β
)

� �����
  ������	
�$�
 ���
����� �������

�����
��� ���" 0�8℄�"
.�
��
 �����������
 �
-
��


u =
1

2
ln(α̇β′) +

∫

w ·
(

v̇2

α̇
dt+

v′2
β′

dz

)

, v = [α(t) · β(z)]−1/2
(

A+B ln
[

α(t)−1 + β(z)−1
])

. �!"�1�

9
��
���
 �����������
 �
-
��
"

u =
1

2
ln(α̇β′) , v = const . �!"�#�

�� ������ 	�
������ � 	����� ����������� �����

6  ��� ����
�
 ���
� ��$������ 	�� ����������� �������� ��	���
��� ��$���� �����
��� ��
)
��
� ���	�
���" '������������ ��$����� �����
��� :��-�
��� �������� $ �
���	��� �����)
���" 6 	��������� �
 ��
 �����������
 ����
���� ���
�/���� � �������� �����
 �
�
�������� ���)
����%(� ����
���� �����
��� ���� �!"+� ; �!"7�" <��� ��	������ �������� ����� �
�
�������
��� �����
��� �!"+� ; �!"!�� �� ��
 �����������
 ����
���� ������/���%��� ��-� � �
$�����
��
������
���" � ����$� �����
 ����
������
 ����
���� ���$������� ��
� ��
 �����������

����
����� � ���	�� � ��
 ��$��� �����
���"

6  ��� ����
�
 ������ �
�
������ �
���$� � ��
��(
� ����
*

ds2 = eu−v(hdt2 − rdz2 + 2dtdz)− (evdx2 + e−vw2dy2) , �5"��

	�� ��(
���
��� ����(�
� �
$�����
 ����/
���" >��$������ S =
∫ √−gLdtdz ���
�/�� �$�����√−g = weu−v

√
1 + hr" 4�������� ���$��� &�����/� L ≡ √−gL ��

� ���



�� �� �� ������	 
� �� �������

L =
1√

1 + hr

(

L0 + L1 +
w

2(1 + hr)
[ṙh′ − r′ḣ]

)

, �����

��	
L0 = u̇w′ + u′ẇ + wv̇v′ , L1 = ṙẇ − h′w′ + r(u̇ẇ − wv̇2/2)− h(u′w′ − wv′

2
/2) .


���	��� ���	����������� ��� ������ h, r = 0 ��	�� �� Eα(L) = 0� ��	 ��	����� ���	��
 ����	��� �	�	! ��������" ���$%�� �������� ������� ���&��

' ������ ��!�	�	 ��	����� ������� ����	�	�%������� ���	�	��	��� ��������

Di =
∂

∂xi
+

5
∑

α=1

uα
,i

∂

∂uα
+

1
∑

k=0

5
∑

α=1

uα
,ik

∂

∂uα
,k

. �����

(���	�� ����	��� ���� Eα(L) = 0 �������" ���)	� 	��� ��!�����" ��������" ���$%��
��������  ��� L = L0 + L1 + ... �

' �	!��"���	 ��	����� ���	�� ����� ��	������" $�$

Eα(L0) =
∂L0

∂uα
−Di

(

∂L0

∂uα
,i

)

, α = 1, 2, 3 ; Eα(L1) =
∂L1

∂uα
−Di

(

∂L1

∂uα
,i

)

, α = 4, 5 . ���*�

+��  ���� ��	,

E1(L0) = −2ẇ′ , E2(L0) = 2wv̇′ + v̇w′ + v′ẇ , E3(L0) = −(2u̇′ + v̇v′) ; �����

E4(L1) = u̇ẇ − wv̇2/2− ẅ , E5(L1) = w′′ − u′w′ + wv′
2
/2 . ���&�

-	����	���	���	  ����	��	 ����	���� ����	��� �*��� . �*�&� ������� $ ��	���)	�� ���
/��� /�!��� 0 �	�	������,

�V1 = ∂u ; �V2 = ∂v ; �V3 = v∂u + lnw∂v ; �V4 = w∂w ; �V5 = τ(t)∂t + ξ(z)∂z − (τ̇ + ξ′)∂u . ���1�

2�	�" ����%���� 	 ����	���� ���� ����� �	�	��������, �V1, �V2, �V3� �	�	����� �V4 4 �	 �����
%������ ����	����� �	�	����� �V5 4 ��	��	����� ����	����� ��� 0��" � �	 �	��	� ���$%������
�� �	 ��	������	� ���	�	��� ��$ $�$ ��!��� �� ��/���� ��	�/��!����� �	�	�	�� 0 t � z� '
�	!��"���	 ������	��� ��� !�$��� ��0���	����

5���  ������" ����	���� �������	����� ��/��� ����	��� �*��� . �*�*�� �� ���	/�� �� ����
6���	��� � ������	��� ��	���)�� ��/�� /�!��� 0 �	�	������,

�V1 = ∂u , �V2 = ∂v , �V3 = v∂u + lnw∂v , �V4 = w∂w , �V5 = 2u∂u + v∂v ; ���7�

�V6 = w∂u , �V7 = τ(t)∂t + ξ(z)∂z + C · ∂u . ���8�

��	 C 4 ����������� �V1, �V2, �V3 4 ����%���� 	 ����	����� 9����"� 	 �	�	����� �	 �������
����%���� ��� -� 	��� �������" ���	���!�%�� �V5 − 2�V4� �� ��������� 	)	 ���� ����%������
����	����� � ��	����	�"�� 	)	 ���� !�$�� ��0���	���� 9���$� 	��� �	 !���" !����		 � ��)	����
���� ��������	�"��� ����%������ ����	����� �� ������ ������" ���	 ��	�����	��	 �/�!����
 $������ ��� ��� ���������	��

' ����	 ���0���� $ ���	�	�����  ���, 	��� �	 ��!/���" �/)�� �	�	����� �� /�!��� 	�
� ��������" 	��  $���	��� ����%�������� �������������� ���$%�������� �� $���	��� ���
 �	��� ��	�����	��	� ���	���)		 �	 ����%���� 	 ����	�����

+���	�����	 ����	���� ���$%������ ���	 ���	�� $ ���	�	�� � �	!��"�����,

:� 5���  ������" ����	���� ���$%������ � ��������"� ���$%�� �������� L� �� �/�������
����� ���"$� ��� ����%���� 	 ����	�����

�� 5���  ������" ����	���� ���$%������ � ��������"� ���$%�� ��������� ��!���	���� 
��� L = L0 + L1� �� ���� �/����������� ���"$� ��� ����%���� 	 ����	�����

�� 5���  ������" ����	���� ���$%������ � ��������"� ���$%�� �������� L0� �� �/�����
������� �	 �	� �	 ����%���� 	 ����	�����
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�V1 = ∂u ⇐⇒ �Q1 = (1, 0, 0) . ����� 

�V2 = ∂v ⇐⇒ �Q2 = (0, 1, 0) . ����� 

�V3 = v∂u + lnw∂v ⇐⇒ �Q3 = (v, lnw, 0) . ����! 

�V4 = 2u∂u + v∂v − 2w∂w ⇐⇒ �Q4 = (2u, v,−2w) . ����� 

"��#�	$ � ��
�	 ���$ ����� ����
� ��%��
�
�� �������� ��������

�	 ��		�����	 � ��&

��
�	 ������'

�V1 → div �P1 = 0 ⇐⇒ (w′)· + (ẇ)′ = 0 . ����( 

�V2 → div �P2 = 0 ⇐⇒ (wv′)· + (wv̇)′ = 0 . ����� 

�V3 → div �P3 = 0 ⇐⇒ (vw′ − wv′ lnw)· + (vẇ − wv̇ lnw)′ = 0 . ����) 

�V4 → div �P4 = 0 ⇐⇒ (2uw′ − vwv′ − 2wu′)· + (2uẇ − vwv̇ − 2wu̇)′ = 0 . ����* 

+����, 	� 	�#�	 �������, ����
� ��%��
�
�� � %����������������� ���	�$ ��� ��� -�� ���&
�������� �����	� .����'

div �P1 = �Q1 · �E(L0) = 〈1, 0, 0|E1(L0), E2(L0), E3(L0)〉 . ����/ 

div �P2 = �Q2 · �E(L0) = 〈0, 1, 0|E1(L0), E2(L0), E3(L0)〉 . ����0 

div �P3 = �Q3 · �E(L0) = 〈v, lnw, 0|E1(L0), E2(L0), E3(L0)〉 . ���!� 

div �P4 = �Q4 · �E(L0) = 〈2u, v,−2w|E1(L0), E2(L0), E3(L0)〉 . ���!� 
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���� �����,�����, ��9�
�� �(�/ �������� �
�����
�
�� ��� ��������
�� ��9�
�� � 2�������	
����3������
�� �� 
���2�
��,
�2� �������



�� �� �� ������	 
� �� �������

���� ��

���� ��

���� ��



��������� � ��	
�� 
�������� ��

������ �����
����

� ��������� ��
�� ������� ���� ���� ��������� !�������� "��#����� $���%�$ �&������ '�%�(� ���)
��*��* � �+(������� ��(�+� ��#���� ,, -"�.� /01� �� 02� 3 4� �� /256/0�

7� ��������� ��
�� ������� ���� ���8������+�  ������8����+� �������+ � ������9��� ��$$������ ,,
-"�.� /0/� �� 00� 3 0� �� 56/�

5� :;<=<>? @�� ABC<DB @�� AB>?E=<F?G H�I� @=<GBJ<JB?><C KLCFD MBJN < >?> HOLCB<> OBFBPL>DB?><C QBL <CELO=<
?R DSPPLJ=BLD , TNL UBVLJS W>DJBJXJL� YL=LDC<GC)Z<CLDD[S� 7\\� 0 ;� Y=L;=B>J UWY: 77��7\\� 3 7�

]� :;<=<>? @�� ABC<DB @�� AB>?E=<F?G H�I� A<XXP _B>DJLB> PLJ=BD MBJN OBFBPL>DB?><C `BCCB>E CL<GLD W 6 Q?<C
<D;LJD , TNL UBVLJS W>DJBJXJL� YL=LDC<GC)Z<CLDD[S� 7\\� 70 ;� Y=L;=B>J UWY: 77��7\\� 3 5�

2� :;<=<>? @�� ABC<DB @�� AB>?E=<F?G H�I� A<XXP _B>DJLB> PLJ=BD MBJN OBFBPL>DB?><C `BCCB>E CL<GLD WW 6
@C?O<C <D;LJD , TNL UBVLJS W>DJBJXJL� YL=LDC<GC)Z<CLDD[S� 7\\� 70 ;� Y=L;=B>J UWY: 77��7\\� 3 5�

4� ���%�! ��a�� ���#�8 ��c� �����* d��*� c�e .��c
���� 7\\� 254 ��
0� ����� �� �����f���*  �!dd �� � %�������8���9�+$ !�������*$� c�e c��� /1/� 45/ ��
1� g���� "� ����������+� �����8����+� '�%�(� ,, �����8����+� d���8�d+ $������� , d�% ��%�

���������� c�e .�'$�� �'� /2/� �� 4645\�
/� ������ g�g�� �������� c��� ��$$����� � '����+ ���������* ���!!$�+� !�������� "��#����� ,,

5)* ���������*  ������8�����* ��������8�*e ��'��+ %����%��� ��ag� c�� 7\\1� �� ]46]0�
\� ���� ��� ���� �� �d����(��� d� $���$����� %�* ��!(�+� ��&������� � ��f������� c�e g�!��� /1]�

�� 020�

����!d��� � ��%��8�i 72�\7�7\5

������ g������ g��������(� ����)$� ��� %�8���� ����%�� �������(����� ��'��� � ������+� *�������
������!� ��f������� ��'��� � ��%��j����������� ��&������ ��%����9�+� !����������� 44\\0]� �����*�
 � ������*���� !�� �������� �� %� 74�
_)P<BCe >;<[CB>�DRX)[=<D�=X

�������� c���* ��� ������ �d������ l<CC)8����� �
� ���������$� 44\\\� �����*�  � ������*���� !��
����� c������ %� 7]4
_)P<BCe PmDBCGL=�CBDJ�=X

�� �� ������	 
� �� �������

:SPPLJ=BLD <>F ?>DL=G<JB?> C<MD ?R E=<GBJS LnX<JB?>D B> G<XXP

��������e E=<GBJ<JB?>� DSPPLJ=BLD� ?>DL=G<JB?> C<MD�

YHl:e \]�7\�)n

TNL <=JBCL BD FLG?JLF J? JNL DJXFS ?R DSPPLJ=BLD <>F ?>DL=G<JB?> C<MD ?R _B>DJLB>oD LnX<JB?>D B> G<XXP� W>
JNBD ;<;L= ML ?>DBFL= JNL <DL MNL=L JNL PLJ=B FL;L>FD ?> JM? G<=B<OCLD� W> ;<=JBXC<=� JNBD <DL ?==LD;?>FD
J? < p<J E=<GBJ<JB?><C M<GLD�

q_r_q_sl_:

� tLCB>D[BB A�H�� Z<[N<=?G A�_� W>JLE=<JB?> ?R JNL _B>DJLB> LnX<JB?>D OS PL<>D ?R JNL B>GL=DL D<JJL=B>E
;=?OCLP JLN>BnXL <>F ?>DJ=XJB?> ?R Lu<J D?CBJ?> D?CXJB?>D� 	
� ���� ����� ��� � /01� T� 02� >?� 4� ;;�
/256/0�

7� tLCB>D[BB A�H�� Z<[N<=?G A�_� :J<JB?><=S E=<GBJ<JB?><C D?CBJ?>D MBJN <uB<C DSPPLJ=S� 	
� ���� ����� ��� �
/0/� T� 00� >?� 0� ;;� 56/�

5� :;<=<>? @�� ABC<DB @�� AB>?E=<F?G H�I� ������������� ����� ���
 � ��� ������� ������������� ��� �������
�� ����������� TNL UBVLJS W>DJBJXJL� YL=LDC<GC)Z<CLDD[S� 7\\� 0 ;� Y=L;=B>J UWY: 77��7\\� >?� 7�

]� :;<=<>? @�� ABC<DB @�� AB>?E=<F?G H�I�  �""� �������� ������ ���
 ������������� ������� ������ # $

���� ������� TNL UBVLJS W>DJBJXJL� YL=LDC<GC)Z<CLDD[S� 7\\� 70 ;� Y=L;=B>J UWY: 77��7\\� >?� 5�
2� :;<=<>? @�� ABC<DB @�� AB>?E=<F?G H�I�  �""� �������� ������ ���
 ������������� ������� ������ ## $

������ ������� TNL UBVLJS W>DJBJXJL� YL=LDC<GC)Z<CLDD[S� 7\\� 70 ;� Y=L;=B>J UWY: 77��7\\� >?� 5�
4� Q<>F<X Q�U�� QBRDNBJv _�I� ������� ����� wTNL lC<DDB<C TNL?=S ?R rBLCFDx� I?D?Me rWZIHQWT� 7\\�

254 ;�
0� yCGL= Y� %����&����� ��"� ���  ��'���������(��� "���������� wH;;CB<JB?>D ?R QBL E=?X;D J? FBzL=L>JB<C

LnX<JB?>Dx� I?D?Me IB=� /1/� 45/ ;�
1� s?LJNL= _� W>G<=B<>J G<=B<JB?><C ;=?OCLPD�  ���������� ������� ��
����) ������ ������ wA<=B<JB?><C

;=B>B;CLD ?R PLN<>BDe T=<>D<JB?>D� OS LFBJ� Q�:�Y?C<[x� I?D?Me rBvP<JEBv� /2/� ;;� 4645\�



�� �� �� ������	 
� �� �������

�� ������ 	�	�
 ������� ���� ���������� ��� ���������� ���� �� ���������� ��������� �� ����
 ��
�������� 	
������������� ���
������� ���� ���� ����
������ ���  ������ !����������� ��������" �#������ ��
��������$
 �%& 
 �����
 '(()� **� +,-+.�

�(� /��� 0�
 /��� 1� �������������� ��
������ ���� �������� 
������� � ������
� ����2�������
2���#��� ��� ��������� ��� ��!������$
 �����" 	����
 ��)+
 *� .3.�

 ����� '3�('�'(��

������ 	������ 	�������2
 4�������� �� �2���� ��� ���2������
 ������  �����2��
 5�*������� ��
�2�������� *2����
 ��#����� %������ &��������
 .� ��#���� ����*��
 /����������
 ,,((+�
  ������
�6����" �*���������6�������

������� ������ ���!����
 4���64����� 8*������
  ��������
 '+, /��� ���9 ������
 /����������
 ,,(�((

 ������
�6����" �:�������������


