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ds2 = gikdx
idxk + gαβdx

αdxβ , i, k = 0, 1; α, β = 2, 3, .���/

+ � ��� ���"�����# ������� gik� gαβ �
����� ���-�� �� "�������#! x0, x1 ���� x2, x3� 1�� ��)
����������� "� !� � ������
 �
�����#! ��
������ ��+������ �������� ����������� �����������
�� ����+�������� � ����� ������ ���������� �
���
����� ��� "��
�
�� � �
���
! 2�℄� 2	℄� � 0��!
4� �
���
! ��������� ��� ��
������ 5��6����
 "�� ������������� "� !� � ��+�� �#�- �
"��
)
�# � �� � �
����� ��!�
������ 7 �
��� �
����� ��!�
����� ��4�� �#�- ���-6�� ��� ��
�������
,�+�
��� ������� *����� 0�� ����
�� � ����������� �
��
%����#! ����������

�
��� �� �� ��"��-���
�- ��� �&��� �����
�����
 x0 = t� x1 = z� x2 = x� x3 = y� 1���-
����������� ������ �
����� ���-�� �� "�������#! t � z� "������ �#� "� 0��� "�������#� �� ��
�����
�
�- ������ � 6���!�� ���������������

� ����� ����
�  ������
� ���"�����
 ������� gik ����� �� 


ds2 = g00(t, z)dt
2 + 2g01(t, z)dtdz + g11(t, z)dz

2 .��	/

�
��� "�� ��
������ ��������� �#��� ���� ��
� � �������-&  � "�����
���
��� t → f1(t, z)�
z → f2(t, z)� �����#� "������&� �
� �#��
�-  �� ����������� ����%�� "�������-�#� ���
����
�� �
��6
&��� �
 
���& ��+�
���� � �
��������-� 1���- g01 = 0 � |g11| = g00� ���� g01 �= 0� 

g11 = g00 = 0� ��+ 
  ������
� ���"�����
 ������� gik "�������
�� ���������)"������ �� �

� �
���
! 2�℄� 29℄� 2�℄ ����
���- ���������� �
���
����
��#! � ��- ��
������ ��+������� � �
�)
����#! 
�"���
!� :���
� ��������� ��
������ "��� � ����%���
�
 . �������/� �#�� �
��������
��� � ���� �#��
�- ������� � ��� �&��� �� �


ds2 = 2eudtdz − ev
(

dx2 +
[

f2 + w2e−2v
]

dy2 − 2fdxdy
)

, .���/

� ��- ���#� "�������#� t � z ���&� ��#�� �
"
� #�
&��+� � �"���4
&��+� �������
 (t ∼ x0−x1�
z ∼ x0 + x1)� 
 ����%�� u, v, w, f �
����� �� "�������#! t � z� � ��
%���
���� ����
� �
���
"�����
���
��� ����������! ��0���%������ "�� dx2 � dy2 �
�#�
���� "���!� �� � ��
�� �����
. 2;℄� ,� 9��/�
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	 	�����
	� ��	�
	 �������� ������� � ���� (+�,)� -�����
�� ��
�	� ����� ��� �����$
�� ��
�	�� ����
�$*����	���
� �	 ����	�� � �	�
��
��� �
������ Rkl = Rj

klj � %	 �� ������
��
����
�
�� /&
���
� Rik = 0 0 #�	 ������� �� ����� ����
�
�&� 1���
��	�	��� ��
�	�� �����
	�
������ ��	 
��	� �� ����
�
�& �	'�� ���� ��������
�
	 ��� �	���
���� 	���
�
�� ���� ����$

�
�&� �����	 ������� Rik = 0� ��	�
	 ���	
��	���� #�����
�
�
�� �& ������� ����
�
�&

ẇ′ = 0 , (2�2)

ḟ ′ + ḟ (v′ − w′/2w) + f ′ (v̇ − ẇ/2w) = 0 , (2��)

v̇′ + v̇w′/2w + v′ẇ/2w − ḟ f ′e2v/w2 = 0 , (2�,)

2u̇′ + v̇v′ − v̇w′/w − v′ẇ/w + ḟ f ′e2v/w2 = 0 . (2�3)

u′ + v′ − (lnw′)
′

=
1

2

wv′
2

w′
+

1

2

f ′2e2v

ww′
, (2�4)

u̇+ v̇ − (ln ẇ)˙=
1

2

wv̇2

ẇ
+

1

2

ḟ2e2v

wẇ
. (2��)

5���
�
�� (2�4) � (2��) �	��	
��� �������� ��
���� u ����� ����	
�
�&
�& �
�� ��


u = −v + ln(ẇw′) +
1

2

[
∫

(

w2v̇2 + ḟ2e2v
) dt

wẇ
+
(

w2v′
2
+ f ′2e2v

) dz

ww′

]

. (2�6)

5���
�
�� (2�3) ���	

����� �	'������

	 � ����	� 	���
�
�� ����
�
�&� � ����
����� 	���$
���� ����
���� ������� ���� ����
�
�& (2�2)� (2��) � (2�,) �
� ���� ��
���& w� v � f �

7���������� #�� ������� ��	����� � ���� ����
�
��� (2��) � (2�,) �
� ��
���& v � f � � 	�!��
����
�� ����
�
�� (2�2) �	��	
��� �������� ��
���� w ��� w(t, z) = w1(t) + w2(z)�

�� �������	
 ���������������

5�	�
	 ����������� ����
�
�� /&
���&
� ��� ������� ����
�
�& �	
�� �	
���

�� �� ����$
���	

	 	 ���
���� δS = 0� ���� ��� ����
�
�� /&
���$8� ��
'�� � ��

	� �����
� �	���������
������� 	�!� 	 ����9

ds2 = eu
(

hdt2 + 2dtdz − rdz2
)

− ev
(

dx2 +
[

e−2vw2 + f2
]

dy2 − 2fdxdy
)

. (��2)

7�
���	
�
 � ��

	& ���	�� 	�����
�
 ����'�
��� S =
∫ √−gLdtdz�  �� �
	�
	��� ��
����

8� ��
'� ����� 	�	�
����� ��� L ≡ √−gL � ��	���
	�
√−g = weu

√
1 + hr�

8� ��
'��
 L �
����� �����
��� � �	�	!�� ������� 	�!� 	 ���� �	 �	���
� ( :�℄� <� ,��)9

L = gik
(

Γm
il Γ

l
km − Γl

ikΓ
m
lm

)

. (���)

=�
� �������� ����� � �	�������� �	��	
�
�� ����	
� *����	���
�� �	 �	
���� ��
�& ���
�
� �
	�
	��� ��
���� 8� ��
'�9



��������� � ��	
�� 

�������� ��

L =
1√

1 + hr

(

L0 + L1 +
2w

1 + hr
[ṙh′ − r′ḣ]

)

, �����

L0 = (u̇ + v̇)w′ + (u′ + v′)ẇ + wv̇v′ − ḟ f ′e2v/w , �����

L1 = ṙẇ − h′w′ + r

[

(u̇+ v̇)ẇ − wv̇2

2
− ḟ2e2v

2w

]

− h

[

(u′ + v′)w′ − wv′
2

2
− f ′2e2v

2w

]

. �����

	
� �
����� ����� �����
��� ��

����������� ��
�� ��� Eα(L) = 0� ��
  !
��� � ��

��
�"����
�#� $
�
% !
 �� #�& ����(�� �������� ���

Eα(L) = lim
h,r→0

[

∂L

∂uα
−Di

(

∂L

∂uα
,i

)]

, ���)�

%�
#& uα = (u, v, w, f, h, r)� uα
,i ≡ ∂uα/∂xi� xi = (t, z)� � Di *  !
��� � ! 
� � ����
�
�(�� �����

! !
�
�
�� � xi� +"!�,
� ���"� ���  !
��� �� ! 
� � ����
�
�(�� ����� �
� ���� � #
�$��

Di =
∂

∂xi
+

6
∑

α=1

uα
,i

∂

∂uα
+

1
∑

k=0

6
∑

α=1

uα
,ik

∂

∂uα
,k

, �����

��
 uα
,ik ≡ ∂2uα/∂xi∂xk�

-.�����
� � $� �����
��� ! 
� � #
�$�
 h, r = 0 !� /
 ! 
�$��& ���

∂L0

∂uα
−Di

(

∂L0

∂uα
,i

)

= 0 , α = 1, 2, 3, 4 ; ���0�

∂L1

∂uα
−Di

(

∂L1

∂uα
,i

)

= 0 , α = 5, 6 . ���1�

�� #��%�� # #������� � !
 �� #�� ����(�� �������� L� 2#
� ����(�� h � r #$����&
��
"�� !
�� � ! ������ � !
 �� #�& ����(�� �������� � �� ��%
 ���& � ��� ���

L =

∞
∑

n=0

Ln = L0 + L1 + ... . ���3��

4���(�� L0 �
 %���#��  � �

�$�� h � r� � ����(�� L1 %���#��  � 5��6 �

�$�� 
��
�� � 7 #


����
�
�(�� ����� !
�
�
��"
 h � r ��
 �
 # �
����#� � �����
���6 ! 
�� �� � �
%�
&��� .��
�
�#! 
&% ��� ���
�

�� ��������� � 	
��
� ����

�
��

8##

� ����
 #���
���� �����
��� ! 
� ! � ��
� ��6 ���& � $�"
 �
,
���� � ��� �
 ! %�
� 
�
� �
�.�
 ! ���& #�������� #���6 �����
���� 8##

��
� #���
���� ! 
�$
��"6 �����
���
 �� #��

&� � $
$�"6 !�
 .��% ������ 7 � #���
���
� ! ����
�#� �
!�
�"���� ���!!� ����!!�
��� � $
$�"6 !�
 .��% ������  #���
��/�� �����
��� ! 
� �
�%�
��"�� ! ����� 7�
 .��% ���
��� .��
�  !�#"���& � ���
���

x̄i = x̄i(xi, uα, a) , ūα = ūα(xi, uα, a) , ���3�

��
 a * ���!! � � !����
��� 4 ���
" ���3� !
�
6 ��� � � ��
#��
��"
 !�
 .��% ����� !�� a = 0�
	
� �"$�#

��� ��� � ���� !�
 .��% ����� ���3� � #! 
&%�
�#� �
� � � �
 ��� ���!! �� 9�℄�

;��$�
� �"$�#
�� .
#� �
$� ��
"
 !�
 .��% ������ <���
 !�
 .��% ����� !�����  !�#"�
���& �
�
��� � � ��������
%���
&�"�  !
��� � ��

�V = τ
∂

∂t
+ ξ

∂

∂z
+ φ1

∂

∂u
+ φ2

∂

∂v
+ φ3

∂

∂w
+ φ4

∂

∂f
, �����



�� �� �� ������	 
� �� ������
�

��� ���	
�� τ � ξ � φα 
α = 1, 2, 3, 4� ������� �� ���������� (t, z, u, v, w, f) � �������� 	������

������� ��� ������ ������� ���������� ��������� a ��� ����� ���� ����!��������� 
"#$� �
��������� ��� �� ���������� ��������� a# %�&������� ���� ������'�� �����(���)

τ = τ(t) ; ξ = ξ(z) ;

φ1 = C5 − τ̇ (t)− ξ′(z) ; φ2 = C1 − C3 + 2C2f ; 
"#"�

φ3 = C1w ; φ4 = C4 + C3f + C2w
2e−2v − C2f

2 .

��� C1, C2, C3, C4, C5 * ��������(��� ����������# +� ����&����� �����(����� ������ &�� �������
��� �������� �������� ���������
��� !������� ����������� �Vn � ����������� Cn 
n = 1, 2, 3, 4, 5�#
,���!�� -� * ��� �������� ������������� ����������� �� !������� �����������)

�V1 =
∂

∂u
; �V2 =

∂

∂f
; �V3 =

∂

∂v
−f

∂

∂f
; �V4 =

∂

∂v
+w

∂

∂w
; �V5 = 2f

∂

∂v
+
(

w2e−2v − f2
) ∂

∂f
. 
"#.�

�V6 = τ(t)
∂

∂t
+ ξ(z)

∂

∂z
− [τ̇ (t) + ξ′(z)]

∂

∂u
. 
"#/�

0��( !������� ����������� �Vn 
n = 1, 2, 3, 4, 5�� �!������ 	���&��� &���( ����!�� -�� � !�����

��� ��������� �V6 �������� !��	���&�������� &���(� ����!�� -�# 0�������(��� ���	
�� τ(t)
� ξ(z) � 1����� ���������� * ��� ��������� �������(����� ��	������ ��������� ���������� �
������������ �� ������ �������� 2����#
%���������� ������ -� 
"#$� ��� ��1�� ������� ��������� ����# 3��!�� ��������( ������ -�

��!���� �������������&��	�� ����� Gn� ����&��'�� !������� ����������� �Vn# 4�� ����� ���!�
������� ��� 	� ���� !�������� ����������� ��1��( ������� ��������� -�# % �����(���� ����&���
������'�� ���� ���� ��� �������� -� Gn)

�V1 → G1 : ū = u+ a , f̄ = f , t̄ = t , z̄ = z , v̄ = v , w̄ = w . 
"#5�

�V2 → G2 : f̄ = f + a , t̄ = t , z̄ = z , ū = u , v̄ = v , w̄ = w . 
"#6�

�V3 → G3 : v̄ = v + a , f̄ = fe−a , t̄ = t , z̄ = z , ū = u , w̄ = w . 
"#��

�V4 → G4 : v̄ = v + a , w̄ = wea , t̄ = t , z̄ = z , ū = u , f̄ = f . 
"#7�

�V5 → G5 : t̄ = t , z̄ = z , ū = u , w̄ = w,

v̄ = v + ln
(

1 + 2af + a2[f2 + w2e−2v]
)

, f̄ =
f + a[f2 + w2e−2v]

(1 + af)2 + a2w2e−2v
. 
"#$8�

��������� �V6 ����� �� ��������(��� ���	
�� τ(t)� ξ(z) � ���� ���� !��	���&�������� &���(
������#

������ ���	��
���# :�	��� ���������� �������� ���������� ��������� ����� �� ��&���
����� ���� �� ��� �������
�� �! ���&����� ���� � ������������ �����������(��� �������#
3������ ��'���������� ��	���� ���������� ����� ������� � ����������� ��������� ���� � ����
�������� �������� 2���� ;6℄� ;�℄#

% ������� ������� ��	�� ���������� ������������ 	�	 Div �P = 0� ��� �P ���������� ��������
�'���� ��� ������� ��	# =��� ���� �� ����������� ���������� ����� ����� �������� �� ��	��
���������� ���!�� ����������( � ���� ��������� �������������

∂ρ

∂t
+ div �J = 0 , �P =

(

ρ, �J
)

. 
"#$$�

%���&��� ρ ���������� ��������(�# =��� �J !����� �!����� � ������������ � �!>����� �����
���� I =

∫

ρdV ��������� �� ����&��� I �������� ���������� ��� ����# % ��1�� ���&�� �������
��� ������������� !���� ���������(�� 	�	 ∂ρ/∂t+ ∂J/∂z = 0#
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�������� ��

����� ��	
��
	�� S =
∫

Ldtdz 
������� �������
		
� ����������� 
��������
� ��	����
�
�

�V = ξi
∂

∂xi
+ φα ∂

∂uα
. ������

��
� �
�!"�� ��	
���� �#���
�������

��� 
���$�%"�� ��	����
�� �V 	� ������! ����&�	��

Qα = φα − uα
i ξ

i . ������

'
����	
 ��
���� (����  �

	� �
#��	�	�! � ����	�	�! )�����*+����	&� ��! �	� �

�	
,�	���

Div �P = �Q · �E(L) ���
∑

i

DiP
i =

∑

α

QαEα(L) . ����-�

)�
 �

�	
,�	�� 	� ������!  �

	
� �
#��	�	�! � #���
�������$��

� �
����
.��� ��
�	
��� ��	
��� +����	&� L  ������ 
� ��
� �
�	�# ����
�
 �
�!�
�� �
 �
#��	!%*

"���! �	����
�� �

 ��$���!���! �
 �
�����/

P i = −
(

Lξi +
∑

α

Qα ∂L

∂uα
i

)

. ����0�
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���� � �
�
"�% 

�
�
�
 ��
���!���! �������
		
��� ��	����
�� �V � 	� ������! 
������*
�� �������
		
��� � ����!��� 
�


���V (L) + L ·Div�ξ = 0 , ����2�

��� ����&�	�� ���V 	� ������! ��
�
�&�	��� ��	����
��� ��
 ��$����	�� 
���������! �
 ���#
��

�
�����# �
 ����
&�	�!� ��
��� ����� +� 
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��	�% ��������� �������	�����	�#
����	�	�� ����� 	�������� 34℄��
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� $���� ������� +� �������  �

	
� �
#��	�	�! ��
�	
 �������*
���� � ���� 8
������	�	
� ������� ����	�	��

Dt (w
′) +Dz (ẇ) = 0 , ����4�

Dt

(

e2vf ′

w

)

+Dz

(

e2vḟ

w

)

= 0 , ����9�

Dt

(

e2vff ′

w
− wv′

)

+Dz

(

e2vf ḟ

w
− wv̇

)

= 0 , ������

Dt

(

e2vf2f ′

w
+ 2f(w′ − wv′)− wf ′

)

+Dz

(

e2vf2ḟ

w
+ 2f(ẇ − wv̇)− wḟ

)

= 0 . ����6�
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	�	�������������� ����� �	����� �� �����	 ������	���
���
� ������ �����  � ���
��� �������� 
� � �	��
� ��
�	
�
��! 	 � ��	��� "����	��
�
����

�	��
�� ��
�	
�
��� #������ ����	��! ��	 �	��
	 ��
�	
�
�� ����	$��� "����	��
�
���! ����
�
� �����	$��� 
	 �����	��
�� �	��
 ��
�	
�
��� ���������� ��	 ���	 �����	��
�
 �	��
��
��
�	
�
���
%� &	��
 ��
�	
�
�� �����
����� 
��	������ �� ��	�
�
��� '�����( div �P ≡ 0! ��� �P = rot �A�

)� *����
�
�� ��
�	
�$������ ���	 �P ���	�	$��� � 
��� 
	 ��+�
��
 ��	�
�
��� '�����(
������� �������
���� ��	�
�
�� ,%�-. � ,%�/. �������� �����	��
�� �	��
�� ��
�	
�
���

�� ������ 	
���
���
�� ����
�


� 01℄ ��� �	�������
 ����	� ������� ,���.! ����	 f = 0� � "��� ����	� ������	 �	�����	���� �	�

ds2 = 2eudtdz − evdx2 − w2e−vdy2 , ,3�%.

	 ��	�
�
�� ���� ���
��	$� ������� ���(

ẇ′ = 0 , ,3�).

2wv̇′ + v̇w′ + v′ẇ = 0 , ,3��.

2u̇′ + v̇v′ − v̇w′/w − v′ẇ/w = 0 , ,3�3.

u′ + v′ − (lnw′)
′

=
wv′

2

2w′
, ,3�-.

u̇+ v̇ − (ln ẇ)˙=
wv̇2

2ẇ
. ,3�/.

������	 ,3�). 4 ,3�/. �������� � ���� ���	5�
��� ��� ��
�6�� u � w

u = −v + ln(ẇw′) +

∫

wv̇2

2ẇ
dt+

wv′
2

2w′
dz , w(t, z) = α(t) + β(z) ,3�7.

� ��
��� ��
��
��� ��	�
�
�$ ��� ��
�6�� v(

2wv̇′ + v̇w′ + v′ẇ = 0 . ,3�8.

*	�	���� �� "��� ������� ����	� 
� ������	����� �
�����	! ������ ��� ��	�
�
�� � "��� ���9
�	� �����	$��� �	� ������ 
���
��
�
 ��	�
�
�� ��� f → 0� :� "�� 
� ��
������ � ����������
� �	��
	� ��
�	
�
��� ;���� ����! �	� ��	�	����! � ��
��
�� ����	� ���
� ���� ��������� ����
	
���	��
���� ��	�
�
�� <�
+���
	 � �	�����! ���� 
�����������

���� �	� ��������� ����� ��9
�	��	
�
����� =	��� ����	6�� ������	$��� ������ �������� :���� � ������	���$� 
	�����+��
�
����� ��� ���������
 ������ �����
����	� ������	 :���� ���	���	�� ���������	
�� ����� ��5�� 	
���	��
����$ ��	�
�
��

<����	9 	��	
5	 � ���������	
��� ���������
�
 ��
�6��! ������	$��
 ��������� ��
�6��9

	�	� :	 ��	����� ���
������ ��	����	���� � ���
� 
�����
��� ����	6���� ��� �����
�� ���9
������ � �	��
�� ��
�	
�
�� 	
���	��
�
 ������� :�5� ����� �	�������
	 �	�	� ����	6���
>�������� ��������� ��	�
�
�� ,3�8. ��
�������
� �����
�
 ������	���	
��� �
	�	�	 ��9

������ �����
��
� �	��� ������	���	
�� � ��
��	�����

�V = τ(t, z, v)
∂

∂t
+ ξ(t, z, v)

∂

∂z
+ φ(t, z, v)

∂

∂v
. ,3�1.

�������
�� �	�� �����$��� �������	�(

τ(t, z, v) =
[

C1 + 2C2α(t) + 2C3α(t)
2
]

α̇(t)−1 ,
ξ(t, z, v) =

[

−C1 + 2C2β(z)− 2C3β(z)
2
]

β′(z)−1

φ(t, z, v) = ϕ(t, z, v) + [C4 − C2 − C3(α(t)− β(z))] v ,
,3�%�.

��� ϕ(t, z, v) 4 ���������
�� ��+�
�� ��	�
�
�� ,3�8.! C1, C2, C3, C4 4 ���������
�� ������

���
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 �
��������� ������ 	�� �
�
����� ����
��� ���
���� ���
�������
� �������

�
�
������� �Vi � ����������� Ci �i = 1, 2, 3, 4�� � ����� �������� �
�
����� �V5 = ϕ(t, z, v)∂/∂v �
 �� ��
�����
 ���
������ �����
��� �!"#� � �
 �$�%	�
��� � $��
	���
���% 	���� ���
��� &�"

'��
��� &�� �������%(�� ����
���� �����
��� �!"#� �  �� ���
���
 ������������� ������)

���
 �� �������
 �
�
������
*

�V1 = α̇(t)−1
∂

∂t
− β′(z)−1

∂

∂z
, �!"���

�V2 = 2α(t)α̇(t)−1
∂

∂t
+ 2β(z)β′(z)−1

∂

∂z
− v

∂

∂v
, �!"�+�

�V3 = 2α(t)2α̇(t)−1
∂

∂t
− 2β(z)2β′(z)−1

∂

∂z
+ [β(z)− α(t)]v

∂

∂v
, �!"���

�V4 = v
∂

∂v
. �!"�!�

,
$�����
 �
-
��� �����
��� �!"#� �
 �
��%��� ��� ��������
 ��
�����������
 � ����%���
�������������" .�$�
 �����������
 �
-
��� ��/�� ������ 
��� ���
���� ���
��� &�" '�������
��	���
��� �����������
 �
-
��� �������
��� �� �����
 ������
 ���"� ������
�� 01℄�" 3���)
�� ��
����� �
-
���� �����������
 �������
���� ��
������������ �����
�����%(�
 ��������
�
�
�������" ,�/
 w = α(t) + β(z)"

4
���
 �����������
 �
-
��


u =
1

2
ln(α̇β′) +B2 · ln (w) , v = A+B · ln(w) . �!"�5�

6����
 �����������
 �
-
��


u =
1

2
ln(α̇β′) +

∫

w ·
(

v̇2

α̇
dt+

v′2
β′

dz

)

, v = β(z)
−1/2

[

A ·K
(

i
√

α/β
)

+B · CK
(

i
√

α/β
)]

, �!"�7�

��
�� A,B � ���������
� K
(

i
√

α/β
)

, CK
(

i
√

α/β
)

� �����
  ������	
�$�
 ���
����� �������

�����
��� ���" 0�8℄�"
.�
��
 �����������
 �
-
��


u =
1

2
ln(α̇β′) +

∫

w ·
(

v̇2

α̇
dt+

v′2
β′

dz

)

, v = [α(t) · β(z)]−1/2
(

A+B ln
[

α(t)−1 + β(z)−1
])

. �!"�1�

9
��
���
 �����������
 �
-
��
"

u =
1

2
ln(α̇β′) , v = const . �!"�#�

�� ������ 	�
�����
� � 	����� �
���������� ����
�


6  ��� ����
�
 ���
� ��$������ 	�� ����������� �������� ��	���
��� ��$���� ��
���
��� ��
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��
� ���	�
���" '������������ ��$�����
 �����
��� :��-�
��� �������� $ �
���	��� �����)
���" 6 	��������� �
 ��
 �����������
 ����
���� ���
�/���� � �������� �����
 �
�
�������� ���)
����%(�
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���� �����
��� ���� �!"+� ; �!"7�" <��� ��	������ �������� ����� �
�
�������
��� �����
��� �!"+� ; �!"!�� �� ��
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���� ������/���%��� ��-� � �
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�
������ �
���$� � ��
��(
� ����
*

ds2 = eu−v(hdt2 − rdz2 + 2dtdz)− (evdx2 + e−vw2dy2) , �5"��

	�� ��(
���
��� ����(�
� �
$�����
 ����/
���" >��$������ S =
∫ √−gLdtdz ���
�/�� �$�����√−g = weu−v

√
1 + hr" 4�������� ���$��� &�����/� L ≡ √−gL ��

� ���



�� �� �� ������	 
� �� ������
�

L =
1√

1 + hr

(

L0 + L1 +
w

2(1 + hr)
[ṙh′ − r′ḣ]

)

, �����

��	
L0 = u̇w′ + u′ẇ + wv̇v′ , L1 = ṙẇ − h′w′ + r(u̇ẇ − wv̇2/2)− h(u′w′ − wv′

2
/2) .


��
�	��� ���	����������� ��� ������ h, r = 0 ��	�� 
�� Eα(L) = 0� ��	 ��	����� ���	��

 ����	��� �	�	! ��������" ���$%�� �������� ������� ���&��

' ������ ��!�	�	 ��	����� ������� ����	�	�%���
���� ���	�	��	��� ��������

Di =
∂

∂xi
+

5
∑

α=1

uα
,i

∂

∂uα
+

1
∑

k=0

5
∑

α=1

uα
,ik

∂

∂uα
,k

. �����

(���	�� ���
�	��� ���� Eα(L) = 0 �������" ���)	� 	��� ��!�����" ��������" ���$%��
�������� 
 ��� L = L0 + L1 + ... �

' �	!��"���	 ��	����� ���	�� ����� ��	����
��" $�$

Eα(L0) =
∂L0

∂uα
−Di

(

∂L0

∂uα
,i

)

, α = 1, 2, 3 ; Eα(L1) =
∂L1

∂uα
−Di

(

∂L1

∂uα
,i

)

, α = 4, 5 . ���*�

+�� 
 �
��� 
��	,

E1(L0) = −2ẇ′ , E2(L0) = 2wv̇′ + v̇w′ + v′ẇ , E3(L0) = −(2u̇′ + v̇v′) ; �����

E4(L1) = u̇ẇ − wv̇2/2− ẅ , E5(L1) = w′′ − u′w′ + wv′
2
/2 . ���&�

-	����	���
	���	 
 ����	��	 ����	���� ���
�	��� �*��� . �*�&� ���
���� $ ��	���)	�� ���
/��� /�!��� 0 �	�	������
,

�V1 = ∂u ; �V2 = ∂v ; �V3 = v∂u + lnw∂v ; �V4 = w∂w ; �V5 = τ(t)∂t + ξ(z)∂z − (τ̇ + ξ′)∂u . ���1�

2�	�" 
����%���� 	 ����	���� ���� 
����� �	�	��������, �V1, �V2, �V3� �	�	����� �V4 4 �	 
�����
%������ ����	����� �	�	����� �V5 4 ��
	��	����� ����	����� ��� 0��" � �	 �	��	� ���$%������
�� �	 ��	����
��	� ���	�	��� ��$ $�$ �
�!��� �� �
�/���� ��	�/��!�
���� �	�	�	�� 0 t � z� '
�	!��"���	 ������	��� ��� !�$��� ��0���	����

5��� 
 ������" ����	���� �������	����� ��/��� ���
�	��� �*��� . �*�*�� �� ���	/�� �� ����
6���	��� � ������	��� ��	���)�� ��/�� /�!��� 0 �	�	������
,

�V1 = ∂u , �V2 = ∂v , �V3 = v∂u + lnw∂v , �V4 = w∂w , �V5 = 2u∂u + v∂v ; ���7�

�V6 = w∂u , �V7 = τ(t)∂t + ξ(z)∂z + C · ∂u . ���8�

��	 C 4 ����������� �V1, �V2, �V3 4 
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�V1 = ∂u ⇐⇒ �Q1 = (1, 0, 0) . ����� 

�V2 = ∂v ⇐⇒ �Q2 = (0, 1, 0) . ����� 

�V3 = v∂u + lnw∂v ⇐⇒ �Q3 = (v, lnw, 0) . ����! 

�V4 = 2u∂u + v∂v − 2w∂w ⇐⇒ �Q4 = (2u, v,−2w) . ����� 
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�V1 → div �P1 = 0 ⇐⇒ (w′)· + (ẇ)′ = 0 . ����( 

�V2 → div �P2 = 0 ⇐⇒ (wv′)· + (wv̇)′ = 0 . ����� 

�V3 → div �P3 = 0 ⇐⇒ (vw′ − wv′ lnw)· + (vẇ − wv̇ lnw)′ = 0 . ����) 

�V4 → div �P4 = 0 ⇐⇒ (2uw′ − vwv′ − 2wu′)· + (2uẇ − vwv̇ − 2wu̇)′ = 0 . ����* 

+����, 	� 	�#�	 �������, ����
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�� � %����������������� ���	�$ ��� ��� -�� ���
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div �P1 = �Q1 · �E(L0) = 〈1, 0, 0|E1(L0), E2(L0), E3(L0)〉 . ����/ 

div �P2 = �Q2 · �E(L0) = 〈0, 1, 0|E1(L0), E2(L0), E3(L0)〉 . ����0 

div �P3 = �Q3 · �E(L0) = 〈v, lnw, 0|E1(L0), E2(L0), E3(L0)〉 . ���!� 

div �P4 = �Q4 · �E(L0) = 〈2u, v,−2w|E1(L0), E2(L0), E3(L0)〉 . ���!� 
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