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����� ��������� ������������ � �
������� �������� ��������� � �
�!������ "�����#
��� $�℄� ��������&���' ��(�
��� &������ �
(������ ���&��� ������� ��)������ �����
� �����
��������
��� � ���
��� *+*� 	
������ ���������& � ,��� ���(�� �
 �
! �( ���� ������
�����#
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���� �
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� ����������#��&&������
� ���&��� �����
� &����' ���������
� �
 ������
��!���� ��� ���
�'��� /������� � ���������� ��������'
 ,��� �� � �����������& �
������&
� ��!���� �� 0�����
� 	�������&�& ��������& ��1������
��� �������� ���&��� ������� &�#
���� �������� ����������� ������� ���� � ������
����
 � ��� ��� "�(&�/����' ��1������
���
������� � �������
 � ������� ��� ������� �� ���������� ���' ���' ������� �!���� 2���������
#
�
�&�
 $3℄ $�℄� 4�������&�� ��!���� �
� /� ������
���
� ������ �������� ��� ���������� 
��#
(�������� ���
�'��� /������� ��1������� ��1�� ��!����� ������� ���
�
�� � ���� �
� �
�����
����
� ��� ���
 ������
����5 ������� ������
������ ������
����� � ����6
���'��� � ������
�����
� ����/����'��� �����(��� $7℄� 8�����
�������
� �
��' ,�� � ��!���� ������&�
 ������
������#
��� �
��� �
�� � �( ���� ���������� � �(�������� ������
����� ��!���� :���&
�
#���������
#
�����
 �������� �
����& ����
�& ,�� � ��!����� ��!���� �� 0�����
 ��������� � ���(� � ��&�
��� ��� �������� ����& �( �
������ ��������� �
����
��� �
 ���' ���&��� ������ � �
���&
 $�℄�

�� ����� ���� �

;���� �!����� �����'(��
���� ��� ���������� &������ �����
� �
 �������� �!���� 2���������
#
�
�&�
� ������� (
��
�

��� � �����
1�&5 ��� &������

ds+2 = g+µνdx
+µdx+ν , ds−2 = g−µνdx

−µdx−ν <���=

&�/�� �!��' �� ���������  ��������������� � ��& ����
�� ���� ����
� � ����
� ��
��
������
���&� ,��� ������������ ����������� � ������ � ������ &�����
�� ����
�

��

8���
� ��
��
����
� ���&
 > ,�� ��&
���
 &�����
 �����������5

dl21 = aikdu
iduk (i = 1, 2, 3), <��3=

 �� aik = gµνζ
µ
i ζ

ν
k , ζ

µ
i = ∂xµ

∂ui . <?�
�
&� @+@� @−@���(�
���� &���������� ��,���6����� � ����#
���
�� ������ � ������ &����� ���������������=

"���
� ��
��
����
� ���&
5
dl22 = bikdu

iduk, <���=

 �� bik = νµ;λζ
µ
i ζ

λ
k , ζ

µ
i > �
�
���'��� ������� � ������������ νµ > ���&
�' � ����

�������� �	
��
����
�����
�
�
�������� ����
����������
��
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�

�������� �
��
�� m(R, t) ��� ���������� ������������ �������

ds2 = eν(R,t)dt2 − eλ(R,t)dR2 − r2(R, t)dσ2, �����

��� dσ2 = dθ2 + sin2(θ)dφ2� ����� ����

m(R, t) = r(1 + eΦ − eΩ), �����

���
eΦ = e−ν ṙ2, eΩ = e−λr′2. �����

�������� �
��
��  !�� ������� � "#℄ � � �
%�����& � "'℄ "(℄ ")℄� * "'℄  !�� +���,���� ���
�������� �
��
�� �������� ����������� � ��%��  !�& �+�������� ��� +����� �����-.������ ����-
�������� ������ r(R, t)� �������� �
��
�� ����& 
�� �� +�� �� ��� � 
���������� /��0������
���� ��� �
1�������� 
+��1��� �2 ���0��� ��� +� ��������3 �� ���������!�� * ��+
����
31�2
����������2 
�������� /��0����� � 
����� �������� �
��
�� +������3� ����























m′
= r2r′T 0

0
,

ṁ = r2ṙT 1

1
,

2ṁ′
= ṁΦ

′
+m′

Ω̇ + 4rṙr′T 2

2
,

2ṙ′ = ṙΦ′
+ r′Ω̇.

�����

��� ����� 4 +���,������ +� �������� 0���2 4 +� +��������������� �����������

�� ����
����
 �
�����
���� ������
����� �����
�

��� ���������� ��
��������� 
�������� �
�����


*+���!� ��0����  �, ������ ��� �����&��� %������� � ����������!� ��������� ���������-
�����& � "�5℄� ��� ��� ������� ������������ � "��℄ "��℄ "��℄� * .��� ����� ��0���� +��
���� �
+���1&3 �������� �
��
��� 6�� %� � �
%������ ��!�� +���,���&�!2 �
��
�� ���������������

7�������� /��0����� ��� �����&��� %������� � ���������� +�������&3 .������ � ������-
����!� ��������� �T 0

0 = ε(t), T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = −p(R, t)� � ��
��� ����������� ��������� � ����

+������3� ����






















m′
= r2r′ε

ṁ = −r2ṙp,

2ṁ′
= ṁΦ

′
+m′

Ω̇− 4rṙr′p,

2ṙ′ = ṙΦ′
+ r′Ω̇.

�����

*!��%�� �, +������ 
�������� ������! ������
3 �
��
�3 � +��������� +��
������ ,������� �
����&� 
�������� ������! +��
�����

ε̇

ε

(

1

3
rΦ′ +

4

3
r′ − 2r′

)

= 0, �����

���3�� +��
���� �!��%���� ��� Φ�
Φ = ln r2ψ2, �����

��� ψ = ψ(t) 4 +���,���&��� �
��
�� ���������������
8�������� 
�������� ���� �!��%���� ��� Ω�

Ω = ln
r′2

r2k′2
, �����

��� k = k(R) 4 +���,���&��� �
��
�� ���������������
6�+��& � +���1&3 ����� ��%�� ,�+����& ��� ������� ��� ���������� ���,����+��� �����&���
%������� � ��
��� ���
������ �������

ds2 =
ṙ2

r2ψ2
dt2 − r2(k′2dR2 + dσ2). �����
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������	
� �
�
� �
��� ������� ������
� �
������

m = r(1 + r2ψ2 −
r′2

r2k′2
). �
���

� 
����� �� ��!� 
 ������� ������" �#�$� ���
�����

ε
r3

3
= r + r3ψ2 −

r′2

rk′2
�
�%�

& ������ ����
�� �" �'���� ��� r = r(R, t)�

r = 2(ek+η − ζe−k−η)−1, �
�(�

ζ = ψ2 −
1

3
ε. �
�)�

* 	���������� �� 	���� ζ � 
�(� � ������� ����

r−1 =
√

ζ sinh(k + θ), ζ > 0,

r−1 =
√

|ζ| cosh(k + θ), ζ < 0,

r−1 = ek+θ, ζ = 0,

�
�+,�

!�� eθ =
√

|ζ|eη�
* ������� �� ������ - ������. !�� �
/����
�� � � ���� �����/�� � 
! � � 
!�  �0����. 	����

�
/����
�� �1/��  �0����. � ��� � ��� ������ �� ��������� �
�����2 ζ� 3 ���
 '�.  �0���� ���
���� ����2 ���	�� ����2 ��������2 '������� �� ������ � ���� ����� �	�� ����� �"��������
 �0���� 4+#℄ � � ζ = 0� 6 � ζ �= 0 �� ���� � �������� � ��

η̇ = 0, ψ =
ȧ

a
,

k = ln ctg
R

2
, ζ < 0,

k = ln cth
R

2
, ζ > 0.

�
�++�

��0���� ��� ��������2 '������� ����� ���������� ���!� � ��	�����"� �
����2 ����! �8
 ������� k(R). ψ(t). η(t). ζ(t)� 9� �� �"2 �	!��� ��'�� ����	�����. ��� � ��	�����"� �
����2
���0��� ���!�. �� �����	  �0���� �
�$� ����	��. ��� ��	��'�� ������ ��"�� ��'��2 �	 ��� �
�"1 ��� �� ��� ������ �	 ��	������� ���1 �'���2�

k(R). ���1/�8��. ��'�� �"1 ��� ��1"� 
��1�"� �1 �	��. ���� ��� ��� ���2 �"1� ���� :��2
�
����� ����� � ����8��� ���� � �� ����
 � � 
!
� ������
 ��� ������ * ��� ��� �
�$� 	�����
k′2(R)dR2 �� dk2 ���� ����� ���� ��� �� ���� �� ��� �����" R � ��� ������ k� ;�
 � ��	����8
�
� �
����� ��'�� �"1 ��� ���. ��� � ��� ���������� ����� ��� ��� �
�$� 1
��� ����� ���
� ��� ���������2 ����� ����!� �	 � �� ���� ���"� � �	�� ���"� � ��� ������

dk2 + dσ2 =
1

sinh2(R1)
(dR2

1 + sinh2(R1)dσ
2) =

1

sin2(R2)
(dR2

2 + sin2(R2)dσ
2) =

=
1

R2
3

(dR2
3 +R2

3dσ
2). �
�+#�

*"1� η(t) ��'� ���������� � ����� ��� ������"� � ��1 �	�������� <�� ��� ��� �
�$� ��'��
1"�� �� ������� � �����

ds2 =
r2η

r2ψ2
dη2 − r2(k′2dR2 + dσ2), �
�+
�

!�� rη = ∂r
∂η
�

&����	 ���� ������ ���	� � � ��� ���������2 � ���	�" ��� ��� �
�$� ����	��. ��� ����8
 ����" 	������ ������ ��0� �� � ��	������2 �
����� ζ(t)� <��. ��� ��� . � ��� ����������
� ���	�� � ���� ���� 3 �������

R = 6ζ(t), �
�+��
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RµνλσR
µνλσ = 12ζ2(t). ������

	
��
 ���
��
 
���� ����
�� ζ(t) ��������� �����
� ���� �!��� ������
���"����# ���"�����
	�� �
��� ��� $��!���
�� ����%"
�

� &��
 ��'����
� �"!����� ����%���� �
��%��� �!� �!�����
��!�����# ���� �!����� �������� ζ(t)� (��� �
�� �
��� ����� 
!�� " ��
���) *��℄� *��℄�

ψ(t) �
��� �
%�! ����������� �!������� &���,��� -�, 
 ������
���"���
� ��
!���
� ���"���

�
"�
 ��!#� �� ����"����"���� ζ(t) = 0 ������� .� ��,!
��� ���/�0

ψ2(t) =
1

3
εc(t). ����1�

�� ������ 	
�
��� 
��
	
��
� ����
�	
��
� ��
����
� ����
���

� 	
�
��� �
 ����
	�

.�
�� �
� ��� ���
��
!���� 
�����
  !� � ���� ��� 
����������� � �
!���� �� ����� �
���
"� 0

dS2
pf =

ṙ2

r2ψ2
dτ2 − r2

(

dk2 + dσ2
)

, �����

, � r = r(k, τ)� ψ = ψ(τ)� ����
 2 �����"� �
� �� "��
����
3'�"�
 �����)� �� �� ,������"��)����� τ = const�

-
�
��!��%� � ��"��)�����0

ζ
µ
i =









0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









���4�

5��

!� �
)� �
 �� ��
"�����0
{

νµν
µ = 1,

νµζ
µ
i = 0.

�����

6 ����"���
� ����!�"
� ���

!�0

ν0 =
ṙ

rψ
. �����

7�!��
�
 ���"�# � "����# �"
 �
����%� ���
%0

dl21 = r2dk2 + r2dσ2, �����

dl22 = r2ψdk2 + r2ψdσ2. ���1�

	����� �
)� �
 �"
 �
����%� ���
%  !� 
������  � 3�����
0

dS2
s =

(

1−
r2s
a2

)

dt2 −
1

1−
r2s
a2

dr2s − r2sdσ
2, �����

����0 rs = rs(k, τ)� t = t(k, τ)� a =
√

3
Λ �

-
�
��!��%� � ,������"��)�����0

ζ
µ
i =









0 t′ 0 0
0 r′s 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









���8�

9������
 2 �����"� �
� �� ���� ��
�� k� 3 ��
�:�# ��
"����� ����� �
)� �
 ���

!�0

ν0 = −
r′s

√

A−1r′2s −At′2
, ���/�

ν1 =
t′

√

A−1r′2s −At′2
, ����;�

, � A = 1−
r2s
a2 �



�� ���� �����	
� ���� 
����	��

������ �	
��
� ������ 
 ������ ��	��	�
���� ����� ��� �� �
����	�

dl21 =
(

A−1r′2s −At′2
)

dk2 + r2sdσ
2, ������

dl22 =
rs
a2 t

′
(

t′2A− 3r′2s A
−1

)

√

A−1r′2s −At′2
dk2 +

rsAt
′

√

A−1r′2s −At′2
dσ2. ������

 ! �	���"��	 �����
 
 �����
 ��	��	�
���
 ���� �	 #
��������
��"�
 "$
��
 �����	�� "��%
���&
� �"���
��

r2 = r2s , ����'�

r2 = A−1r′2s −At′2, ������

r2ψ =
rs
a2 t

′
(

t′2A− 3r′2s A
−1

)

√

A−1r′2s −At′2
, ����(�

r2ψ =
rsAt

′

√

A−1r′2s −At′2
. ����)�

 �	�* +��
 �������� �"���
� "$
��
 �	 #
��������
��"�
 ��"������#� ������
 ��$��
� ���
���������, 
��	����, -
���"�
 
 ��$��
� �� �
����	� ��&�"����	�
� �"���
, "$
��
 "�
��%
����"����� � ���* ��� �	 #
��������
��"�
 "$
��
 #����!
��"�
� �"�	��"� �����������
� .�%
������
� /�

 �"���
, �	 #
��������
��"�
 "$
��
 ������"� ��
���
�� "�&�"����	�
� ��"����%
#
��"��, �����
 ��"�������, �	 �"���� 
"����!����
 ��$��
,�

�� ��������	 
���
�� �� 
��������������� ������

 ! ����(�* ����)� "������ �	���"����

rsAt
′ =

rs

a2
t′
(

t′2A− 3r′2s A
−1

)

, �(���

" ������ ������ �����	���

A =
1

a2

(

−r2s − 2r′2s A
−1

)

, �(���

r′2s =
r2s − a2

2
. �(�'�

 "����!�� �'�0� 
 ����'� �����	�� !�	���
� /���#

 �	 #
��������
��"�
 "$
��
�

εpf =
1

a2
. �(���

 !��"���* ��� ������"�� /���#

 ��� ���"��	�"��	 �� �
����	 �� !	�
"
� �� ������
 
 
����
��"������� !�	���
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