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∞
∑

n=0

f(n) =
1

2
f(0) +

∫ ∞

0

f(t)dt+ i

∫ ∞

0

f(it)− f(−it)

e2πt − 1
dt,

∞
∑

n=0

f(n+
1

2
) =

∫ ∞

0

f(t)dt− i

∫ ∞

0

f(it)− f(−it)

e2πt + 1
dt,
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∞
∑

n=0

f(n)−
∫ ∞

0

f(t)dt =
1

2
f(0) + i

∫ ∞

0

f(it)− f(−it)

e2πt − 1
dt,

∞
∑

n=0

f(n+
1

2
)−

∫ ∞

0

f(t)dt = −i

∫ ∞

0

f(it)− f(−it)

e2πt + 1
dt,
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	 �� ������� �����
∣

∣

∣
arg(z − ia)− π

2

∣

∣

∣
≤ π

2
− η �

∣

∣

∣
arg(z + ia) +

π

2

∣

∣

∣
≤ π

2
− η.

���� ��������
��� ������� f(x) �
������� � ������ Daη  ����	�������� a > 0 � η > 0 �

�����
�����
� ������

|f(x+ iu)| ≤ ε(|x|)eγ|y|, x+ iy ∈ Daη,

��
 γ < 2π� � ε(u) → 0 ��� u → ∞� �����

∞
∑

n=−∞
f(n) =

∞
∑

k=−∞

∫ ∞

−∞
f(x)eiπkxdx,
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∞
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n=1
f(n)
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∞
∑

n=1

f(n) =

∞
∑

n=1

1

2πi

∮

cn

f(z)

z − n
dz,

*"	 ��������	 ������� cn ������+� )���� ������ ���	
�� ����� z = n 3��� ���� �4� � �����

���� �� ������� cn ����	
�� ��� ��
���� z = n�

�
���� �������� �����
��� ����
����� �
���� �����

������ ��� ������� f(z) � ���
 ������ �����

���� �� ������ γ ����	
�� �� ��� ��
���� z = n�

������
 ε �����
��� ����
����� �
���� ����� ������

������
 γ � ���� ������ ���� ������� f(z)�

������� �	� ���%�� ���	� ����(�� f(z)� 5%
��� (	
�� ����	��� z = n �����*	�� ��		� )�����	
)�
+��

ctg πz ≈ 1

π

1

z − n
.
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∞
∑

n=1

f(n) =
∞
∑

n=1

1

2i

∮

cn

f(z) ctg πzdz.
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∞
∑

n=1

f(n) = I1 + I2 + I3, 3���4

*"	

Ik =
1

2i

∫

γk

f(z) ctg πzdz. 3���4
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� ���

	��	�� �������

I1 =
1

2i

∫

γ1

f(z) ctg πzdz =
1

2i

∫

γ1

f(z)(ctg πz + i)dz − 1

2

∫

γ1

f(z)dz.

����� ���	�	�� ����
� ������

J1 =
1

2i

∫

γ1

f(z)(ctg πz + i)dz.
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� �
����� γ1! �
�
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�����
	 β1 � ���
� α1 ������� R "�	! ���! �#! $���
������ ��	����
�
 �
����� γ1 + β1 + α1 ��� 
�
��% �
��� ������� f(z)& �
 �������� �
 '�
	�
�
����� ����� ����

∫

γ1

f(z)(ctg πz + i)dz +

∫

β1

f(z)(ctg πz + i)dz +

∫

α1

f(z)(ctg πz + i)dz = 0.
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� ������� � '��% �
���% � 	�
������	 −2πi!

������� �	 ������� f(z) �� �	��
 ��������
�� ���
�� ���
��� γ1 + β1 + α1�

����� �����	���	 ������ 
�����
��� � ����
����
���& R →

���	 �	 ������ γ = γ1 + β1 + α1�

∞! $��� ���
������� ���
���

lim
R→∞

|f(z)|| ctg πz + i|z∈α1
= 0,

�
 ����� �
����� α1 � '�
	 ������� ����� ����

lim
R→∞

∫

α1

f(z)(ctg πz + i)dz = 0.

������� �	 limR→∞ |f(z)|| ctg πz + i|z∈α1
= 0!
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I1 = − 1

2i

∫

β1

f(z)(ctg πz + i)dz − 1

2

∫

γ1

f(z)dz.

-� ����
� β1 �
�
��	 z = ε + it& � �� ����
� γ1 �

����������
 z = t + iε! .��
����� �
���
����	����� � 
�������� �
�	���

ctg πz + i = − 2i

e−2iπz − 1
,

�
�����	

I1 = i

∫ ∞

ε

f(it+ ε)dt

e2π(t−iε) − 1
+

1

2

∫ ∞

ε

f(t+ iε)dt. "+!�#
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I2 =
1

2i

∫

γ2

f(z) ctg πzdz =
1

2i

∫

γ1

f(z)(ctg πz − i)dz +
1

2

∫

γ1

f(z)dz.

����� ���	�	�� �����	 ��������
	 � ����
� �����

J2 =
1

2i

∫

γ2

f(z)(ctg πz − i)dz.
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 f(z)! �� 
����	�� �� "����
����	� 	���� ���#

∫

γ2

f(z)(ctg πz − i)dz +

∫

β2

f(z)(ctg πz − i)dz +

∫

α2

f(z)(ctg πz − i)dz = 0.
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 � "�
� ����� � ���$
����� −2πi�

������� �	 ������� f(z) �� �	��
 ��������
�� ���
�� ���
��� γ2 + β2 + α2�

'���� ���	���(�� 	��
�� �	�$����
  �����������
! R →

���	 �	 ������ γ2 + β2 + α2�

∞� ���
 ������(���( �����
�

lim
R→∞

|f(z)|| ctg πz − i|z∈α2
= 0,

�� ���� ����	� α2 � "��� �	����� 	���� ���#

lim
R→∞

∫

α2

f(z)(ctg πz − i)dz = 0.

������� �	 limR→∞ |f(z)|| ctg πz − i|z∈α2
= 0�
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� ��	����! �	
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 � ��������

I2 = − 1

2i

∫

β2

f(z)(ctg πz − i)dz +
1

2

∫

γ2

f(z)dz. �+���

,� 	
��� β2 ����$
� z = ε − it! � �� 	
��� γ2 �������������� z = t − iε� -����%��( �����
��	������� 
 ����
���# ��	����

ctg πz − i =
2i

e2iπz − 1
,

��������

I2 = −i

∫ ∞

ε

f(−it+ ε)dt

e2π(t+iε) − 1
+

1

2

∫ ∞

ε

f(t− iε)dt. �+�.�

���� �����	 γ3

�������	
� ���� ��������� ����
!

I3 =
1

2i

∫

γ3

f(z) ctg πzdz, �+�/�

��� ����	 γ3 ������ �� �
�� .� 0	
 ��(�
���

 ����	� � ����! ε → 0! 
���� ctg πz ≈ 1
πz �

���%���1�� ���
�
� �� ���
�
( ������������ ��� 

 f(z) � ����� ���
 ���% ����������%! �� ��
���$�� 
����%�����% ��	���� 2���(30���� � �����#&�� �
�� ��������� ������� ����4

∞
∑

n=1

f(n) =
1

2i

∫

γ3

f(z) ctg πzdz +
1

2

∫ ∞

ε

{f(t− iε) + f(t+ iε)} dt+

+ i

∫ ∞

ε

{

f(ε+ it)

e2π(t−iε) − 1
− f(ε− it)

e2π(t+iε) − 1

}

dt, �+���

��� ��	��� 
����	�� ��	���( �� �����	�$����
 z = ε + εeiϕ �ϕ ∈ [+π
2 ,−π

2 ]� 	��
��� ε ��	��
���
 z = ε� �5�$�� 
����%�����% 
 �	��
� 	
���! ���	
��	! �	�$����% �  ���	�� � ������
��	�
��� z =

√
2εeiϕ, ϕ ∈ [+π

4 ,−π
4 ]! 
�
 ��	��� ��	�
��%��� �	(��� z = ε + iy, y ∈ [ε,−ε]��

������
�! ��� ��������� 6����
� .4

������� �	 ������� f(z) �� �	��
 ��������
�� � ����� z = 0�
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	� 
��������� ������� ����
� � ��� ���
������ � ������ � ����	
��������� z =

√
2εeiϕ, ϕ ∈[π4 ,−π

4 ]� ������

I3 =
1

2i

∫

γ3

f(z) ctg πzdz =

=

∫

γ3

f(z)

2πiz
dz = −f(0)

4
.

 ����	!�
 ���������� � �
	 ��� �� �� ������ ������	 � "#��$ ����� �����	��! ���	 ε → 0%

lim
ε→0

1

2

∫ ∞

ε

{f(t− iε) + f(t+ iε)} dt =
∫ ∞

0

f(t)dt.

� ���	��� ������	 ��	�� �	�
&� ������'�����%

i

∫ ∞

ε

{

f(ε+ it)

e2π(t−iε) − 1
− f(ε− it)

e2π(t+iε) − 1

}

dt = i

∫ ∞

ε

f(ε+ it)− f(ε− it)

e2πt − 1
dt+

+i

∫ ∞

ε

[

f(ε+ it)

{

1

e2π(t−iε) − 1
− 1

e2πt − 1

}

−

−f(ε− it)

{

1

e2π(t+iε) − 1
− 1

e2πt − 1

}]

dt.

� ���	��� ������	 �	�� '���
 t = εx � ��'	���� ���������	!�� ������� �� ε� ��	
(
���

−f(0)
1

π

∫ ∞

1

dt

1 + t2
= −f(0)

4
.

)�������
� ��� '����� � ������	�� I3� � ����� ��� ���

���� �� ������ γ3�
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∞
∑

n=1

f(n) = −1

4
f(0) +

∫ ∞

ε

f(t)dt+
i

2

∫

β1

f(z)(ctg πz + i)dz+

+
i

2

∫

β2

f(z)(ctg πz − i)dz, "#�+,$

∞
∑

n=1

f(n) = −f(0)

2
+

∫ ∞

ε

f(t)dt+ i

∫ ∞

ε

f(ε+ it)− f(ε− it)

e2πt − 1
dt,

"#�+-$
∞
∑

n=0

f(n) = +
f(0)

2
+

∫ ∞

ε

f(t)dt+ i

∫ ∞

ε

f(ε+ it)− f(ε− it)

e2πt − 1
dt.

"#�+$

/�	� ����	����� � �

���
�� �� ������� f(z) �� �	��
 ��������
�� �� 	��	�� ��� z = iy, y �= 0�

�� ��	
��� �'����
& ����
	
 0�	�( 	���

∞
∑

n=0

f(n) =
1

2
f(0) +

∫ ∞

0

f(t)dt+ i

∫ ∞

0

f(it)− f(−it)

e2πt − 1
dt. "#�1$

���� �����	
�
�

2
����
� �'
	!����� 3�� 4��! 
�	���*%

���
�� � f(z) � ��� ���������* � 5(�* ������ "x > 0, y > 0$�

���
�� � lim
R→∞

|f(z)|| ctg πz + i| = 0, z = ε(1 + i) +Reiϕ� ϕ ∈ [0, π2 ]�



�� ���� ������	
���

������� � f(z) �� ����� �	�
����	��� � ���� �������� �x>0, y<0��

������� 	 lim
R→∞

|f(z)|| ctg πz− i| =0, z = ε(1 + i) +Reiϕ� ϕ ∈ [−π
2 , 0]�

������� 
 f(z) �� ����� �	�
����	��� � ����� z = 0�

������� � f(z) �� ����� �	�
����	��� �� ������ �	� z = iy, y �= 0�

����������� 	�������� ������� 
� !�� ���������� �	����� �	 

∞
∑

n=1

f(n) =
1

2i

∫

γ3

f(z) ctg πzdz +
1

2

∫ ∞

ε

(f(t− iε) + f(t+ iε))dt+

+ i

∫ ∞

ε

{

f(ε+ it)

e2π(t−iε) − 1
− f(ε− it)

e2π(t+iε) − 1

}

dt, �"�"#�

�� !�� ���������� �	����� �
 

∞
∑

n=1

f(n) = −1

4
f(0) +

∫ ∞

ε

f(t)dt+
i

2

∫

β1

f(z)(ctg πz + i)dz+

+
i

2

∫

β2

f(z)(ctg πz − i)dz, �"�""$�

∞
∑

n=1

f(n) = −f(0)

2
+

∫ ∞

ε

f(t)dt+ i

∫ ∞

ε

f(ε+ it)− f(ε− it)

e2πt − 1
dt, �"�""%�

∞
∑

n=0

f(n) =
f(0)

2
+

∫ ∞

ε

f(t)dt+ i

∫ ∞

ε

f(ε+ it)− f(ε− it)

e2πt − 1
dt. �"�""�

��� !�� ���������� �	����� �� 

∞
∑

n=0

f(n) =
1

2
f(0) +

∫ ∞

0

f(t)dt+ i

∫ ∞

0

f(it)− f(−it)

e2πt − 1
dt. �"�"'�

(	�� )�)�� ��
� �	����� ����*���	+� �� ���� ���	�, ����������,��� �)����� 	����+ ��*��
����������� ����	����+��

�� ���� �� ��������� ��������
∞
∑

n=0
f(n+ 1

2 )

- .��� 	����� ��� ��/�� ������+�, �	� ����	����+� ����������� ��*�� 0������ 	������	����
���� �1������+� ������������ ���� �� ����2���� ��	���� ��.���� 
���� ��������, ������ �
���)�3 n+ 1

2 � !� .��� ������� �	���,1��� ���4��	 ���	�� )����4��	�� ��	)��,)� �
��1� z = n+ 1
2

�����

tg πz ≈ − 1

π

1

z − n− 1
2

.

5����� ��	)��,)�

tg πz ± i =
±2i

e±2iπz + 1
,

�� � ������ �������� �� ���/�� �	���,1����, ���3��� 1��)� � � ��������� �������� 6 ��/����
7�)�� �
��1��� �������� 	�������� ����/���� 

∞
∑

n=0

f(n+
1

2
) = − 1

2i

∫

γ3

f(z) tg πzdz +
1

2

∫ ∞

ε

(f(t+ iε) + f(t− iε))dt+

+
1

2i

∫

β1

f(z)(tg πz − i)dz +
1

2i

∫

β2

f(z)(tg πz + i)dz, �'�"$�

∞
∑

n=0

f(n+
1

2
) = − 1

2i

∫

γ3

f(z) tg πzdz +
1

2

∫ ∞

ε

(f(t+ iε) + f(t− iε))dt−



������� �	
������� ��

−i

∫ ∞

ε

f(ε+ it)− f(ε− it)

e2πt + 1
dt, ������

�	
 �
��� ���
���� �
�
��� �� �������������� z = ε + εeiϕ �ϕ ∈ [+π
2 ,−π

2 ]� ��	���� ε �����
����� z = ε� ��� �����
��� ��
	���� �
���
 ������!
������� � f(z) �
 �"

� ����
�����
�  #$�� �
�
��� �x > 0, y > 0��

������� 	 lim
R→∞

|f(z)|| tg πz − i| = 0, z = ε(1 + i) +Reiϕ� ϕ ∈ [0, π2 ]�

������� 
 f(z) �
 �"

� ����
�����
�  #%$�� �
�
��� �x>0, y<0��

������� � lim
R→∞

|f(z)|| tg πz + i| = 0, z = ε(1 + i)+Reiϕ� ϕ ∈ [−π
2 , 0]�

&�� �����
��� 	�������
�'���� ������

������� � ������� f(z) �� �	��
 ��������
�� �� 	��	�� ��� z = iy�

������
" �(
����� ���"���

∞
∑

n=0

f(n+
1

2
) =

∫ ∞

0

f(t)dt− i

∫ ∞

0

f(it)− f(−it)

e2πt + 1
dt. �����

*��� ����
 ���� �����
 ����+�
���� �� ��	� ��
��' 	�������
�'��
 ���	�� ��
	�� �+
$
���
	
���" �����
���"�


 �������

����"����" ��	 ���"
�� ��� � ��
 �(
����"�� ��� � �
�(
����"� ���

 �
(��'����"��
-�����
 �
�� �	�"� �	
���' �����( ����.�� �� �����
��
 ������ �$/�

����

∞
∑

n=1

1
n2 = π2

6

0���.�� �"

� �	 f(z) = z−2 � ����� ������ ����	��  ���
� -�����
�� ���'�� �
���

������� ��1��"� �����'(�
" ���"��� ����2�

∞
∑

n=1

f(n) =
1

2i

∫

γ3

f(z) ctg πzdz +
1

2

∫ ∞

ε

(f(t− iε) + f(t+ iε))dt+

+ i

∫ ∞

ε

{

f(ε+ it)

e2π(t−iε) − 1
− f(ε− it)

e2π(t+iε) − 1

}

dt. �3���

��(����
" ������
��  ��	 4�����  ���
������� ����� (�"
��
" �
�
"
���� z = ε+ εeiϕ� � 
��
	
�
 ε → 0 ������
"

1

2i

∫

γ3

f(z) ctg πzdz =
π2

12
− 1

4πε2
.

5��


1

2

∫ ∞

ε

(f(t− iε) + f(t+ iε))dt =
1

2ε
.

&���
"� �
�'(� ��	 ���
�����" ���(� �������' ε = 0� ��	
� �

���� �
(��'���� ������'�� ��
$
	
�� ���
��������� (����� �� ε�

- ����
	�
" ���
����
  ����
��� �3��� ������
" �
 "
��
� 	
��
" (�"
�� t = εx� (��
"
��(����
"  ��	 4����� �� ε� ���
�����
" �  ��
	
�
 ε → 0 ������
"

i

∫ ∞

ε

{

f(ε+ it)

e2π(t−iε) − 1
− f(ε− it)

e2π(t+iε) − 1

}

dt =
π2

12
− 1

2ε
+

1

4πε2
.

6�
	�
� ��"
���'� ���  1�����
��� �  (��"
���
�
 �
�'(� �������' ε = 0� ������" �

����
�
(��'���� ������'�� ε �� �	���� 
�
 �  ��
	
�� ���
����������

6���	��� �
 "
��
� ������
" (�
	�"� �(
����� �
(��'���

∞
∑

n=1

1

n2
= ζR(2) =

π2

6
, �3���

�	
 ζR(s) =
∑∞

n=1 n
−s 7 �(
����� 	(
��$����.�� ��"����



�� ���� ������	
���

����

∞
∑

n=0

1
(n2+a2)k , k ∈ N

� ������ ��	
�� f(z) = (z2 + a2)−k� 	��� �
����� ���� a > 0� ��������	 �	����� f(z) ���
������ 
����� ������������ a� �� � ����
��� ������ ����� ����� �������� a → |a|� ����������
����	�� � ��������� ��������� ���	
��� ���������
���	! "a → ∞# �����	 $��%� ����� &	���
��� 	������������ 	������� '�(� �� �� 	������������ 	�����! )� ��������	 f(z) �� ������ ���

����	 
���� k��� 
������ � 	����� z = ±ia� ��$���	 ��������	���� ����	���� "'�''#

∞
∑

n=0

f(n) = +
1

2
f(0) +

∫ ∞

ε

f(t)dt+ i

∫ ∞

ε

f(ε+ it)− f(ε− it)

e2πt − 1
dt. "*�*#

���������� ���
��� ��	
�� k = 1� ������ ��� 
���� ��
����!��� ����������

1

2
f(0) +

∫ ∞

ε

f(t)dt =
1

2a2
+

π

2a
.

,�� ��
������� ��������%� ���%����%� �������� 
�� ��� ���!��� z = ±ia �	����� f(z) �� �����
��� �������� �� ������ ��� � ��$���	 	������������ 	�����! )� -���� � ������ ��%����� ���� )
���	
���

i

∫ ∞

ε

f(ε+ it)− f(ε− it)

e2πt − 1
dt =

= i

∫ a−δ

ε

f(it)− f(−it)

e2πt − 1
dt+ i

∫ ∞

a+δ

f(it)− f(−it)

e2πt − 1
dt+

+
i

4

∮

ia

f(z)(ctg πz + i)dz +
i

4

∮

−ia

f(z)(ctg πz − i)dz. "*�.#

,������������� ��������� 1/2 � ��������/ ��	/ ���%����/ �������� �� ��� ���
���� 
�� ���
��%��� ����	% ���!�� �� ���	���	������ ����	% ���!�� ia "��� ���� )# ����� �������� ����%���
�� �� ���� ���	������� ������ ��� ����%���� � ������ 
���� ����� �	�!� ��������	 �	�����

������ f(it) = f(−it)� � ������������� ����%���� ����	% ���!�� ia ������ �����	 ����������
z = ia+δeiϕ� � � ��������� ����%���� ����	% ���!�� −ia ������ �����	 ���������� z = −ia+δeiϕ

� 	��������� δ → 0� ��� $���

���� �� ������� β1 � β2	

lim
δ→0

f(z)dz = ± π

2a
dϕ,

��� ����%����� ����	% ���!��� ±ia� ��������� ������ 
��

ctg πz ± i =
∓2i

e∓2πiz − 1
,

���	
��� ����� ���!���

i

4

∮

ia

f(z)(ctg πz + i)dz+

+
i

4

∮

−ia

f(z)(ctg πz − i)dz =
π

a

1

e2πa − 1
.

0�������� ��� ������� ���	
���

∞
∑

n=0

1

n2 + a2
=

1

2a2
+

π

2a
+

π

a

1

e2πa − 1
=

1

2a2
+

π

2a
cthπa, "*�(#

���

∞
∑

n=1

1

n2 + a2
= − 1

2a2
+

π

2a
cthπa. "*�)#



������� �	
������� ��

������ 	
�� �	����� ���������
���� �
��� ���� ��� a → ∞
∞
∑

n=1

1

n2 + a2
= − 1

2a2
+

π

2a
+O(e−πa). �����

��������� �
�
�� ���� �	���� 	��� �
	� ��
�
�� k ≥ 1�  ��	��� ������� f(z) =
(z2 + a2)−k ���
��� �
��� �����
	�� z" � # ����	
 ���$� ������� �	�� #%�
�% # ����&
±ia� '��	�(�� ���
���	���� ����	� )*�

f (k)(z0) =
k!

2πi

∮

z0

f(z)dz

(z − z0)k+1
,

�	���
�

i

4

∮

ia

f(z)(ctg πz + i)dz +
i

4

∮

−ia

f(z)(ctg πz − i)dz =
2π(−1)k+1

k!a2k−1

(

1

(e2πax − 1)(x+ 1)k

)(k−1)

x=1

.

+%���	�
� ��	

 �
�#%
 �#� �	���
�%& # ����	
 �����

1

2
f(0) +

∫ ∞

ε

f(t)dt =
1

2a2k
+

√
πΓ(k − 1

2 )

2(k − 1)!a2k−1
.

,�
�� Γ(x) - ����� ������� .�	
���
/����� #�
 �	���
�%
 #�
��
" �	���
�

∞
∑

n=0

1

(n2 + a2)k
=

1

2a2k
+

√
πΓ(k − 1

2 )

2(k − 1)!a2k−1
+

2π(−1)k+1

k!a2k−1

(

1

(e2πax − 1)(x+ 1)k

)(k−1)

x=1

.

0	� �	��
��� ���������
��� �
��� ���
�" �� ��	
��

 �	���
�
 ��
� 1����
����	��
��	%� #�	���  	�����	��%� #�	�� ���� �
�#%& �#� �	���
�%&�   1�� ������
 ��

� �
���
��� a → ∞

∞
∑

n=0

1

(n2 + a2)k
=

1

2a2k
+

√
πΓ(k − 1

2 )

2(k − 1)!a2k−1
+O(e−πa).

����

∞
∑

n=0

1
(n2+a2)s ,Re s < 1

'��	�(�� �
�� 2�
	�3 	��� �	���� ���	����
��
 ���	4
��
 ���� # ���(����� �3
	���� �
�
�
��� s� /������
��� ������� f(z) = (z2 + a2)−s ��

� �#
 ���� #
�#	
��� ���
z = ±ia # �	���
 �
�
	� (���
��� s�  ��	��� ������� ��#	
�#��
� ��	#��� 536" � ��3
�	�(�
� ����	� ���$��  ��� ���
����#���� �	4
� ��&������ �� ��� �����#� 	���
" �3
1��� �
�&��� ���#�	�� ��
��� �(�
�
��
 ��(%� ��
#���" �� �	� #�
& z" ����& �� |z| < a7
f(it) − f(−it) = 0�  1��� ���
���	 #�	� ����� �� � 0 � a ��#
� ��	�� 0�	

 ���
�" ��
�	� #�
& z" ����& �� |z| > a

(z2 + a2)−s = (t2 − a2)−se∓iπs, z = ε± it,

��
 ��
��	���
��� ��
�
	 ε → +0� '��	�(�� 1� (��
����
" �	���
�

i

∫ ∞

a+δ

f(it)− f(−it)

e2πt − 1
dt = 2 sinπs

∫ ∞

a

(t2 − a2)−s

e2πt − 1
dt =

=
2 sinπs

a2s−1

∫ ∞

1

(x2 − 1)−s

e2πax − 1
dx.

0#� ��	
���& ���
���	� # ����	
 ���$� ���� ��	
#� #�	��" ���	��� �� ��������	��%
δ1−s" � ��� ��	#�� Re s < 1 ���
����� � ��	� ��� δ → 0� 0#� �
�#%& �	���
�%& #%���	����� #
�#�� #��


1

2
f(0) +

∫ ∞

ε

f(t)dt =
1

2a2s
+

√
πΓ(s− 1

2 )

2Γ(s)a2s−1
.



�� ���� ������	
���

������	 
�� 
����� �������

∞
∑

n=0

1

(n2 + a2)s
=

1

2a2s
+

√
πΓ(s− 1

2 )

2Γ(s)a2s−1
+

2 sinπs

a2s−1

∫ ∞

1

(x2 − 1)−s

e2πax − 1
dx. �����

�� ����
��Re s < 1� � ������ �������� �������	� � !����
������	 ������ ���� ����������#��
������$���� �	�� 
 ������% Re s < 1� ���#��%#� ��� ���#&�	 '(���� ���� ����� � ������
��� 
��� &�� � ������$����%� � )������	� ��������� �� ���������� 
 ��$���� ���� ����� �
������ 
 ���#�� sk = 1

2 − k, k = 0, 1, 2, . . .�

����
∞
∑

n=−∞
einb

(n2+a2)k
, k ∈ N

������� �������)��

∞
∑

n=−∞

einb

(n2 + a2)k
=

∞
∑

n=0

einb + e−inb

(n2 + a2)k
− 1

a2k
=

∞
∑

n=0

2 cosnb

(n2 + a2)k
− 1

a2k
.

� ��� ������ �������% ���#&�� f(z) = 2 cos bz/(z2 + a2)k ��#�	 $� #�# 
 ���� ��*� ������
f(z) = f(−z)� ������ �� ���( ��� ��$� ��#�� ±ia� ������ 
#��� �� 
��( ���( ��� ��
��
����� �������	 
#��� ������
� #���� ( ���#� 
 ����	���	� �������� 
������ �����( ��������
������� k = 1� ,����

i

4

∮

ia

f(z)(ctg πz + i)dz +
i

4

∮

−ia

f(z)(ctg πz − i)dz =
2π

a

chab

e2πa − 1
.

-����� �����%)�	 ������� ( ��������

∫ ∞

0

2 cos tb

t2 + a2
dt =

π

a
e−a|b|,

�������
∞
∑

n=−∞

einb

n2 + a2
=

π

a
e−a|b| +

2π

a

chab

e2πa − 1
. ���.�

��� b = 0 ������� ������ ���� ��*��� ����������

/���
�	 0 � 1 ��� 23�1�� #����   ��������� ��!� ���#&�� ��#��� 
��� ����������� ��

������� �������� b� -�(��
����%��� ����
�� 0 ���� 
��

lim
R→∞

|f(z)|| ctg πz + i| = 0,

��	 
��� z = ε(1 + i) +Reiϕ � ϕ ∈ [0, π2 ]� � ����		 ������ �������

lim
R→∞

|f(z)|| ctg πz + i| = lim
R→∞

2

R2
e−R(2π−b) sinϕ.

'��� ������ ����� ��
�� ���� ���%#� ��� b ≤ 2π� /���
�� 1 ���
���� # ������ �����������
b ≥ −2π� ,�#� ����)�� �������� ��� 
 !����
������	 ������ ����
����
� ��� |b| ≤ 2π� ���

 �������� ����� ����
�	 ��������� �������� 
 ������ ���.� �������	 # ���� ��� a → ∞�

-�	 ������ )������( k 
 �������	 ���#� ���
���� ���������� 
 �������	 
 ���� ��*�
���������� � ����� ������� ������

∞
∑

n=−∞

einb

(n2 + a2)k
=

2
√
πKk− 1

2
(a|b|)

(k − 1)!

( |b|
2a

)k− 1
2

+
4π(−1)k+1

k!a2k−1

(

ch(abx)

(e2πax − 1)(x+ 1)k

)(k−1)

x=1

.

4�������#�� a → ∞� ���� �	��
 �� �����$�� ���������%� � ������ �� � ���%#� �#������&�5
��%�� �� � ���� � ∼ e−a|b|, e−a(2π−|b|)�



������� �	
������� ��

����

∞
∑

n=0

g(n)
n2+a2

������	
� ��� f(t) = g(t)/(t2+a2) ������������ 5��	 �����	�
� ��������� �����	� f(t) 	
���
������� ������ � ������ t = ±ia� �� ��� 	���
 	���!��� � ����������		 � �	�� #

i

∫ ∞

ε

f(it+ ε)− f(−it+ ε)

e2πt − 1
dt =

= i

∫ a−δ

ε

g(it)− g(−it)

e2πt − 1

dt

a2 − t2
+ i

∫ ∞

a+δ

g(it)− g(−it)

e2πt − 1

dt

a2 − t2
+

+
i

4

∮

ia

g(z)

z2 + a2
(ctg πz + i)dz +

i

4

∮

−ia

g(z)

z2 + a2
(ctg πz − i)dz. $%��&'

������	������( 
��)	���� 1/2 ����	��� � ����	 � ��
� ��� 
� ��
��	�	 	���!�	�����	� ��
��������)����	 �� 	���!�	�����	� �� ���( ����)����	 �����! �������

* ������ ��� 	���!������ 	���!�	��� �� �����
� �������


i

∫ a−δ

ε

g(it)− g(−it)

e2πt − 1

dt

a2 − t2
+ i

∫ ∞

a+δ

g(it)− g(−it)

e2πt − 1

dt

a2 − t2
=

= − i

2a

∫ ∞

0

(

g(it)− g(−it)

e2πt − 1

)′

t

ln

∣

∣

∣

∣

a+ t

a− t

∣

∣

∣

∣

dt.

��� ������	� 	���!���� � $%��&' ���

i

4

∮

ia

g(z)(ctg πz + i)

z2 + a2
dz +

i

4

∮

−ia

g(z)(ctg πz − i)

z2 + a2
dz =

π

2a

g(it) + g(−it)

e2πt − 1
.

+� 	��� ��� �
����� �������


∞
∑

n=0

g(n)

n2 + a2
=

g(0)

2a2
+

∫ ∞

0

g(t)dt

t2 + a2
+

π

2a

g(it) + g(−it)

e2πa − 1
−

− i

2a

∫ ∞

0

(

g(it)− g(−it)

e2πt − 1

)′

t

ln

∣

∣

∣

∣

a+ t

a− t

∣

∣

∣

∣

dt. $%���'

����

∞
∑

n=0

(−1)n√
n2+a2

* ,��
 ������ �����	� f(z) = eiπz/
√
z2 + a2 	
��� �� ����	 �������	� �� 
�	
�( ��	 ±ia 	

�� 	
��� ��� ������	 � ����� -��	
 � ����
� ��������� ���� �����	(� 	 
� 
�)�
 	�����������
���
��� . ��������� � �	� $%�%'� ������	( 	���!��� ����	/�
 � �����0�
 �	�1

i

∫ ∞

ε

f(ε+ it)− f(ε− it)

e2πt − 1
dt =

= i

∫ a−δ

ε

f(it)− f(−it)

e2πt − 1
dt+ i

∫ ∞

a+δ

f(it)− f(−it)

e2πt − 1
dt+

+
i

2

∫

ia

f(z)(ctg πz + i)dz +
i

2

∫

−ia

f(z)(ctg πz − i)dz. $%��2'

������	� �� 	���!���� ���	������� �� ��������)����	 ������ �� ����� �������	� ±ia� ����
z = ±ia+δeiϕ 	 δ → 0� *��� ,�	� ����� ����� ����� 3���!���� ���� ��	 
�)� ����� �������	�
��� �������( ����� 	 
� �������


∞
∑

n=0

(−1)n√
n2 + a2

=
1

2a
+

∫ ∞

0

eiπtdt√
t2 + a2

− i

∫ a

0

e−πtdt√
a2 − t2

−
∫ ∞

a

e−πtdt√
t2 − a2

.



�� ���� ������	
���

��������	 
������� 
 ��
�� ���� ������ ���� �����
��������� �� ����� ���
��� ������
�����
������	� ����

∞
∑

n=0

(−1)n√
n2 + a2

=
1

2a
+ 2

∫ ∞

0

cosπt dt√
t2 + a2

−
∫ ∞

a

e−πtdt√
t2 − a2

.

�������� 
���������� 
 �
��� 
���� 
 ����� ���	��� �	��	 ���

∞
∑

n=0

(−1)n√
n2 + a2

=
1

2a
+K0(πa),

��� Kn(x) � ������ ���
��� �	�� �� !������" #���� ����� ���	����� ��������� ����
a → ∞ ∞

∑

n=0

(−1)n√
n2 + a2

=
1

2a
+O(e−πa).

$	�� ����
 
��
∑∞

n=0
(−1)n

(n2+a2)k+1/2 ���	����� �% 
�&� ���	������� 
������� ��������'

 ���
���� �� a ����( ����� ����
����
	�)�� ����� �%" *������� �������� ���
���� �� a
���	���

∞
∑

n=0

(−1)n

(n2 + a2)3/2
=

1

2a3
+

π

a
K1(πa).

+�� 
������� ����� ���	���� � ����������
���� �% ����	� ,����'���" *���(����� ������
	������ ��� �������� 
���	� ����� 
��
����� 
 -."/�0 ��	� ��(���)���� 
�������� �������
��������� � ����
����
	�)��� �������� 
 ���
�( �
	( �������( 
 -."/�0 ��� ���������
'
��� �( �� �����"

����

∞
∑

n=0

1
ν2 = π2

2 , ν = n+ 1
2

��������	 �	�� �� f(z) = z−2 ����� ����� 
 �	��� �� ������%	�� ����	�	 ,����'��� 


��� -�"/0

∞
∑

n=0

f(n+
1

2
) = − 1

2i

∫

γ3

f(z) tg πzdz +
1

2

∫ ∞

ε

(f(t+ iε) + f(t− iε))dt−

−i

∫ ∞

ε

{

f(ε+ it)

e2π(t−iε) + 1
− f(ε− it)

e2π(t+iε) + 1

}

dt. -."/.0

�%���� ������ 
 ����������� �	�� 
 ��� 2���� %������ ��������	� z = ε + εeiϕ �
���	���

− 1

2i

∫

γ3

f(z) tg πzdz =
π2

4
.

3���
1

2

∫ ∞

ε

(f(t− iε) + f(t+ iε))dt =
1

2ε
.

4 ��������� �������� ������� 
�� 
������ ����� %���	 t = εx� %��� �%���� 
 ��� 2���
�� ε � ��������	��" 4 ����� ���	���

−i

∫ ∞

ε

{

f(it+ ε)

e2π(t−iε) + 1
− f(−it+ ε)

e2π(t+iε) + 1

}

dt =
π2

4
− 1

2ε
.

$����
� 
�� 
������ ���	��� �%
������ ��%	����

∞
∑

n=0

1

(n+ 1
2 )

2
= ζH(2,

1

2
) =

π2

2
, -."/50

��� ζH(s, a) =
∑∞

n=0(n+ a)−s � �%��'�	�� �� �	�
� "



������� �	
������� ��

����
∞
∑

n=0

1
(ν2+a2)s ,Re s < 1� ν = n+ 1

2

� ���� �	
�� �
����� f(z) = (z2 + a2)−s ��� ��	��� � ������ ±ia� ������������ ����
�
����� ���	� ������ ���  �	� ���������� � !���� � �	
�� �
���������� �� ��	
�	�� ��"
����� ����	�#
� ����
	
 $ 	�"%	��� � ���� &'�()*� �� �� ������ ������	�  �	� ��#�"
 ���� � !���+ ������	 ����
� �
	� &����� ������	 � &'�()** ���� �
	�� � ���� ��	
���

∞
∑

n=0

1

((n+ 1
2 )

2 + a2)s
=

√
πΓ(s− 1

2 )

2Γ(s)a2s−1
− 2 sinπs

a2s−1

∫ ∞

1

(x2 − 1)−s

e2πax + 1
dx. &��(,*

���� lim
s→0

∞
∑

n=0
ν
(

1 + ν2

b2

)1/2−s

, ν = n+ 1
2

���+ ������.���� ��� #����� ���	�+ �������� ��� Re s > 3/2� %������ ����
	� $ 	�"
%	��� ��#��	�� ��	
���� ����/��+ �����.�� ��� Re s ≤ 3/2+ ��� ��	
���� ���	�������
�����	/�� � � 	���� Re s ≤ 3/2� %� ���� ������ �
.���
� ���	 s → 0�

� ���� �	
�� ����	������ �� , 
�	���� �	� �
����� f(z) = z(1 + z2

b2 )
1/2−s+ � �� ��/�

����	�#����� ����
	


∞
∑

n=0

f(n+
1

2
) =

∫ ∞

ε

f(t)dt− i

∫ ∞

ε

{

f(ε+ it)

e2π(t−iε) + 1
− f(ε− it)

e2π(t+iε) + 1

}

dt.

%����	��
 ���	���� ������	 �������� ��� s → 0+ �� �� ��/� ���#
 ��	�/��� s = 0� 0�	+
�����	��
 ����	���� ���	�

1 +
(±it+ ε)2

b2
=

(

1− t2

b2
+

ε2

b2

)

± i
2tε

b2

��� ��#
  	�#�
� � �
	� ��� t < b �  	�#�
� � π ��� t > b+ ��

lim
ε→0

√

1 +
(±it+ ε)2

b2
=

√

∣

∣

∣

∣

1− t2

b2

∣

∣

∣

∣

{

+1, t < b,
±i, t > b

.

1���� � ��#��+ �� ������ ��#�	��� ������	 ������������� �� ��� t < b � t > b�
%�� t < b ���

f(it+ ε)− f(−it+ ε) =

√

1− t2

b2
((it+ ε)− (−it+ ε)) = 2it

√

1− t2

b2
,

� ��� t > b ��	
���

f(it+ ε)− f(−it+ ε) =

√

t2

b2
− 1(i(it+ ε) + i(−it+ ε)) = 0.

2
����
�+ ��	
��� ��� s → 0

∞
∑

n=0

ν

(

1 +
ν2

b2

)1/2−s

=

∫ ∞

0

t

(

1 +
t2

b2

)1/2−s

dt+ 2

∫ b

0

√

1− t2

b2

e2πt + 1
dt =

=
b2

2

Γ(s− 3
2 )

Γ(s− 1
2 )

+ 2

∫ b

0

√

1− t2

b2

e2πt + 1
dt.

�����	�� ������ ���	 s → 0 ��	
���

lim
s→0

∞
∑

n=0

ν

(

1 +
ν2

b2

)1/2−s

= −b2

3
+ 2

∫ b

0

√

1− t2

b2

e2πt + 1
dt. &��(3*

1���� � ��#��+ �� ��	
��	� ������ ����/�� �	� �� ����� �#�	�� �������.���� �����



�� ���� ������	
���

�����
∞
∑

n=0
ν
[

ln
(

1 + b2

ν2

)

− b2

ν2

]

� ν = n+ 1
2

������	
�� ��
��	�	����� ������� 
 
��� ����� ����� f(z) = f1(z) − 2f2(z)− b2f3(z)� ���
f1(z) = z ln(z2 + b2), f2(z) = z ln z � f3(z) = 1/z� ������� f1(z) ����� ���	����������� �����

��
����� ±ib� ������� f2(z)  ����� 
��
����� 0� 	 ������� f3(z) ����� �����! ���� 
 �	�	��
�������	�� ��������� ��� 
��� ���� ������! 
��������� ������ ����
��� �� "���� ��������
������� #"���$��	�	 
 ����� %&�'()� *�"��	� ��	
��� 
��
� ���	����	� ����	�� 
 ������
ε → 0

f1(ε+ it)− f1(ε− it) = 2it ln |t2 − b2|,
f2(ε+ it)− f2(ε− it) = 2it ln t,

f3(ε+ it)− f3(ε− it) = − 2it

t2 + ε2
.

+	��� �"�	,��� f(ε+it)−f(ε−it) = 2it ln |1− b2

t2 |+ 2itb2

t2+ε2 � *������� �
�,	���! � -��� 
��	.�����
�������! ������	� 
 %&�'()� * ������ ε → 0 
��	� ��
��� ���	������������ ��	�	����� ��������
�	���������� 
�,���	�� ������ �� ��������� ��	�	������ �
�,	����� � f3� /��������� � �	����

����� ��	�	����� ����	�� 
 ������ ε → 0

−i

∫ ∞

ε

2it ln |1− b2

t2 |+ 2itb2

t2+ε2

e2πt + 1
dt = 2

∫ ∞

0

ln |1− b2

t2 |
e2πt + 1

tdt− b2

2
ln(2ε2) + πb2

∫ ∞

0

ln t dt

ch2 πt
.

��������! ������	� 
���������� 
 �
��� 
���

π

∫ ∞

0

ln t dt

ch2 πt
= −2 ln 2− γ, %0�'1)

��� γ  �������	� 2!���	�

/�����	� 
����� z = 0 
 ������� %&�'() �	
�� ����� �������� �����! ���� 
 f(z) ����	$
3	���� � �	,��.����� �	�����	� 4	���� 
 ������ ε → 0 ����	��

1

2

∫ ∞

ε

(f(t+ iε) + f(t− iε))dt =
b2

2
ln(2ε2) +

b2

2
− b2 ln b. %0�'�)

5�"��	� 
�� ��	�	���� 
������ ����	��

∞
∑

n=0

ν

[

ln

(

1 +
b2

ν2

)

− b2

ν2

]

= b2
{

1

2
− 2 ln 2− γ

}

− b2 ln b+

+2

∫ ∞

0

ln |1 − b2

t2 |
e2πt + 1

tdt.

�� ������	
�	

6���� �	���! �	"��� �
������ �,��.���� �����	 #"���$��	�	 "�, �,��7��! ��������� ��� ��,�$
��
� 8� ����"�� �	,�"�	�� 
�
�� ������ #"���$��	�	 ��� �	,������ ����������� ������!�
��� �	����� ���"�������! �	 ���������! �������� ������� #"���$��	�	 ���������������

��	.���� %'�'9) $ %'�'&) �	,���	 '�� ��
	��
	�� �	,������ ��� ����������� ������!� * :0
�� �	,�"�	�� ���.���
� ������
� 
 ������� ���������	� ������� ����� �	,������ ���"����$
��� $ ������ ����� 
��
������ /����,�
	��� ������ #"���$��	�	 �,
����� ������� ���"���
��� 	�	��,	 
��	.����� ;���� ����� ������� #"���$��	�	 �,
����� ������� 	�	����������
�����.���� �	,������ ����
 %���� �	����� %0��)� %0�'<)� %0�'=))�
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.� ������� �� �� ����� ����%(�(� ��$�����- .//� 123 ��

1� ������� �� �� 
���������(- �!��4�(�� � � ��� ��+ ��� ���� ��6�7�(�� ����- 038� 9:: ��

:� �������!�; <� =� 
�������������� �(6��>�!� �!��4�(��%� ��� ?�!(�!�- 08:� 10. ��

9� �������!�; <� =� 
�������������� �(6��>�!� �!��4�(��%� ��.� ?�!(�!�- 088� :2: ��

2� �������!�; <� =� 
�������������� �(6��>�!� �!��4�(��%� ��1� ?�!(�!�- 03� 18/ ��

8� �%4�(��% �� 
� 
�������������� �'�!�� � '���� �*!�'��� ��6�(� 4�6- 02.� 13 ��

3� @ABC D�E� FGHIJKBLMNC OIHB Σn

ϕ(x) BPQMHRKBB QNM SIB HIJKBLMNCB THRQCB UU VBSWMBT YRQCZBJBT [B DHBCT EBIMH\
@ABC- ]^MHTJHNIHN + _MỲI[N^C a bỲI- 33- c�- 7.8

0� @ABC D� E� bYCSJHYIT [B dSBCdSBT QMYACZBRBT ZN CGNH[B [GHIJKBLMNCBT [KBOIHBT UU VBSWMBT YRQCZBJBT [B DHBCT
EBIMH\ @ABC- ]^MHTJHNIHN + _MỲI[N^C a bỲI- 33- c�- .3710

/� eCNIN _�@� DYJB TSM SIB IYSWBCCB BPQMBTTHYI NINCfJHdSB [BT IYRAMBT gBMIYSCCHBIT- QMYQMB ZN BPQMHRBM BI
JBMRBT OIHT CN hYMRSCB LKBIBMNCB QYSM CB TYRRNJHYI [BT TSHJBT- iBR� @N[� bH� jYMHIY- 3./- c� .9- :/17:3

� ���$ 
� 
�- �(�(�% �� ��- ������(!�!�� �� �� �%(!��%�� k������ % �!��!��%!�# %!�;!�# ��� #�

����6�(�- 03/� .02 ��

.� �����(�; <� l� �%���!�� % ������ �!��4�(��% �*�)�� ���? ���� �6�7%� ��#!���7������������" ��7
���(�*��- 0:3� :3 ��

����*���( % ���(�'�� /0�/2�./1

m*�!*���!�% ,(��) �*��(��%��- ����7�� !�- ���������- �(����( ������ ��!������)!���� � 4�(%��('��-
�!����*� ��6���- �(6(!���" n���%��>���"o �����(�)!�" *!�%�������- :.///3- ����� - 4� �(6(!)- *��
������%��( - 3�
p7RNHC+ 8INHC8�LRNHC�YR

���� ������	
���

��� �������	
	 �����	�

��������+ [HWBMLBIJ TBMHBT- @ABC7eCNIN hYMRSCN�

e@]b+ /.

rB YITH[BM HI [BJNHC [BMHWNJHYI Yh J^B @ABC7eCNIN hYMRSCN hYM TBMHBT YWBM HIJBLBM NI[ ^NCh7HIJBLBM HI[BPBT� rB
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