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��+��� ,����������� L3 ��� ,���� K ��8�� !�� �,�������� �&�
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� 5
�����
�&�
�� �����8
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��� ���8��
( ��&�����0 �&�
��� 	���8��
( ��&����� �� 2������� ,��(
K 
 �&�
��� ����������
� :���� �
��+���� ,����������� L3 ��� ,���� R !�� ,�������� ��
������!���

 R3 � ���	� ���� �����
( �,���%
+ ��� ��&�����


(x, y, z) + (a, b, c) = (x + a, y + b, z + c), s(a, b, c) = (sa, sb, sc), s ∈ R.
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�� �� �� �����	
�� ���� �����	
�

������	
�	 �� ���
������		 R3� ���������� ��������� ���������
 ��
����	�����
 ����������
�������
 �� R3 �������	�	 ������	
�	

(u, x, y) + (v, z, w) = (u + v, xev + z, yev + w), �� 

t(u, x, y) = (ut,
eut − 1

eu − 1
x,

eut − 1

eu − 1
y), t(0, x, y) = (0, xt, yt), t ∈ R.

������� ����������	���� �
���	���	� ����������	 �	���� � �������������� "��#�	 �	��
(0, x, y) �������
�� ����������� 
��
��	#�
 $%������ �	��#��� ������������� L2&

(0, x, y) + (0, z, w) = (0, x+ y, z + w).

'������� �������� ���������
 ������	� (������ 
��
���
 ���� ϑ = (0, 0, 0)� ����� ����	��%
����)��# ����� ρ = (u, x, y)� �����

−ρ = −(u, x, y) = (−u,−xe−u, ye−u).

����� (0, x, y) 
��
���
 ��������	� *���+ �a = (0, a, b)� ,�����
���
 ���#����& −ρ + �a + ρ =
(0, aeu, beu)� "��	� �������� ���� ρ ������)��� ������ �a �� ������ eu�a� 
��
���
 
������	�# ��
�	��#��� ������������ L2�

���� ����� 	 
���
	�

��������	� �����	� ρ̄ ��������	� � ������� ����� M = (x, y) ������)����
 �� ����� M ′ =
(x′, y′)&

ρ̄ :

{

x′ = kx+ a,

y′ = ky + a,
k > 0,

���	 a = b = 0� �� ρ̄ ���+ 
������	
 � ��-��	�	����� k/ ���	 k = 1� �� ρ̄ ��
���
 ��������+���
��������� �d = (0, a, b)� *���+ τ̄ ��� ���� �����	�

τ̄ :

{

x′′ = mx′ + g,

y′′ = my′ + h,
m > 0,

0�����	�	
 ρ̄+ τ̄ �����1 �����	# ρ̄ 	 τ̄ ���+ �����	�

ρ̄+ τ̄ :

{

x′′ = mkx+ma+ g,

y′′ = mky +mb+ h,

*����	� ρ̄ ������	� � ����������	� ���#�� ρ = (k, a, b) 	� R3�

ρ̄ ↔ ρ = (k, a, b).

, -��� ����������		& τ̄ ↔ τ = (m, g, h) 	 ρ̄+ τ̄ ↔ (k, a, b) + (m, g, h) = (mk,ma+ g,mb+ h)�
*���)	� k = eu� m = ev � 	����� ��� ������	�		 �����	# ������������� ������	
 �� ���)��	


�������

���� ����� 	 ����	��

2���	�� �����	# ρ̄ 	 τ̄ �������������� ������

K =





1 0 0
a k 0
b 0 k



 , M =





1 0 0
g m 0
h 0 m



 .

2���	�� ������	�		 �����	# ρ̄+ τ̄ ���+

MK =





1 0 0
g m 0
h 0 m









1 0 0
a k 0
b 0 k



 =





1 0 0
ma+ g mk 0
mb+ h 0 mk



 .
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����� ��
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���� �������	
��� �
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%!�
����� 	�����
�
��
� ������ ρ = (u, x, y) � τ = (v, z, w) ������
��� &��
�

ρτ =

{

uv, 
�
� u �= 0 �
� v �= 0;

xz + yw, 
�
� u = v = 0;

��� '�� 
� #$)℄� +�� ��
�


�� �!�
����
 	�����
�
��
 ������� ,����� |ρ| ����� ρ ������
��� |ρ| =
√

ρ2 �

|ρ| =
{

|u|, 
�
� u �= 0;√
x2 + x2, 
�
� u = 0.

-$.

/�&�

� |ρ| ��
�
��� !����������� ��!� ��� �	�
�

�
��� ����� ���
�������� ��� '0� 
� 0#℄�
%���
 	
���� !��	��
��� ������ ��
�
��� ��
�
����� ������ � ��
��� !��	��
��� 1 	���

��������
���
� 
��
���
 	����������� L2 	��

 ��
�
��� ����� ���
� 
�!
������ 	������������
V 2� ������� �2����&�
� 33�

���� �

��
���� �������

4��2��5
��
 &��
����� ���
���
� I � ������� 33 ������
��� ���������� ���!��
�� !������
��	�����
��� � ���
 ���
�� "
���� �����

ρ(t) = (u(t), x(t), y(t)), t ∈ I ⊆ R.

����� ∆t 1 	����"
��
 �����
��� ���!��� ρ(t)� ��

� ����"
���
 ���&
��
 ρ(t+∆t)� ��	�
�
��
��� ���
����� ρ(t+∆t) = ρ(t) + ∆ρ� ��
 ∆ρ 1 	����"
��
 ���!���� 4�� ��7

∆ρ = −ρ(t) + ρ(t+∆t).

��
�

 � ��&!
 t0 ���������� ���!��� ρ(t) ��������� 	�!��	��
����� 8
� �	�
�


��� 	���

�������� �
� ρ(t) ��&��
�
��� �����
��
 ∆ρ
∆t = 1

∆t∆ρ � ����!���
��� 	�
�



ρ′(t) = lim
∆t→0

∆ρ

∆t
.

������������ !�! ��	������� 	�
�

� ��&��

�� � '9℄� ��
�&
�� �

�� "�� �����
�

ρ′(t) = (u′(t), (eu
′(t) − 1)(

x′(t)

u′(t)
− x(t)), (eu

′(t) − 1)(
y′(t)

u′(t)
− y(t))).

����� u(t) = t� ��
� ρ(t) = (t, x(t), y(t))� : ;��� �
�&�


ρ′(t) = (1, (e− 1)(x′(t)− x(t)), (e − 1)(y′(t)− y(t))). -�.

<�
� u(t) = const� �� = ρ′(t) = (0, x′(t), y′(t))> � ;��� �
�&�
 ���������� ���!��� ����
�
����
��
��� !�! �
!�������
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� ������	"	 #�	�
����
�� 
�����	� #�	�
����
�	 	��
�� ��� #	
����� ���
����	� 	��
���	�
#�	�
����
�	� ���
�	 �$ #�	�
����
�	� %�	�
����
�	 � �	����	����&� ���
���	� ��'&���
��
() #�	�
����
�	� � 	*	'�����
�� M3� $�	 ��
��
�� ���	���
�
���&� 	��
���&� "�
�
���&�
#�	�
����
�	� �������� � ���
���	�� +	����� () #�	�
����
�� ��
�,
�� 
�	��� M = (u, x, y)�
-
� 
	��� A = (k, a, b) � M �����

AM = (u− k, x− aeu−k, y − beu−k), |AM | =
{

|u− k|, ��
� u �= k;
√

(x− a)2 + (y − b)2, ��
� u = k.
.�/

() #�	�
����
�	 	*
����
 ���	���
�
���	� "�
�
���	� "�	��
����� ��������� �	�
��
�,0��
1 ������ #�	�
����
������ �	�
��
�,0�� 2 ����� � ���
��	��3 ����' �����, 
	��� A = (k, a, b)�
() #�	�
����
�� #�	4	��
 �����
������ ���
��	�� #
	��	�
�� �� ��������� u = k�

���� �	���� ���
	���	�
����

������ () #�	�
����
�� � ��
��
����	� #�����
��'�5�� 	#��&���
�� ����5���

ρ(t) = (t, x(t), y(t)), t ∈ I ⊆ R,

��
��
����&� #�����
� t ����
 ��&�
 �������� ��� �� 1�6 7 1�8℄� ���
 ����
�
��	� ��
� .�/� 	�
����
 ��������, �
���� +�	��� ����&4 () #�	�
����
�� �'
	���� � ��� �� 1�: 7 1�2℄� ;����<

ρ′′(t) = (0, (e− 1)(x′′ − x′), (e− 1)(y′′ − y′)).

�����'�� ����	� ρ(t) �&���
��
�� #	 �	���
�

k1 =
√

(x′′ − x′)2 + (y′′ − y′)2,

�������� ����	� ρ(t) ����	

k2 =
(x′′ − x′)(y′′′ − y′′)− (y′′ − y′)(x′′′ − x′′)

k21
.

������ () #�	�
����
�� 	��	'����	� � 
	��	�
�, �	 #	
	������ 	#����
��
�� ����5����
�����'�& �������� �=℄�

�� ���
������		
� ������	

���� ��� ��
� ��
��� �
�	���� 
� 	���	�
�

������ ���
ρ = (u, x, y) #����
��
��
�� � ���� ��'
	�����

ρ = (u, x, y) = u(1, 0, 0) + x(0, 1, 0) + y(0, 0, 1),

��� �� 1�6℄� ��
��
�� �	�#	'�5��� 	��	� "	�	
�
�� � ���4 #���

�
��&4 #����	�	�� ����� ���	��� 

�
���	�
� ���
����� #����
��	��� �
�"���&4 � ��'
	����� ���
���� �	
��� ���'�
��� �� �	���
'�#��� 	#���5�� ��� ���
���� $
 �	�#	���
 u ���
	� (u, x, y) '�����
 �
	�&� � 
��
�� �	�#	��� 

& ����& ���
	�� � ��'�
�
�
� #����
��	��� �	�#	���
 �'����,
�� � ���'���&� '������	�
�� �
������
��4 .1/ #����
� 
��	�
	�	���� '�#��� �	�#	���
< �	�#	���
�� '�#������� �
���� �
���

�� 	�
�
��&� �	�#	���
&�

-
� ���
	�� #����
��
���&4 � ���� ����& #����	�	� � "	�	
�
��� 
��� � �
����� �	"�� �
��,0��
�	�#	���
� ���#	
	���� �#����� 	#���5�� '�#��&��,
�� � ����



������ ���	
���	
�� 	 �����	
������
 ��	
����
 ��

(x, y, u) + (z, w, v) = (x+ zeu, y + weu, u+ v), ���

t(x, y, u) = (
eut − 1

eu − 1
x,

eut − 1

eu − 1
y, ut), u �= 0; t(x, y, 0) = (xt, yt, 0); t ∈ R; ���

��	
� �
		
 �����
�������� ����
� ��
���	�� ��
���� ��
���� 
 ����� ����
�� ��
���	�� �����
��	�
� �����
�������
� � ��


���	���� ���	 ��
���� ������	�
� �	���
�������
�  !����"	��	
�����
������	#� ��
����� $ %3∗ �

&��
'��
 ����!�� ���
��
�� � �� ��( 
����	�
��'�� 
����)� ��'#�#� ����*

ρ ↔





k 0 a
0 k b
0 0 1



 = K, τ ↔





m 0 g
0 m h
0 0 1



 = M, KM =





km 0 kg + a
0 km kh+ b
0 0 1



 .

+�	
� �
		�
� 
����	�
���	 
 ��	��)�	� ��� �� �����
������	
 ��
����	� ,�-�� ����-���*
k = eu,m = ev�

�����		�� ��������
� ��
��� ���	�	��	�
� ���	�
���
� �(�� ��	
	���� ��
���	��� ��
��� ���
��	�
� ��	��	�� ��	� ����
��� 
������

/���������� �'��)�� �����
������	� ��
������� �'��)��

ρ∗(t) = (x(t), y(t), u(t)), t ∈ I,

�����

ρ′∗(t) = (
eu

′(t) − 1

eu(t)
x′(t)

u′(t)
,
eu

′(t) − 1

eu(t)
y′(t)

u′(t)
, u′(t)).

� ����"�� �� ����������� ρ′(t) ��
������� �'��)�� � �	��
������	� ����
� ��
���� /�� u(t) = t
�
		
 ���
'�' ����	�	�)��������*

ρ′∗(t) = (
e− 1

et
x′(t),

e− 1

et
y′(t), 1),

����"�'� �� �1�2 	
�� C = const� �� ρ′∗ = (x′(t), y′(t), 0)�

���� ������	
���� � ��	�������
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� 5,����
����
���M∗ 	
�� 
��-	
��� ��"	� 
 ���!��-	��	
 ��� ��"	�
� �����
�������� ��
����* ��� ���!��-	��� ���������
� ��
��
� �� 4	���� 6�� ��"	� A =
(a, b, k) � M = (x, y, u) �
		
 AM = −OA+OM � �� ��� 
 '"	��
 −(x, y, u) = (−xe−u, ye−u,−u)*

AM∗ = ((x− a)e−k, (y − b)e−k, u− k), |AM |∗ =

{

|u− k|, 	
�� u �= k;
√

(x− a)2 + (y − b)2/ek, 	
�� u = k.
�7�

���� ��
��� ���������	
���	 M∗

4 	
�	
��	���� ����
	�����)�� �	#'������ ������ � M∗ ���
���	�
� ��
������� �'��)�	�

ρ∗(t) = (x(t), y(t), t).

5	 �������� k∗1 ���	�	��	�
� ��� � � ���
����
��	 
 �	��
�������
 ��
�����
 $ 8�� 
��'�� ����
�������� �����#� ������� �'��)�� ρ∗(t)� 9�:���
*

k∗1 = e−t((ẍ− ẋ)2 + (ÿ − ẏ)2)1/2.

;�'"	��	 ��"�
��	�
� ��� �� �
	: #����		��: 4 ����
����
���: � �����*
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�

k∗2 =
(ẍ− ẋ)(

���
y − ÿ)− (ÿ − ẏ)(

���
x − ẍ)

(ẍ− ẋ)2 + (ÿ − ẏ)2
.
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�����
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�� ������	
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� ������ ������	�
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���� ������	
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���������� |AM | 
 ��	�	��
�� ����������
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���������� ��������� �3 
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 ���������
��� ����������
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������ ��	�	��! ��������� �����
�	 
������ ����� ���
�
����� A � M � ��	� ��� �� ����
������
" ��	� ���
��� ����
������
� �� ��
���
����� ��
����
���������� ����� ���� ��� 
 �
�	���
�� ����������
�� �����	
 $�%� ���������� AM∗ 
 ��	�	��
�
�� ����������
� � ���
���������� ��������� ��
���
����� ������ �����	
 $&%� �� �
�	���
�
���������� ����� ����
������
�� ���
����� ���������� �� �������
' ��(���)����� ��
����
*�' �� ���
��� ���
���� +� ���,� ����������
����� �����
	�-*�� ����������
��
������ M∗ ��

��	�� �
�	���
��

���� ������
� ���
������ ���
� � M∗

.���

� 	���� �
���*�'�� �������	,��' ����� 
 ��	�	��
�� ����������
��
������ M3 � 

����������
��
������ M∗ ���,� ����
����
����� ρ(t) � ρ∗(t)� /�������� �
�����' ����� �� ����
������� �r(t) = (x(t), y(t)) �
��� ����	�� ����� ���
���� ���������� k1 �	�� ����
����
����� k

∗

1 �
0�	����� ��������� ��
���� �� ����� 
 ����� ������� ���������
�-��� 
�������� � ���������
��
����� �����
	�-*�� ����������
��
������� ��� ����
����
�-*�� 
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���
�

���� ������
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����� �����������
��� ��	�	��
� ����������
��
���� � ����� � ��� �� ���	�� 1� 2 �
���������� �����
' �������
	����� ���	�� 1� ��������' � ����		�	,�
� ��������
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����������
�� 3��	���
���� �
�'��
 (���� ����������
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���	,��� 
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